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Capitulo

Preliminares: Los numeros reales

En este resumen, vamos a presentar algunas propiedades de los ntimeros reales que seran muy ftiles pa-
ra describir el comportamiento de las funciones. Las demsotraciones formales usualmente usardn estas
propiedades. Aunque los ntiimeros reales se pueden presentar como una construcciéon desde los niimeros
naturales, aqui el enfoque es axiomadtico: Asumimos la existencia de R y postulamos las propiedades que
lo caracterizan.

Axioma (del buen ordenamiento de IN)

Si S es un subconjunto no vacio de IN, entonces existe m € S tal que m <k para todo k € S

Teorema 1.1 (Principio de Induccién)

Sea m € IN. Si P(n) es una proposicion para cada n > m, entonces P(n) es verdadera para todo
n > m si se cumplen las dos condiciones siguientes

a.) P(m) esverdadero

b.) paracada k > m, si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera.

Axiomas de campo. El conjunto de los niimeros reales se puede describir como un conjunto “completo
y ordenado”. Asumimos la existencia de un conjunto R con dos operaciones “+” y “-” llamadas adico6n
y multiplicacién, respectivamente, tal que cumplen las siguientes propiedades (de campo):

a) VxyyeR x+yeRysix=wyy=z entonces x +y=w +z.
b) VxyeR x+y=y+x

c) VxyzeR x+(y+z)=(x+y)+z

d.) Existe un tinico nimero real 0 tal que 0 + x = x para todo x € R
e.) Para cada x € R existe un tinico —x € R tal que x + (—x) =0
f) Vx,yeR, x-yecRysix=w A y=z entonces x -y =w-z.
g) VxyeR x-y=y-x

h) VxyzeR, x-(y-z)=(x-y) z

i.) Existe un tinico ndmero real 1 con 1 # 0, tal que 1 - x = x para todo x € R
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1 1 1
j.) Paracada x € R con x # 0, existe un tinico ;€ R tal que x - e 1. También se escribe x ! = >

k) VxyzeR, x-(y+z)=x-y+x-z

4

: . X 1 .
La resta x — y se define como x + (—y) y el cociente = =x - —, ademdassin € N, x" =x-x---x, etc.
Y Y n veces

Axiomas de orden. Ademads de los axiomas de campo, los ntimeros reales también satisfacen los siguien-
tes axiomas de orden:

a.) V x,y € R entonces se cumple exactamente una de las siguientes relaciones: x =y, x >y, o x <y
(Ley de tricotomia).

b) V x,y,z€ R, six<y A y <z entonces x < z
c) VxyzeR, six<y, entonces x+z<y+z

d) VxyzeR, six<y A z>0entonces x-z<y-z

De aqui podemso deducir algunas propiedades familiares:

Teorema 1.2
Sean x,y,z € R.

a.) Si x+z=y+z entonces x =y
b) x-0=0

c) —0=0

d) (-1)-x=—x

e) x - y=0<+<=x=00y=0

f) VxyzeR,six<y A z<0entonces x-z>y-z

: . m .
Los niumeros racioneales. Recordemos que Q = {Z talquem,n € Z N n# O.} C R. Este conjunto tam-
bién es un campo ordenado. Como usual,

a p_a-q+b-p
a.) b+q_ b

a p_ap
b.) - ==

b g b-q

a_p a_p

) ->LE S
C)b—q@b q_O

La siguiente propiedad es de gran utilidad:
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Teorema 1.3

Sean x,y € R tal que x <y + € para todo € > 0. Entonces x <y.

Valor absoluto. Si x € R, entonces el valor absoluto de R es |x|, y se define como
x si x>0
x| =
—x si x<0

Las propiedades basicas del valor absoluto son:

Teorema 1.4
Sean x,y,a € R con a > 0, entonces

a.) x| >0y |x|]>nx
b.) |x|<a<= —a<x<a

c) |x-yl=Ilx|-[yl
d.) |x+y| <|x|+ |y| (desigualdad triangular).

@ Observe que en la desigualdad |x +y| < |x| + |y| podemos sustituir x —c por x y y —c por y y
obtenemos
¥ =yl < [x—c[+ e~y

@ También observe que, como |x| <a <= —a < x < g, entonces

x—a|<d = —d<x—a<d=a—-0<x<a+

A -
o | [ | i

a—294 a a+o6
|x—al <6

@ De gran utilidad es visualizar el valor absoluto de manera geométrica

u |ul \ u=ul
1 =

a b 0 |bl lal

<
-

A

o+
-
S

a) Sia<u<b<0 = |b| <|u|l<]a|
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b)Si0<a<u<b= a<|u|<b

c)Sia<0<bysia<u<b = min{lal,|b|} < |u| <max{|al,|b|}

Axioma de completitud. Hasta ahora los axiomas y las propiedades que hemos enunciado son validas
tanto para R como para Q. Hay un axioma adicional que hace la diferencia.

Conjuntos acotados. Sea S subconjunto de RR. Si existe un nimero M € R tal que M > s para todo
s € S entonces decimos que M es una cota superior de S. El concepto de cota inferior se define de manera

similar.

Supremo. Si una cota superior M € S, entonces M =max S. Si S subconjunto no vacio de R, entonces la
mas pequefia cota superior de S se llama supremo de S y se escribe M =Sup S.

Por ejemplo, si consideramos los intervalos S; = [a,b] y S» = [4,b], entonces b =méx S; y b =Sup S

(Axioma de completitud)

Todo subconjunto no vacio de R que es acotado superiormente, tiene supremo

Observe que S = {q € Qtalque0<g< V2 } no tiene supremo como subconjuto de Q pues v2 £ Q,
pero todo cambia si g € RR.

Teorema 1.5 (Propiedad arquimediana de IR)

IN no es acotado superiormente en IR. Equivalentemente,

a.) paracada z € IR, existe n € IN tal que n >z

b.) paracada x,y € R con x >0, existe n € IN tal que nx >y

1
c.) paracada x € R con x >0, existe n € IN tal que 0 < - <x

Teorema 1.6 (Densidad de Q en R)
Si x,y € R con x <y, entonces existe r € Q tal que x <r <y.
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1.1 Ejercicios

1.1.1 Verifique: Si x,y € R tal que y < x, entonces Xty

<Xx
1.1.2 Verifique: Si x,y € R tal que x <y + € para todo € > 0. Entonces x <y.

1.1.3 Verifique la regla de los signos: Si x,y € R, entonces
a) —(—x)=x

b) (—x)y = —(xy)

c) (=x)(~y) =xy

1.1.4 Verifique quesi x,y,z € R con z # 0, entonces xz = yz = x = y. ;porqué es necesaria
la hipétesis z # 0

1.1.5 Verifique quesi x,y,z € R, entonces
a)six#0 = x>>0

b)six>1 = x>>x

c)si0<x<l = x?<1
. 1 1
d) 510<x<y:>0<§<;

e)si0<x<y = x"<y"conn N

f)ysio<x<y = V< /vy

1.1.6 ;Bajo qué condiciones, si x <y entonces x> < y??

1.1.7 Verifique: Si x > 0 y x <€, para todo € < 0, entonces x = 0.
1.1.8 Si x,y € R, verifique que |x —y| = |y — x|

1.1.9 Six,y € R, verifique
a) |1x] = Iyl| < |« — yl (sugerencia: || = |x — v+ yl y [yl = ly — x + 2]).
b.) |[x—y|<c = |x|<|y|+c

c.) Si |x — y| < € para todo € > 0, entonces x =y
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1.1.10 Verifique quesi 0 < x —a < b, entonces |x —a| <b

1.1.11 Verifique que si 0 < |x — 3] < 1, entonces |x —2| < 2.

1 1 1
1.1.12 Sean p,a,b € R. Si 0 <a < p < b, verifique que 5 < v <-

1 1
1.1.13 Verifique que si 0 < |x — 2| < 5/ entonces =1 <2

1 7 9
1.1.14 Verifique quesi 0 < |x — 2| < 5/ entonces o < lx — 6] < 5

1 X
1.1.15 Verifique que si 0 < |x — 2| < 5 entonces

€
1.1.16 Verifique quesi |x — 3| < 5 entonces |[5x — 15| < €

€

1.1.17 Verifique quessi [x — 2| < 5

, entonces |2sen(x)(x —2)| <e
1.1.18 Sea § = min{l,g}. Verifique que si 0 < |x — 3| < 6, entonces |x?> —5x + 6| < ¢

2 4+3x+1

—-11
1 <€

1
1.1.19 Sea ¢ :min{i,g}. Pruebe que si 0 < |x — 2| < 4, entonces

2 2
1.1.20 Sea N >0 ysea ¢ = ”N' Verifique que si 0 < |x — 6| < §, entonces 62 >N

2x2—3x+1_

€
1.1.21 Verifique que si 0 < |x — 1| < =, entonces p—

2

1’ <e€
1.1.22 Verifique que si 0 < |x — 3| <min{1,g}, entonces [x* +2x+6 —21| <e

1.1.23 Encuentre 0 tal que si |x — 2| > J, entonces (en cada caso),
a) [x>+x—6|<1
b.) [x>+x—6|<1/n con n € N fijo.

c.) |x?>+x — 6| <€ con € >0 dado
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Capitulo

Limite de una funcion: Definicion
formal

Nos interesa conocer hacia dénde tienden los valores de una funcién f, conforme nos acercamos a un pun-
tox=c.

Por ejemplo, consideremos el comportamiento de f(x) =2(x —2)sen(x/2)+ 3 enlos alrededores de x =2,
es decir, tomando valores por la izquierda de x =2, denotado x = 27, y tomando valores por la derecha
de x =2, denotado x — 2.

Seleccione y arrastre los puntos verdes
Wolfram CDF Player

f(x) =2(x—2)sen(x/2) +3

Tabla de Valores Tabla de Valores
x— 2" f(x) x— 27" f(x)
1.955 2.9253808 2.125 3.21839373
1.97 2.95000367 2.125 3.21839373
1.97 2.95000367 2.095 3.16457355
1.97 2.95000367 2.08 3.13798468

[}
[}
[
(1]
[}
[
(1]
(N}
L]
(1]
[}
[
1.97 2.95000367 2.055 3.09416102 i
[
(1]
(N}
L]
(1]
[}
[
(1]
[}
[
11

1
Y

Compartir | o B WG

Como se observa, conforme nos acercamos a x = 2 por la derecha y por izquierda, entonces parece que
f(x) tiende a L =3, y no pasa de ahi (es un valor “limite”). Escribimos

lim2(x —2)sen(x/2)+3 = 3
x—2

Desafortunadamente, con solo la tabla de arriba, no podemos estar seguros de que si nos acercamos mds a
x = 2, la funcién va seguir acercdndose cada vez més a L = 3, como su valor limite.

Para estar seguros de que el limite existe, es decir, lim f(x) = L, necesitamos una prueba formal, basada
X—C

en una definicion aceptable del limite de una funcién: El limite de f, cuando x tiendea ¢, es L si f(x) se
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puede acercar a L, tanto como queramos, tomando valores de x suficientemente cercanos a c.

La “cercania” de f(x) a L se estima con “|f(x) — L| < €”: Si € es muy pequefo, f(x) estd muy cercano
a L. La “cercanfa” de x a ¢ se estima con “|x — ¢| < 4.”. En la defincién que sigue, la escogencia del ¢
usualmente depende del valor de €.

Definicion 2.1 (formal de limite)

Sea f:D — R ysea x = c un punto de acumulacién' de D. Decimos que

lii)nf(x):L<:>V€>0,E|5>0 tal que |f(x) — L| < e siempre que 0 < |[x —c| < ¢
X—C

En la aplicacién interactiva que sigue, podemos tomar valores para € pequefios y buscar valores para ¢
adecuados. recordemos que queremos formalizar el limite

lim2(x —2)sen(x/2)+3 = 3

x—2

€y d cambian con el deslizador

Dado € =— 3 0.755, jtome d =— 3 05?

f(x) = 2(3; — 2)Sell(x/2) +3 Wolfram CDF Player

4

Compartir|9 K o

ISi D es subconjunto de IR, decimos que x es un punto de acumulacién de D si cualquier intervalo abierto que contenga a x,
intersecaa D
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Para verificar que lim f(x) = L usando la definicién de limite, usualmente analizamos la expresion | f(x) —
X—>C

L| con tal de establecer un valor para ¢ (posiblemente en términos de €), de tal manera que se cumpla la
definicion.

La definciéon formal “e — 0" es debida a Karl Weierstrass (1815-1897) aunque ya se usaba mucho antes, en
los argumentos de prueba por A. Cauchy y B. Bolzano.

Ejemplo 2.1

Verifique, usando la definicién de limite de una funcién, que

lim2(x —2)sen(x/2)+3 = 3

x—2

Solucién: Lo que hacemos es, dado € > 0, analizar |2(x —2)sen(x/2) +3 — 3| con la intenci6én de
encontrar  de tal manera que

si0<|x—2|<d = |2(x—2)sen(x/2)+3 — 3| <e

Bien, usamos el hecho de que [senx| < 1 para todo x € R, entonces

|2(x —2)sen(x/2) +3 — 3| = |2(x—2)sen(x/2)]|

< 2x-2| <e
€ i €
de donde, bastaria que |x — 2| < 5 es decir, § = >

€
Formalmente: Dado € > 0, tome 6 = 5" De esta manera,

siO<\x—2|<§:> |2(x —2)sen(x/2)+3 — 3| = |2(x—2)sen(x/2)]|
< 2|x—2]
< 2-% pues |x—2|<§
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Ejemplo 2.2 (Acotarel §)

Verifique, usando la definicién de limite de una funcién, que
lim x* — 5 +12 = 6
Solucién: Dado € > 0, debemos encontrar J (que posiblemente dependa de €), tal que
si0<|x—3]<d = |x2-5x+12 — 6| <e
Como antes, debemos analizar ]xz —5x+12 — 6]:

|x2 —5x+12 — 6] = |x*—5x+6|

= |[(x—3)(x—2)] < d|x—2|] < € pues |x—3| <

Mmmmm... para poder visualizar lo que debe ser J, necesitamos cambiar (acotar) |x — 2| por un
valor més grande. Eso se podria lograr si acotamos provisonalmente el J: De por si sabemos que
algtin valor 6 < 1 podria servir (escogemos un entorno donde la funcién no se indefina).

Asi que supongamos que d < 1, entonces

x—3]<1 =2<x<4 = 0<x—-2<2 = [x—-2|<2

€ .
De esta manera: |x?> —5x + 6| < |x —2|6 < 20 < ¢, asi, bastaria tomar § = 5 siempre y cuando
0 < 1..., es decir,

b < 1
5:min{1,§} y entonces

o6 < €/2
Formalmente: Dado € > 0, tome § = min {1, g} . De esta manera,
si0<|x—3]<éd= [x2-5x+12 - 6] = |x—3|]x—2]
< §|x—z\ (pues |x—3|<5<§)

(puescomo |x —3|<d<1 = |x—2|<2)

N ™
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Ejemplo 2.3 (Acotarel §)

Usando la definicién formal de limite, muestre que lirré(x2 —x)=2
x—

Solucién: HQM Dado ¢ >0, 36 >0 talque 0 < |x —2| <8 = [x> —x —2| <c¢

x—2[<6 = |x—2/<%
) 3 4
Tome 6 = mm{l,i}, entonces

x—2|<é = |x-2|<1 = |x+1|<4

De este modo,

x -2/ <8 = xz—x—2|:|x—2|\x+1|<2-4:£\/

2.1 Ejercicios

2.1.1 Usando la definicién formal de limite, verifique que lim2 5x -3 =7
xXx—

2.1.2 Usando la definicién formal de limite, verifique que lil)n mx+b=m-a+b
X—a

2.1.3 Usando la definicién formal de limite, verifique que lim5cos(x)(x —1) +2 = 2

x—a
2+ 11x+2
2.1.4 Usando la definiciéon formal de limite, verifique que lim v tllxda 1
x—0 x+2
2 _
2.1.5 Usando la definicién formal de limite, verifique que lin} W = —4
xX— —
. . . 3x%—12x
2.1.6 Usando la definicién formal de limite, verifique que hn% — = -3
x—
Acotar el §
2.1.7 Usando la definicién formal de limite, verifique que lin} 2 =4
X—>
. . . oxd—2x?
2.1.8 Usando la definicién formal de limite, verifique que 11rr5 2 = 4
x— —
2
3 1
2.1.9 Usando la definicién formal de limite, verifique que lim Xrox+l =11

x—2 x—1

2.1.10 Usando la definiciéon formal de limite, verifique que lirré X2 42x+6 =21
x—

13
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2.1.11 Sea f y g funciones tales que liz)n flx) =4y li_r)n g(x) = 7. Utilice la defniciéon formal
X—ra X—ra

de limite para demostrar que

lim f(x) + g(x) = 11

xX—ra
2.1.12 Sea L > 0. Si h_r)nf(x) = L demostrar que existe 6 > 0 tal que
X—a

2L 4L
si0< |[x—a| <6 = ?<f(x)<?
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Capitulo
0N

Calculo del limite de una funcidn en un
punto

3.1 Teoremas basicos

Para calcular el limite de una funcién (si existe), usamos algunos limites ya establecidos y un teorema que
nos permite calcular limites de funciones mas generales.

Teorema 3.1 (Unicidad)

Silim f(x) = L, entonces es L es tinico
X—a

Teorema 3.2 (Limites de algunas funciones elementales)

a.) chgr}l P(x) = P(a) con P(x) € Py(R) e.) ;1513} CosX = Cosa

b.) chlg}l x| = |a| f.) Jlgr; senx = sena
] k

c) lim v/x = va cona>0 g.) lim tanx = tana con a # —n, keZ
X—a X—a 2

d.) lim Inx = Ina cona >0 h.) lim b* = b* con b >0
X—a X—a

Teorema 3.3 (Algebra de limites)
Sean f,¢g:D— R. Si liin f(x) = Aylim g(x) = B, entonces
X—a

X—a

a.) lim f(x)+g(x) = A+B

X—a

b.) lim f(x)-g(x) = A-B. En particular chlgz kf(x) = kA

X—a

c.) Si g(x) #0 paratodo x € D ysi B # 0, entonces
fx) _ A

lim —= = —

x>a g(x) B
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Teorema 3.4 (Composicion)

Si lim g(x) = Bysi igré f(x) = f(B) entonces lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(B)

X—a xX—a

Teorema 3.5
Sea I unintervalo abierto que contiene a x = ¢ y supongamos que g y f estan definidas en I excepto
tal vezen x =c. Si g(x) = f(x) paratodo x € I — {c}, entonces

lim g(x) = L = lim f(x) = L

X—cC X—cC

Teorema 3.6 (del emparedado)

Sea I un intervalo abierto que contierne a x = c y supongamos que g,f y h estdn definidas en |
excepto tal vezen x = c. Si g(x) < f(x) < h(x) paratodo x € I — {c}, entonces

lim g(x) = L = h(x) = lim f(x) = L

im
X—C X—C X—C

. 2 sinx
Aplicacion: En las cercanias de x = 0 (excepto x = 0) se puede probar que cosx < —— <1, entonces por
X

el teorema del emparedado, tenemos

li =1
x—0 X
3.2 Ejercicios
Limites inmediatos y de la forma “(Q)”
3.2.1 Simplifique la expresién y calcule su limite
2x* —5x — 3 a® — b —ab + a?
1) Ii 4) li
)x1—>n};x3+5x—3x2—15 )b1_>r222a3—2ab+b—a2
2 I 3x — x2 5) lim 2w3 — daw? + 2a%w
im-———
x—=314++v/1+x w—a w* + aw3 — 2a2w?

X34+ 242 —-5x—6 o 4—\2t+11
3) lim 6) lim ———————

x—2 x34+x2—4x—4 t—5/2 2t —5
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3 2
7) im -——— ptp 2
po12—/p+3 12) lm 124t
8) 1im 3—vo+t t—— 1\/2t+1+\/t+2
t—4 1 —+/5—t
13) lim 2.1(*=2)/(x+2)
9) lim w+1 x——2
w——1 3w + v6w? + 3 - ly—2|
y—1y—-
el 14) lim ———
10) lim 14+8z—-3 y—d y— 4
a—1 \/4_ -2
4 2 4
. \/3d>—54—-2—-+/1-5d 15) lim V(x+2)7
11) £7lhrnl JE—i- Vi E -2 [(x+1)%2 =1
— —d— —
Cambio de variable
3.2.2 Simplifique la expresion y calcule su limite
1) lim vV1i+x—1
=0 J14+x—1
5) lirn — 4” y—4
2) lim V5z2+1—+vbz+1 y—=5 Jy—1-—2
z—0 4
2 — /30 + 64 6) lim V11
3) lim t—0 t
a0  ba
VY - f +2 7) lim Y2 X1
4) lim 11+ \/T
y=32 oy —4-3/18 X
Trigonométricos
En algunos de estos ejercicios se usa el limite especial: lin% se}r:x =1
X—
3.2.3 Calcule
1) lim x% + xsenx 3) lim 1—cos’n
x—0 cosx —1 n—0 sen®n
2) lim t —sen(2t) 4) lim sen(x — 1)

t—0 t 4 sen(3t) =1 4 /x—1
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t —
5) lim any 3seny
y—0  sen’y

. \/E— V1 -+ cosa
6) lim

a—0 sen?a

7) lim sec(2z) - tan(3z)
z—0 4z

—1
8) lim oY —~
y—0 y°cscy

_ tan?x + x2cosx
9) lim
x—0 xtanx

10) lim tan(3z)
z—0 8zcosz

senz — tanz
11 Iim ————
) 220 z2 - sen(2z)

t

12) lim
t——4r/3 t

13) lim senw — Cosw

w—mr/4 1 —tanw

cotx cosx
14) lim ————
x—m/2 1 —senx

18

15) lim S0P
B—0

5sen?(3z)
16) lim ———
6) zl~r>r(1) 272

2 _
17) 1im L — L
y—1 sen(7y)

) cot|x|
18) li =
8) lim (7)

19) lim 1 —sen(a/2)
a—7T 7T — X
20) lim tan(x + 71/6)

x——71/6 6x + 711

21) lim 3 -2
) ﬁ_>151r71rr1/6 senf3 —2cosf

senu — sena

22) lim con a constante
u—a u-—a
COSU — Cosa
23) lim —————— con a constante
u—a u—a
x sen(7x
24) lim (7x)

*50 1= \Jcosx

3.2.4 Las siguientes preguntas evaltian conceptos generales.

1) ¢Es correcto decir que lin}) Vat —16x2 =07
X—

x2—5x+6_x—2?
x2—-9  x+3°

2) ¢ Bajo que condiciones se satisface que

2
x-—5x+6 x—2
3) ;P 6 to afirm Iim ———— = lim ?
) ¢Porqué es correcto afir arquex1_>3 2.9 x1—>3x 3

4) Sea f una funcion tal que lirré (x) =7, ; es posible que f(3) = 5?. Justifique su respuesta.
X—r

5) Muestre por medio de un ejemplo que lim [f(x) + g(x)] puede existir aunque lim f(x) y

X—a X—a
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)1(11}1}1 g(x) no existan.

2
6) Determine el o los valores de a de modo que 1im Svtaxtats exista.
x-2  x24x-—2

V b—2
7) Encuentre los ntimeros reales a y b tales que linb % =1
x—

8) Sean fy g funciones tales que lim [f(x)+gx)]=2y lim [f(x) —g(x)] =1. lim [f(x)] y

31513}1 [¢(x)] existen. Determine el valor de 31(13}1 [f(x)-g(x)].
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Capitulo

Calculo de limites infinitos y limites al
Infinito

4.1 Limites unilaterales

Hay algunas funciones en las que solo podemos calcular limites por la derecha o por la izquierda de algtn
valor, por ejemplo /x y Inx estan definidas para x > 0 mientras que /—x y In(—x) estdn definidas para
x < 0. Hay otros tipos de funciones que pueden variar su comportamiento ya sea por la derecha o por la
izquierda de un valor dado.

La notacion x — a™ indica que nos acercamos a x = a por la derecha, mientras que x — a~ indica que nos
acercamos a x = a por la izquierda. La notacién x — a indica que nos acercamos a x = a por ambos lados.

Definicion 4.1 (Limites unilaterales)
Limite por la derecha: Se dice que lim f (x) =L siy solosiparacada e >0 existe § >0 tal que si
xX—a

0 <x—a<J entonces |f(x) — L| < ¢. El limite por la derecha de f(x) en“x =a"es L.

Limite por la izquierda: Se dice que lim f(x) =R siy s6lo si para cada € >0 existe 6 >0 tal que
x—a~

si0<a—x<d entonces |f(x) — R| < &. El limite por la izquierda de f(x) en “x =a" es R.

El limite de una funcién existe y es L, solo sus limites unilaterales existen y son iguales a L

Teorema 4.1

limf(x)=L <= lim f(x)=L= lim f(x)

x—a x—at x—a~

Este teorema nos dice que en principio los limites unilaterales se calculan de la manera usual (y los teore-
mas anteriores son vélidos para limites unilaterales), excepto que el comportamiento de la funcién no sea
el mismo por la izquierda y por la derecha. En este tltimo caso decimos que el limite de f no existe, aunque
los limites unilaterales pueden existir de manera independiente.
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Ejemplo 4.1

En la figura que sigue se muestra la representacién gréfica de una funcién f “a trozos”

Seleccione y arrastre el punto verde ® (puede deformar los graficos)

Wolfram CDF Player

A

mlifj}ﬁ flx) =1 4t
lim f(z)= 4
T——2" () 34 7777777 Q
lim f(z) = 3 |
z——2+ :
lim f(z) = 1 2r E o
T2~ 1 H
lim f(z) = 3 i ° o
z—2+ ]
lim f(z) = 1 1 ‘
oo 4 3 -2 1 1 2'A< 3 4 5 6 »
T — 27
et
2L
Compartir|° CE Jcl
Observe que lirn2 f(x) no existe aunque los limites unilaterales si existen. En particular, en x = —4
x——

solo se puede establecer el limite “por la derecha”, mientras que en x = 6 solo se puede establecer el
limite “por la izquierda”.

4.2 Ejercicios

4.2.1 Determine, a partir del grafico dado, los siguientes limites.

1) lim g(t) 5) lim g(t) A y=g0

t—3+ t—1+

2) lim g(t) 6) lim g(t) ‘\)\ ’
3) lim g(t) 7) lim g(t) ° \; </:

t——17+ t—2+

4) lim g(t) 8) lim g(t) -3

t—1- t—3~
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1) lim £ (x) 3 lim f(x) =)
2) lim f(x) 9 Tim £(x)

1) lim f(x)
4) Ii
2) lm f(x) /)

x——4
5) lim f(x)

3) lim f(x)

x—0

4.2.2 Las siguientes preguntas evaltian algunos limites unilaterales

1) Considere la funcién ¢ : R — {—2, -3} — R definida por:

( 4 — x? P

si «x —

(x+2)(x+3)
g(x) = x si -1 < x < 1

2x2 —1 siox > 1

determine para cudles x € R, el limite existe.
-1 -1
2) Considere las funciones f(x) = % y g(x) = (’i — 1|)

a) Verifique (analizando limites unilaterales) que lirq flx)y lirr} ¢(x) no existen.
X— xX—
b) Verifique que lin} [f(x)-g(x)]=1
x—

Nota: Este ejercicio muestra que Jlgq [f(x)-g(x)] puede existir aunque J1{11;(11Z flx)y )lclir}z g(x)

no existan.
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x2—-5 si x < -1
4.2.3 Considere g(x) =< 3x+2 si -1 <« x <« 1. Calcule
42 42x si x> 1
1 g(-1) 7) lim g(x)
x—1+
2) lim g(x) 8) lim g(x)
x——1" x—1
3) lim g(x) 9) 8(0)
x—-—1F
4) lim g(x) 10) lim g(x)
x——1 x—0~
5) g(1) 11) lim g(x)
x—0t
6) lm g(x) 12) lim g(x)

4.3 Limites infinitos

Para indicar que una funcién f toma valores arbitrariamente grandes (hacia el infinito) conforme la varia-
ble x se aproxima a un valor x = a, escribimos

lim f(x) = e

Para indicar que una funcién f toma valores negativos y arbitrariamente grandes en valor absoluto, con-
forme la variable x se aproxima a un valor x = a, escribimos

lim f(x) = —oo.

X—a

Formalmente:

Definicion 4.2 (Limites infinitos)

Sea I un intervalo abierto que contiene a x =a y sea f una funcién definida en I excepto tal vez en
x = a. Entonces

a.) limf(x) =00 <= VM >0,36>0talque si x €la—J,a+[= f(x)>M

X—a

b.) limf(x) = —c0 <= VM <0,36>0talque si x €la—J,a+[= f(x)<M

X—a
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V& § Y A a—\ﬁ‘ﬁa—;+3 .
M /Ak y=M o ¥
y=f(x) Y y=M
: y=f(X)xiv/
I0%a E—— e
Ja ™\ X .
a+9d a—90
lim f(x) = oo lim f(x) = —eo

La definicién anterior se puede adaptar para limites unilaterales, tomando la parte del intervalo adecuada.

Teorema 4.2 (Limites de algunas funciones especiales)

a.) lim 1 = d.) lim tan(x) = oo
’ x—0t X x—)%Jr
e.) lim tan(x) = —oco
1 x—5"
b) lim - = —oc0
oo X £) Si P(x) = byx™ + ...+ bix + by y P(a) =0,
1
z —_ 1/ _
c) xlggl*' ln(x) 00 xl—m |P(x)|
1
I “ I
: 2f : 1 2
I -1
-Tt 'E _2_ % _2 2
YRR : e
! 6} ! 3

4.4 Limites al infinito

Para indicar que una variable x toma valores arbitrariamente grandes (hacia el infinito) escribimos x — co.
Sila variable x toma valores negativos y arbitrariamente grandes en valor absoluto, escribimos x — —oo.
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Definicion 4.3 (Limites al infinito)
Sea f definida en algtn intervalo [ =]a,o0[, entonces
a) lim f(x) =L <= Ve>0,IM € RTtalque si x>M = |f(x) —L|<c¢
X—>00
b.) li)m f(x)=L<=Ve>0,IM e R talque si x<M = |f(x) —L| <e
X —00
c) lim f(x) =00 <= VM>0,IN € Rtalque si x >N = f(x) >M
d.) J}1_1)11 f(x)=—00 <= VM<0,3IN € Rtalque si x >N = f(x) <M
Y A y=f(x) Ty
L+¢€
s N —
N I
S =k ) ==

Teorema 4.3 (Limites de algunas funciones especiales)

a) Sia>0, lim x* = o
X—r00

b.) J}gr;o ApX™ + ... + a1x + ag = Sign(a, ) co

=

c¢.) lim — = 0, k constante.
xX—00 X

1 X
d.) lgn <1+x> =e
X [ee]

Am

by
h) lim apx™ + ...+ ax+ay
Vx50 byxt 4+ ..+ bix+by ] 0

Sign(a,,/by)oco  si

e.) lim Inx = o
X—00

f.) xlgrgo arctanx = >

U
) i t = ——
g.) Jm arctanx >

si m=mn

si n>m
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o si b>1
i) lim b* = _
) S 1 si b=1
0 si O0<b<1
\
En el siguiente teorema se puede cambiar sin ninguin problema “x — a” por “x = a™”, “x = a X — co”

o por “x — —co”

Teorema 4.4 “Aritmética” de limites infinitos

Sea k € R. Entonces,

}}Lr;f(x) }}Lr;g(x) F(x) chlir}zF(x) Brevemente
0 1) f+g ) 00 + 00 = o0
1) k f+g %) k+ o0co=00
—c0 k f+g —00 k—o00o=—c0
00 00 f-g 00 00 - 00 = 0
—o0 00 f-g —00 —00 00 = —00
0o k>0 | f-g o 00 -k=00,k>0
e k<0 | f-g —00 00-k=—00, k<0
k +o0 J—c 0 L:0
g +o0
f k _
00 0t ]—C [ 2 e
8 0t
k>0 0~ i —00 éz—oo,k>0
g 0
00 0~ z —00 3:—oo
8 0~
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Funciones oscilatorias. Como senx oscila entre —1 y 1, no es posible estabilizar esta funcién cuando
x — oo. Esto sucede también para cosx y tanx.

a.) lim sen(x) no existe
X—»00

b.) lim cos(x) no existe
X—»00

c.) lim tan(x) no existe

X—»00

Formas indeterminadas. El simbolo co en los limites anteriores no indican la “rapidez” con la que la
funcién toma valores muy grandes. Esta “rapidez” puede decidir si la funcién f domina a la funcién g o
viceversa. Por ejemplo, oo — o0 no es necesariamente cero:

lim x> = coy lim x = oo, pero lim x* —x = lim x(x —1) = c0-c0 =00
X—00 X—00 X—00 X—00

. o .
De 1gua1 manera, — no siempre es uno:
oo

3x2 —x 3t <1 a 3x> 3
lim 3x* —x = co y lim 3x* = 00, pero lim ——— = lim ——~——% = ~(1-0) =

X—00 X—00 xS0 2x2 X—+00 2x2 2

si se

—~~ N W

En la siguiente tabla, las formas indeterminadas que aparecen, solo se pueden decidir al determinar
puediera) cudl funcién domina a cual.

(Expresiones indeterminadas)

0
a.) 0o — o0 v
d.) 0
b.) -0 =) 1
f) 00
o
c) s g.) oo’

Teorema 4.5 (del emparedado)
Sea ¢(x) < f(x) <h(x) en ]Jc,00[, ¢ € R.

Si limg(x) = L = limh(x) = lim f(x) = L

X—00 X—00 X—r00


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.5. EJERCICIOS (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

4.5 Ejercicios

Conceptos Basicos

28

4.5.1 Considere las funciones siguientes y sus representaciones gréfica. En cada caso, y si exis-
ten, determine a partir de la gréfica los limites, o los valores de la funcién, que se indican.

1)

2)

3)

a) lir_r}ﬁf(x)

b) lim f(x)

x——1

c¢) lim f(x)

x—2

a) lim f(x)

x——00

JEWC

c) lim f(x)

x—3/2

a) lim f(x)

x——00

b) lim f(x)

x——2

c) lim f(x)
x——1

@) lim f(x)

d) f(=1); f(2)

e) lim f(x)

X—r 400

d) f(3/2)

e) lim f(x)

X——+00

e) lim f(x)

x—2

f) lim f(x)

x—3

g) lim f(x)

X—r 400

y=rfx

y=fXx

Y

e i Ry
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4)

5)

6)

a) lim f(x)

X——00
b) lim f(x)

c) lim f(x)

x——1

d) lim f(x)

a) lim g(x)

X—r—00
b) lim g(x)
x——3

c) lim g(x)

x——1

d) lim g(x)

a) lim f(x)

x—>—00

b) lim f(x)

X—r+00

c) lim f(x)

x——27F

d) lim f(x)

x—0~

e) lim f(x)

x—1

f) lim f(x)

X—r 400

e) lim g(x)

x—1

f) limg(x)

x—2

g) lim g(x)

X——+00

e) lim f(x)

x—2~

f) lim f(x)

x—2+

g) f(2)

h) £(0)

29

y=fx

4.5.2 Para cada uno de los siguientes casos, construya la grafica de una funcién f que cumpla
simultdneamente las condiciones dadas.

1)

a) Dy =R — {-2,3}

) lim f(x)=—o0

x——2-

¢) lim

x——2F

x—3~

f(x)=3

d) lim f(x) = 400
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e) lim f(x)=3

x—3+

f lim f(x)=3

xX——00

g) lim f(x)=-3

xX—+00

30

2) a) Dy=R-10,1]

b) lim f(x)= oo

x—>—00

c) lim f(x)=2

X—r 00

d) lim f(x)=+co

x—0~

e) lim f(x)= -2

x—1t

h) f(=1)=f(3)=0
i) f(0) <0

3) a) Dj=[-3,+oo
b) lim f(x)=1
0) f(x) #0,¥x €0, +o0]
d) f(x)=2,¥x € [-1,1]

e) lim f(x)=-1

X—r 400

£ lim f(x) =1

8 f(=3)=f(3)=-1

h) lim no existe.
x——1

i) xh—>na}0 f(x) existe

/) Vxo € [0,+o00]

4) a) Dy=]-3,+co] - {-2,3}
b) limh(x) =0

x—3

¢) lim h(x)=4

x——2-

Calculo de limites

4.5.3 Calcule cada uno de los siguientes limites

d) lim h(x)=5

x——27F

e) lim h(x) = —o0

x—2~
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1—/ 3 . u
1) lim — VP2 8 1tm Y
p——2  (p+2)? u—0+ senu
2
] e
p—— p 9) lim <§) —4In(5 —y)
_ —4+ \ 7
3 1im 2! y
t—0 t2 — t4
-7
1 —
4) lim s (—) T Y 42007
h==3 " — 10) lim
1 29— A
lim - — —J In(7+1—x)
y=>5Y  (5—y)
4
{ 2 11) Iim In|{ ————
6) /311;7?/2 sen(cos pB)sec” B ) Jm n <sen(3x — 3))
7) lim In( —> 12) lim 251 —In(—1+x)
X2+ —2+x x—r+oo
4.5.4 Calcule cada uno de los siguientes limites
x?—4 32> —5z+1
1) Ii 9) lim —=—_=—="'~°
) m S arri2 U
3 _ 2 12 b3
.y =2y+1 y°+6 10) 1 B
2 Mm s Ty ) Im s " am—a
5 1
3r+2 3x3 —2x3 +1
3) lim —— 11) lim
)r%foo,/472_r+1 )x%oozx%_i_zx_%e/ﬁ
el —e1 : 2 4 2 _
y lim 12) lim (V422 —6— V42 —x)
2x5 + 3x7
, 2 2 { s
5) tlgglo In(+* —4) — In(4t" + 1) 13) anPOO 5.8
Va2 + 14+ x 14) lim ( x2—2x—1+x>
6) lim —————— x——oo
x=—e0 \/x2 —2+x
x24x—2
X 4 gx 11 -1 15) lim (e) 431
7 lim |2t L x4 k=0
x—too | 3¥ — 5F b
x?+5x+6

. x*+x43 (1T x+1
- S 10 Im, (5)

31
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17) 1lim 2In(x—6)

X—+0o0

Teorema del emparedado

4.5.5 Calcule los siguientes limites

senx

1) lim
X—»00 X

. xsenx
2) xll—I>Ic}o x2 41

3) li_r)n Zxx—:_cgsx
X o0

Limites usando la definicion formal

—5x2 4+ 3x
18) lim —
) Hm |x +3| — x2

2
4) lim z—x
x—»oc0 X< -+ COSX

. Xxsenx
%) xh—I>Ic}o x2+1

6) lim

senxcosx + cos?(4 — x)

X—»00 X

4.5.6 Demuestre, usando la definicién formal correspondiente, que

1) lim — =0
x—o00 X< 4

1
2)lim—=oo

x—2 (x — 2)2

4) lim

3) lim — =
) Im

5x2 —1

x—o0  x2

=5

32

4.5.7 Si 11_1;n f(x) = L, con L >0, demueste que existen A >0y B > 0 (este tltimo depende
X—>0

de L) tal quesi x > A = |f(x)| <B

4.5.8 Sea I un intervalo abierto que contiene a x = a. Supongamos que f(x) > ¢(x) para todo

1 = a. Verifi i i = 1i =
x € I excepto tal vez en x = a. Verifique que si_ lim g(x) = oo entonces lim f(x) =00

4.5.9 () Verifique que li_I)n senx no existe
X—>00
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Continuidad

En la definicién de limite lii)n f(x) = L no se requiere que la funcién esté definida en x =a. Si f estd
X—a

definidaen x =a y L = f(a), se dice quela funcién es continua en x = a.

Definicion 5.1 (Continuidad en un punto)
Una funcién f es continuaen x =a si f estd definidaen x =ay

lim f(x) = f(a)

X—ra

Es decir, f es continuaen x =a si

a) lim f(x) = f(a)

x—at

b) lim f(x) = f(a)

xX—ra-

(Algunas funciones continuas)

Las siguientes funciones son continuas en el dominio que se indica.

a.) f(x)=P(x), P € P(R) c.) f(x)=cosx e) f(x)=0b% b>0
b.) f(x)=senx d.) f(x)=Inx, x € RT £) f(x)=|x|
Teorema 5.1

Si f y g son continuas en x = a, entonces la suma f + g, la resta f — g y el producto f-g son
continuas en x = a. Ademds el cociente f/g es continua en x = a si g(a) # 0.

Si ¢ es continuaen x =a ysi f es continua en x = g(a), entonces (f o g)(x) es continuaen x =a

P(x)

En particular, una funcién racional O(x) es continua en todo R excepto en los valores en los que Q(x) =0.
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Teorema 5.2 (Bolzano)
Sea f continua en cada punto de [a,b]. Si f(a) y
f(b) tienen signos opuestos, entonces existe algtin
c €la,b] tal que f(c) =0

Teorema 5.3 (del valor intermedio)
Sea f continua en cada punto de [a,b]. Sean x1, x, € YA
[a,b] tal que x1 < x2 y f(x1) # f(x2). Si y estd entre — )
f(x1) y f(x2), existe algun ¢ €]a,b| tal que f(c) =y I=

9X ST pepe——

Q
)—‘k----—-

Ejemplo 5.1

Determine los valores de a y b (si hubieran) de tal manera que la funcién f, definida a continuacién,
sea continua en todo [0.1,00[

x2—%—2, si 0.1<x<2
f(x)= ax2—bx+1, si 2<x<3
4x —a—+b, si x>3

Solucién:
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Use los deslizadores para cambiar a 'y b

@ —f— 5 b=—f—s

A » Wolfram CDF Player
20+
(o]

10 L4

4 .

2 ———2, sizx<2
x
f(@)=qaz?—bzx+1, si2<z<3 ) 1 3 3 '

4 — a + b, ife >3
.10_

-20F

-30L

Compartir|° 5 WG

La funcién f esta es una funcién a trozos de tres funciones continuas en el dominio que se especifica
en la definicién de f. Solo necesitamos analizar los valores que deben tomar a y b para que f sea
continuaen x =2 y x = 3. Por definicién de continuidad necesitamos:

lim f(x)=f(2)=4a—-2b+1y Jl(i_)n%f(x):f(?)):911—3b+1

x—2

Como la funcién tiene distintos criterios a la derecha e izquierda de x =2 y x = 3, estos limites se
deben calcular usando limites unilaterales.

lim ax? —bx+1 = 4a—2b+1

m flx)=f@) = 7% | — 4-2b+1=0
X—
lim x>— = -2 = 4a-2b+1
x—2~ X
lim 4x —a-+b = 9a9—-3b+1
lim f(x) =f(@) = { % — 9a-3b+1=12—-a+b
X—>
lim ax> —bx+1 = 9a—3b+1
x—3~
13
40 -2b+1 = 0 a = -
Es decir, —
9a—3b+1 = 12—a+b y = 2
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5.1 Ejercicios

5.1.1 Determine si la funcién g es continua en el valor dado de c = —1.

8x —5 si x< -1
g(x) =
10x —2x% si x> —1

5.1.2 Determine el conjunto de valores de la variable donde la funcién es continua

2 _
6-t si t<-—2 z_f si y<-1
Drt)=9 10+t si —2>t<1 B 1
2) h(y) = I si —1<y<3
546t si t>1
\ 2 _
2y2 9y + 4 siy>3
Y -3y —4

5.1.3 Encuentre los valores de a y b > 0 para que la funcién sea continua en R

( (

2 si t<—1 x+1 si x<0
Dgt)=1 at+b si —1<t<3 2) r(x) =19 2244 si 0<x<b
\_2 si t>3 7—x si x>0

\

5.1.4 A continuacion se presentan ciertas afirmaciones, determine si cada una de ellas es verda-
dera o falsa, justicando su respuesta.

1) Sea f una funcién tal que lin} f(x) existe, entonces necesariamente f debe estar definida en
X—

x=1.

. L B . f(x) . . ) B
2) Sean f y g funciones, si 31(1&11 g(x)=0y chlirtll 2(x) existe, entonces necesariamente ,1513}1 fx)=
0

1) (x —
3) Ellimite lim (a+1)(x—3) existe inicamente si a = —1.
x—3 |3 — x|

4) Sea g una funcién continua en R, si lin} ¢(x) =5, entonces puede darse que g(2) #5
x—
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(
4
% si x < —4
X+ i.  Ellimite lim f(x) existe
5) Si f(x)= entonces x——4
ii. f escontinuaen x= —4
i S
. 4
4+x-2
- ; = s ox A
5.1.5 Considere la funcién f definida por: f(x) =< si r=1
1 si x=-1
\
¢ Es f continua en x = —17?. ;Cudanto debe valer m para que f sea continua en x = 1?

x> +5 si x<k
5.1.6 Considere la funcién f(x) =

4+9 si x>k

Determine el o los valores de k, de modo que f sea continua en RR.

(

1+t si t<0

5.1.7 Considere la funcion f(x) =9 p+2 si 0<t<k

7+t si t>k

Determine el o los valores de k y b, de modo que f sea continua en R.

5.1.8 Para cada una de las siguientes funciones, halle el valor de a y b para que la funcién
correspondiente sea continua en el valor de x que se indica.

(

sen(2x) si x<0
ax
a) g(x) =9 b si x=0 en x=0.
ax
\ % si x>0
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'x—i—l .
si x<1
a
b) h(x) =< b si x=1 en x=1
ax—1 |
si x>1
. 1+a

5.1.9 Considere las siguientes funciones:

(
xX24+ax+b si x<2

cx2+4 si x<6
g(x)=14 6 si x=2 Yy flx)=
cx+b si x>6

2ax + 3b si x>2

\

Determine condiciones sucientes para a, b y c; para que la funcién f o ¢ sea continua en x = 2.

5.1.10 Sea f una funcién continua en R que cumple: lin} Lx)z =6y f(2)=0
x—

a-f(x) :
——— +4 2
2 5% 16 +4x si x <
Considere la funcién: g(x) =< 2 si x=2
b-sen(x —2) _
— " 4tqg si x>2
\ f(x)

Determine el valor de a b para que g sea continua en IR.

5.1.11 Para cada una de las siguientes funciones, determine si es continua en RR.

( (
si x<1 —X si x<—1

1) f(x)=1 4 six=1 2) f(x)=9 —x242 s -1<x<1

—x+e+1 si x>1 2 si x>1
\ \

38
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—x si x<0 - si x<0
3) f(x) =9 x2 si O0<x<1 4) h(x) = 0 si x=0
\\/E si x>1 Inx si x>0

5.1.12 Determine los valores de a y ¢ (si es posible) de modo que f sea continua:
(

X+ 2c si x < —2

) f(x)=19 3ax+a si —2<x<1

)
3x —2a si 1<x —3senx si x< —g
( 3) f(x) =14 asenx+c si —L<x<
x—1 si x<1 2 2
. 7T
CcoSs X sl x> —
2) f(x)=1 a si x=1 \ 2

>4a si x>1

\

Teorema del valor intermedio

5.1.13 Use el teorema del valor intermedio para demostrar que P(x) = x>+ x — 1 tiene una raiz
en [—1,1]
5.1.14 Use el teorema del valor intermedio para demostrar que P(x) = x> — 5x% + 3x + 6 tiene
al menos dos raices en [1,4]
5.1.15 Sean a1 <ap < --- <a, con a; € R. Use el teorema del valor intermedio para demostrar
que

fay=—— ¢ !

CX—a; X—a

=0

X - an
tiene n — 1 cerosen R

5.1.16 Use el teorema del valor intermedio para demostrar que la ecuacién

—x3 + 4sen(x) 4+ 4cos?(x) =0
tiene al menos dos soluciones

39
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5.1.17 Sea f continua en R tal que f(x + 27) = f(x) para todo x € R. Verifique que existe
c € [0,77] tal que f(c) = f(c+ m)
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Derivada de una funcién

6.1 Derivadas: Defincion y teoremas

La derivada de una funcién de una variable mide la tasa (instdntanea) de cambio de la variable dependiente
respecto a la variable independiente. La derivada de la funciéon y = f(x) en x es,

) = tim Y _ S )~ f(2)
fla) = fim e = 1% h

siempre y cuando este limite exista. Geométricamente, la derivada de f en x es la pendiente de la recta
tangente a f en el punto (x, f(x)).

Ecuacion de la recta tangente en un punto. Si f es derivable en x = a, entonces la ecuacién de la recta
tangentea fenx=aesy= f'(a)(x —a)+ f(a)

: 2
Derivadade f(x) =3~ (x-2) Wolfram CDF Player
A
Z Pendiente de la cuerda
! ! “ wih flx+h) - fx)
1 1 h
i i 15 2.9 -0.4
1
} ! 15 2.8 -03
! ! 15 2.7 -0.2
H ¢ - 15 2.6 -01
/ ? o \ = 15 2.5 0.
/ I h I
Arrastre los localizadores -Q)-en eleje X | Compamr|6 (S G+

Figura 6.1: La derivada como la pendiente de una recta tangente

Definicién 6.1
Sea [ unintervaloy f:I— R y x € I. Entonces, la derivada de f en x se denota f'(x) y se define

ome fx+h) - f(x)
h

f'(x) = lim

h—0
siempre y cuando este limite exista.

Si f'(x) existe, se dice que f es diferenciable (o derivable) en x.La derivada de f también se denota

como ﬂ

dx
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Ejemplo 6.1

Sea f(x) =+v/x%+ 1. Usando la defincién de derivada como un limite, calcule f’(x)
Solucién:

o fOHR) = F(2)

O

h—0 h
2 _ 2
_ lim\/(x+h) +1—vx2+1
h—0 h

. (x+h1)2+1—(x%+1)
=0 I (y/(x+h)2+1+Vx2+1)

) 2xh + h?
= Ilim

=0 B (v/(x + B2+ 1+ Va2 +1)

. Jfi-(2x +h) 2x
= Ilim =

=0 ff (Vi F R A1+ Va2 +1) 2V 1

Teorema 6.1 (Derivabilidad implica continuidad).

Si f es derivable en x = a, entronces f es coninuaen x =a

Teorema 6.2 (Derivadas de algunas funciones).

a.) (K))=0 e.) (sen(x))’ = cos(x)
b.) (x*) =ax*! f) (cos(x)) = —sen(x)
c) (a*) =a*In(a) sia>0 g.) (tan(x))’ = sec?(x)
d.) (In(x))’ :% h.) (arctan(x)) = 1—:x2

Teorema 6.3 (Derivada de la suma, el producto y cocientes).

Sean f y g derivables en x, entonces

a) (F(x)%g(x))' = f'(x) £ g'(x) o (K )’: —K-g/(x)
s/ T G2
b) (f(x) 8(x))' = F(x)g(x) + ' ()f(x) -
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6.2 Regla de la cadena

Teorema 6.4 (Regla de la cadena).

Supongamos que f es derivable en u = ¢(x) y ¢ es derivable en x, entonces la funcién compuesta
f og esderivableen x y

(f(g(x)))' = f'(u) -1/ o también (f(g(x)))/:‘:l{:.‘:lz

Teorema 6.5 (Derivadas de algunas funciones).

Sea u = u(x). Si se cumplen las condiciones del teorema 6.4, entonces

a) (u®) =au*1-u e.) (cos(u)) = —sen(u)-u’

b. u /: M] . /, 1 O
) (a%)' =a"In(a)-u', sia> £) (tan(u))' = sec?(u) - u'

S\

/
/ u

d.) (sen(u)) =cos(u)-u’ g.) (arctan(u))’ = T2

Ejemplo 6.2

Sea f(x) = arctan®(2"* + x). Calcule f'(x)
Solucién: Sea u = 2I"¥ + x. Entonces
fl(x) = (arctan®(u))’

= 3arctan?®(u) - (arctan(bl)),

1
= 3arctan?(u) - T ~u'
= 3arctan?(u) - . 2nx . In(2) - 1 +1
1+u? x

A. Derivacion Implicita

Hay curvas definidas por relaciones de la forma F(x,y) = 0. Esta ecuacién define a la funcién y = y(x) de
manera implicita. Podemos aplicar las reglas de derivacion que hemos visto para calcular i’
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Ejemplo 6.3

Considere la curva C de ecuacién x* + y> — 9xy = 0.
Observe que Q = (2,4) € C. Determine la ecuacién de la
recta tangente a C en Q.

Solucién: Derivamos a ambos lados respecto a x, aplicando
regla de la cadena, regla de la suma y regla del producto, \\

d d >
Sy -9y = —[0] ' X
3x2+3y% Yy =9y —9x-y = 0
9y — 3x?
!
Y - 3y2—9x

Como la pendiente de la recta tangente es m = yy/(Q), entonces, una ecuacion de la recta tangente es

y =y (Qx-2)+4

9-4-3-22 4
/ — o — —

Ecuacion de la recta tangentea C en Q esy = —(x —2) +4.

Uil &~

B. Derivacion logaritmica

Usando regla de la cadena (y derivaciéon implicita) podemos obtener la “derivada logaritmica” de una
funcién f(x)

I
(nf(x)) =15
Con este resultado y las propiedades de la funcién logaritmo se puede implementar un mecanismo para
derivar funciones del tipo f(x)$*) u otro tipo de expresiones algebraicas complicadas que involucran
productos y cocientes. En general el mecanismo de la derivacion logaritmica es aplicable a la mayoria de
funciones diferenciables siempre y cuando estas funciones no se anulen.

Ejemplo 6.4 (Derivacién logaritmica).

a.) Calcule v’ si y = (x +2)3In*

x/x+2

b.) Calcule ' si y = —F——=
Va2 +1

Solucién:
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a.) Iny =In(x +2)3"* — Iny = (3Inx)In(x + 2). Ahora, derivando a ambos lados

y7’ 3 3lnx
Yy

3 3Inx
_ 2. I _ 3lnx [ ¥ .
= 1n(x+2)+x_|_2 = ¥y =In(x+2) <x In(x+2) + )

x+2

b.) Iny = In(xv/x+2) —1In ( Vx2 + 1) = Inx + %ln(x +2) — %ln(x2 +1). Ahora, derivando a

ambos lados

yo_ (1, 1 =

y  \x 3(x+2) 5(x2+1)

;o aVx+2 1+ 1
P71 \x T3+ 5(Z+1)

6.3 Ejercicios

Derivadas por definicion

6.3.1 Use la definicién para calcular la derivada de f.

1) f(x)=1-3x+x* en x=-6 6) f(r) =senr—3cosr en r=r/3
? f(v)zzvvjf en v=3 7) g(x) =cx® +bx +1

3) f(v)=vv+3 en v=1 8) h(x) = ;—1#1

4) f(y):\/2y2—5 en y:z 9) g(x):x+ﬁ

5) f(x) =5cos(x —7) en x=711 10) h(x):i—_’_i

Calculo de derivadas

6.3.2 Calcule la derivada de las siguientes funciones
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1) f(x)=2x8-3x>+5

2) f(x) =3x*3 —6x2/3 -2

3m®=ﬁ—%

1 2 3
4) h(z)—3z+g—z—2+%

5) f(s) = (s*+s+1) (s> +2)

6) f(v) = (v*+20) (v+1) — 60> +5

5 _
1 fig) = L2
5_ 43
) £l = 20!
) f)= g

10) £(6) =2~ V34 50

1) f(r)zl—l-r_l—r
12) f(u) = (2u—5)

13) f(p) =(1-2p)(Bp+2) (p*+1)

14) f(x):xiﬂ(l_xil)

Regla de la cadena

46

-
15) f(t) = ——%—
2
0 s =1 22
17) f(r) = Wj(f )_(22;; )

18) ¢(x) =2x 2arctanx

19) g(x) = (arccosx) (arcsenx)

senx
20) h(x) - 1+ cosx
1+1Inu
21) flu) = —
ulnu
2) fu) =1

23) f(z) = ¢/zInz

2 g =1
) 8(0) = g
26) h(x) = taz;; L
27) h(Z) - arCeCZOSZ
28) h(z) = arc\;gtz

6.3.3 Calcule la derivada de las siguientes funciones
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D fly) = [ (2 +3)" - 1]3

2) f(6) =sen(50)sec?(50)

5 0= (1)

34
B f()=
Sx—1
9 0= et

6) f(x) = 2% —5x+3

7) f(g) = (q—3¢1/%)"

¥ —1
8) f(x)= 5

9) f(x)=In (tﬁ)

(P°—1)e "

10) f(p) =1In =5

11) f(z) =vV1+Inz+In(1+ z)
12) f(x) =e¥g (ln2 x) , donde g es derivable.
13) f(y) =In*(2y +6)

14) f(z) =In*[In (22° — 8z)]

47

> +tan
19) () = Lo

16) f(w) =In (ﬁ@z)

—Z

17) h(z) = arccos? <67)

18) f(x) = arctan®(In(x? + ¢¥))
19) h(x) = In(38C*+4) 4 1)

V1 —2x2(x+3)

20) f(x) = (4x — 1)2

— (U _ 1)3
21) f(v) = \/(20 +7)(5—10)?

22) f(t) ="t

23) f(w) =e"w' "

24) g(z) =sec(e!7%)

25) h(u) = e*"* +In® (3 — 2u?)
26) h(u) = cos*|sen (ku?) |

27) g(u) =In*(senu) + In (1 — €*)

28) g(u) =In (sec (u®) + tan (1))

6.3.4 Si f es una funcién derivable, obtenga la derivada de las siguientes funciones

1)y = f(Inz)

ze?

2) y=f(e)ef

3) y=f (@) = [f(w)]"
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4) y=etf <ln3 w)

Valor Numérico

6.3.5 Calcule el valor numérico que se indica

1) (f-8)'(2), dado que f(2) = ~1,8(2) =3, f'(2) =1y §'(2) = -2
2) 1'(—1),dado que h(x) = x®p(x), p(=1) =4y p'(-1) =2

3) (f/g8)'(5), dado que f(5) = =2,¢(5) = =1/2, f'(5) =4y §'(5) =2
4) q'(4), dado que q(x) = f(x)/v/x, f(4) = =3y f'(4) =0

5) Suponga que f(5) =4, ¢(5) =2, f'(5) = -6y ¢'(5) = 5. Encuentre los valores de:

a) (f+g)(5) d) (g/f)(5)
b) (f-8)(5) o (L) ).
o) (f/3)'(5) (f —8)

6) Determine: (poq)’ (6), dado que g(6) =2, p'(2) = —1y q'(6) =4

7) Determine: h'(2), dado que h(t) = @ donde f es alguna funcién con f(1) =3y f/(1) =
-1

8) Determine: i'(0), dado que h(x) = y/f (e**~%), f(1) =4y f'(1) =6
9) Determine: ¢’(0), dado que g(y) =Inf (2Y), f(1) =In2y f/(1) = -3
10) Si H(x) = f(g(x)) donde ¢(3) =6,¢'(3) =4y f'(6) =7, halle H'(3).

11) Sean f y g funciones derivables. Si H(x) =2f(x)In(g(x)), g(x) > 0, determine H'(3) dado
que $(3) = e, §'(3) = —2, f(3) =3y f/(3) = 1/2.

12) Sea g una funcién derivable tal que ¢g(1) =3y ¢’(1) = 2. Determine:
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a) F/(0) si F(x) = g(e"™) - e~**, a constante real.

b.) H'(0) si H(x) = [g(2%)]*-2"*.

13) Sea f una funcién derivable, entonces:
a) Six[f(x)]’+xf(x) =6y f(3) =1, hallar f'(3).

b) Si [¢(x)]* + 12x = x2g(x) y g(4) = 12, hallar g’ (4)

14) Sean fy g f/unciones tales que f(5) =4, ¢(5) =2, f'(5) = -6y ¢'(5) = 5. Determine (f - g)'(5)
()@

15) Sea f una funcién derivable tal que h(x) = x2f(x) + @ Sisesabe que f(1) =2y H' (1) =5,
encuentre f'(1).

16) Sea f una funcién derivable tal que x [f(x)]> + xf(x) =6y f(3) = 1. Halle f/(3).

Conceptos tedricos

6.3.6 Esta seccion es para reforzar la teoria de derivacion

1) Si f es una funcion derivable y ¢ una funcién tal que g(x) = xf(x), utilice la definicién para
demostrar que ¢'(x) = f(x) + xf'(x).

2) Si f es una funcién derivable y ¢ una funcién tal que g(x) = 3f2(x), utilice la definicién para
demostrar que ¢'(x) = 6f(x) f'(x).

6
(2+h;)z 64 _ oy

3) Encuentre una funcién f y un namero real a tales que }llim
—0

4) Suponga que f es una funcién que satisface la ecuacion:
flr+y)=f(x) + fy) +x°y +xy* Yxy €R

Suponga también que lirr(l) @ = 1. Encuentre £(0), f'(0) y f'(x).
X—
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5) Suponga que la funcién h(x) satisface h'(x) = —xh(x). Muestre que la funcién y = xh(x)
satisface la ecuacion:
xy' = (1 — x2> y

1
6) Sea ¢ una funcién continua que cumple ¢'(x) = > Muestre que y = cumple la

1+x+g(x)
ecuacion (diferencial) xy’ =y (yg(x) — 1).

7) Sea f: R — {0} — R derivable tal que f'(x) = f (%) para todo x #0:
g 1
a) Verifique que f"(x) = —f(x) - 2

b) Hallar condiciones sobre g, b, ¢ tales que ax? - f”(x) + bx - f'(x) + ¢ - f(x) = 0 donde
a? 4+ b> + % £ 0.

8) Si f es una funcion tal que f/(x) = e > y u = In (x?), utilice la regla de la cadena para de-

d 2
mostrar que —— [f(u)] = et

9) Encuentre f'(x) si se sabe que % [f(2x)] = x2.

Derivacion implicita

6.3.7 Calcule la derivada que se solicita.

1) % en (—3,0), dado x2z + xz2 =3x 4+ 9. 3) ﬁ ,dado z2 = In(w + z)
dx dw
dx 4 dx
2) o7 en (4,—4),dadox +t 4+t =1 4) @,dado 4xIn(2x +y) =4
., 2 . ., . dy dZy
6.3.8 Suponga que la ecuacién ¢/ =y~ - ¢* define a y como funcion de x. Determine Y T2

En ambos casos exprese su respuesta s6lo en términos de y.

6.3.9 Sabiendo que las ecuaciones siguientes definen a y como funcién implicita de la variable
x, obtenga y’.

1) x® —seny + xIn*y = ye?*
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2) x +cosx + xy? = eV
3) x+e—y’—y=3

Derivacion logaritmica

6.3.10 Calcule la primera derivada de cada una de las funciones siguientes:

1) f(x) =x* con x >0 _ (x43)?
D V= rcos (x)
2) f(x) = (x+1)"
Ve
3) g(x) =/ (22)" PO vy
x) = (23 +x)* 72 X ——XZ(X3_2)
2 h(x) = (3 +7) DW=

Derivadas de orden superior

6.3.11 Calcule la derivada que se indica.

3
1) Z—qi siz=el™%
d?x 1—2s
PR
2
3) % en(—1,4)six2—xy=5
1—x
" o —
4) y'' si y—1+x,

5) y" si y®+3x+7=6y

6) vy’ si 2y —ylny =3x +2
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Otros ejercicios

6.3.12 Una ecuacién diferencial es aquella en que interviene una funcién desconocida y sus
derivadas. Resuelva los siguientes problemas relativos a ecuaciones diferenciales.

1) Considere la ecuacién f”(x) +4- f'(x) + 4 - f(x) = 0. Pruebe que f(x) = (3x — 5)e 2" satis-
face la ecuacion anterior.

2) Halle las constantes A, By C tales que la funcién y = Ax? + Bx + C satisfaga la ecuacién:

y//+y/_2y:x2

6.3.13 Sea F(x) = f(x) - g(x), donde f y g tienen derivadas de todos los érdenes.
1) Demuestre que F”(x) = f"(x) - g(x) +2f'(x)g' (x) + f(x)g" (x).

2) Encuentre férmulas similares para F”’(x) y f®*)(x).

6.3.14 Verifique que la funcién y = e** + xe?* satisface la ecuacién y”’ — 4y’ + 4y = 0.

1 1
6.3.15 Verifique que la funcién y = 5 Senx — 5 cosx + 10e™* satisface la ecuacion

d_y +y =senx
ax VT
o . sen(7tx) . . .
6.3.16 Verifique que la funcién g(x) = — satisface la siguiente igualdad:

§(x) + 2¢/ (1) = g ()

2

-1
6.3.17 Pruebe que paray = z 7 %e cumple que (4x° + 4x)y” =4y’ (1 — 3x?).

xz

6.3.18 De un polinomio de tercer grado Q(x) se sabe que Q(1) =0, Q'(1) =2, Q"(1) =4y
Q" (1) = 12. Calcular Q(2) (Sugerencia: Sea p(x) = ax’ + bx” + cx + d).
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Aplicaciones de la derivada

7.1 Teorema del valor medio para derivadas

Sabemos que la derivada de una funcién constante es 0. ;Habrd funciones no constantes con derivada nula
en todo su dominio?

Teorema 7.1 (de Rolle)

Si f es continua en [a,b] y derivable en |a,b] y si f(a) = f(b), entonces existe al menos un punto
c €la,b] tal que f'(c) =0

' ' > X
0 /a cq Co C3 b\

Figura 7.1: Un caso particular del teorema de Rolle

Teorema 7.2 (del Valor Medio)

Si f es continua en [a,b] y derivable en |a,b|, entonces existe al menos un punto ¢ € a,b[ tal que

Corolario 7.1 Si f’(x) =0 para todo x es]a, b, entonces f(x) =K para todo x €]a,b.
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Corolario 7.2 Si f’(x) = ¢'(x) para todo x es|a,b|, entonces f(x) = g(x) + K para todo x €]a,b|.

Teorema 7.3 (del valor intermedio para derivadas o Teorema de Darboux).
Sea f derivable en [4,b] y supongamos que K es un numero entre f'(a) y f’(b), entonces existe
c €]a,b[ tal que f'(x) =K

7.2 Extremos locales.

Teorema 7.4
Si f es continua en [4,b] entonces f tiene un méximo absoluto y un minimo absoluto en este inter-

valo

Teorema 7.5
Si f tiene un extremo local en x = c entonces, si f’(c) existe, entonces f'(c) =0

Definicion 7.1 (Punto critico)
x = ¢ es un punto critico de f si es un punto interior en el dominio de f en el que f'(c) =0 o donde

f'(x) no existe.

Teorema 7.6
Si f es continua en un intervalo [a,b] y derivable en |a,b|.

a.) Si f'(x) >0 para todo x €]a,b[ entonces f es creciente en |a,b|

b.) Si f'(x) <0 para todo x €]a,b[ entonces f es decreciente en |a,b|

Prueba de la primera derivada para extremos. Si f es continua en un intervalo I que contiene al
punto critico x = c y si f es diferenciable en I (excepto tal vez en x = c), entonces podemos determinar si
en x = ¢ la funcién f alcanza un maximo o un minimo local si la derivada cambia de signo. Sino, no habria

extremos locales en x = c.

F@ + ¢ — ol — § =+
O 1IN

Figura 7.2: f alcanza un maximo localen x = ¢ Figura 7.3: f alcanza un minimo localen x = ¢
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C C
ol + 0+ Wl = ¢ —
w2 IR

Figura 7.4: f no tiene un extremo en x = ¢ Figura 7.5: f no tiene un extremo en x = ¢

7.3 Concavidad y puntos de inflexion

Punto de inflexion. Un punto Q(xg,o) es un punto de inflexion de la representacion grafica de f si f/(xp)
existe y f cambia de concavidad en este punto.

En los puntos de inflexién Q(xo,yo), sucede que f”(xp) =0 o que f”(xp) no existe. Pero esto no es una
condicién suficiente, si f es k veces continuamente diferenciable en una cierta vecindad de un punto xo
con k impar y k > 3, mientras que (") (xg) = 0para n=2,...k— 1y f*)(x) # 0, entonces f tiene un punto
de inflexién en x.

El siguiente teorema nos da una caracterizacén mads sencilla de la concavidad y los puntos de inflexién.

Teorema 7.7 (Prueba de concavidad y puntos de inflexion).

Supongamos que f” existe en ]a, b|.
a.) Si f”(x) >0 para todo x €la,b| entonces f es concava hacia arriba en |a,b|
b.) Si f”(x) <0 paratodo x €]a,b[ entonces f es es concava hacia abajo en |a,b|

c.) Sien ¢ €]a,b], f” cambia de signo, entonces f tiene un punto de inflexién en x = ¢

@ ¢Se puede usar la primera derivada para determinar puntos de inflexién?. Si, bajo ciertas condi-
ciones: Si f tiene segunda derivada continua en [a,b] y si f” tiene un nimero finito de ceros en
[a,b] y si f’ es estricamente positiva (o negativa) en |a,b| excepto que f'(c) =0 para ¢ €]a,b],
entonces f tiene un punto de inflexién en x = c. I

Polinomios de Taylor de grado dos y extremos locales. Si f tiene derivadas continuas f/, f” y f"" en
un intervalo I que contiene a x = p, entonces

£ = F) + £ () x = p) + AP (= ) 4 Ra(x) v e 1

(9 PN .
donde Ry(x) = 7 (x — p)° paraalgun ¢ entre x y p.
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Teorema 7.8 (Prueba de la segunda derivada para extremos).

Supongamos que f” es continuaen |a,b] y que p €la,b[y f'(p) =0
a.) Si f”(p) > 0 entonces f alcanza un minimo local en x = ¢
b.) Si f”(p) <0 entonces f alcanza un méaximo local en x = ¢

c.) Sien f”(p) =0 entonces la prueba no dice nada concluyente.

La idea del teorema se puede ver con polinomios de Taylor de orden dos. Si f'(p) = 0, entonces

1/
£ = £ ) = TP e pP o Rew) v e
se §)uede verificar que en un entorno de x = p, el signo de f(x) — f(p) es el signo de la cuadratica

y
1
f Z(P (x — p)?, es decir, el signo de f"(p).

fx) - f(p ——f”(p )(x— p)?> + Ro(p, x), p punto critico
Wolfram CDF PIayer

f(x)=-3(x-2°+5(x-2)%+0.2

1
Py(x) = Ef”(p)(x— p)?

Y

|

x
™~

x

1 tot<o @ 2 3 -1 1 2 3
-1

Arrastre el localizador | Compartir|o N WG

Figura 7.6: La prueba de la segunda derivada para extremos locales

Asintotas

Una asintota de una funcién f es una recta (o una curva) que esté arbitrariamente cerca de f, en el sentido
de un limite.
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Definicion 7.2 (Asintotas)

a.) Si lim f(x) = K entonces la recta y = K es una asintota horizontal de f
X—00

b.) Si lim f(x) =K entonces la recta y = K es una asintota horizontal de f
X—>—00

c.) Larecta vertical x = ¢ es una asintota vertical de f si lim f(x) =+eco y/o lim f(x) =+o0
X—C— X—C

d.) Larecta y = mx + b es una asintota oblicua de f si

lim f(x) — (mx+b)=0 o lim f(x)— (mx+b)=0

X—r00 X—r—00

] . P X 8q
La recta y = mx + b es una asintota oblicua de f si m = h_r)n f(x) (es finito). En este caso,
X—00

bz)}i_r)gof(x)—mx

Ejemplo 7.1
2
2wl
En al figura 7.7 se muestra el gréafico de la funcién f(x) = T
141 s x<o
X

a.) Asintota horizontal y =1 si x — —oo0 pues A

lim f(x)= lim l—{—1:1

xX——00 x5 00 x3

b.) Asintotas verticales x =2/3 y x =0 pues

—xd
—
-

,,,, 5

2 [ ] P 'Y it

. L Xt Fx 1 = * x
lim f(x)= lim = . N e y=3 9
3" x2t 3x—2 | —_—

1
Iim f(x)= lim — +1=—oc0
x%O*f( ) x—0— x3

-
WIN—|- =
<Y

Figura 7.7: Asintotas de f
. : x 5
c.) Asintota oblicua y = 3 + g pues

. flx) X2+ x 1
Hm, x _xh—r>rc}ox(3x—2)_§y
e g L E_ 2 _F

T xS 3x—2 3 9
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Observe que el procedimiento para detectar asintotas oblicuas también detecta asintotas horizontales (un
caso especial de asintotas oblicuas con m = 0). Si empezamos con la prueba para asintotas horizontales y
detectamos una asintota horizontal, esa seria la asintota oblicua en esa direccién (x — c© 0 x — —o0); pero
si esta prueba falla, todavia podria haber asintota oblicua.

Por supuesto, una funcién f puede tener o no tener asintotas (de uno u otro tipo).

7.4 Regla de L'Hopital

Teorema 7.9 (Regla de L'Hopital).

Supongamos que existe un intervalo abierto I donde f y g son continuas y derivables y sea c € I
tal que f(c) =g(c) =0y g(x) #0 si x # c en I. Entonces,
- f()

x—>cg’(x) =L = }}E} x) =1

Teorema 7.10 (Regla de L'Hopital).

Supongamos que existe I =|a,00[ donde f y g son continuas y derivablesy g(x) #0si x € I, y que

si }Clir}f(x) =00 = }gr}g(x), entonces

'
si limf,<x) =L — limﬁ =1L
x—c g (x) X—sc g(x)

Este teorema también es valido si ¢ = tco. La regla de L'Hopital se puede aplicar a las formas indetermi-
nadas de la siguiente lista (a veces se requiere algtn arreglo preliminar)

(Expresiones indeterminadas)

a) = d.) o°
o0
o) 7 e.) oo?
70 f) oo — oo
c) 1% g.) -0

Ejemplo 7.2 (Regla de L’Hospital)

Calcule L = lim (senx)~1/In¥

x—0t
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Solucién: El limite es de la forma ”0%”

In(senx 1)
InL = lim In [(senx)_l/lnx] = lim _In(senx) = "——
x—0+ x—0+ Inx 1)
Ccos X
L'H , . XCOSX
= lim —S€0Y — |im — = -1
x—0+ 1 x—0+  senx
X
—1/Inx _ -

—>  lim (senx)
x—0* e

7.5 Ejercicios

Teorema Rolle y TVM para derivadas

7.5.1 A continuacién se da una funcién y un intervalo [a, b]. Verifique que el TVM para derivadas
se puede aplicar y determine al menos un x = c¢ en el que se cumple el teorema

a.) f(x)=x%en [-2,1]
b.) f(x)=+x—2en [2,6]

7.5.2 Aplicando el teorema de Rolle y el teorema de Bolzano, verifique que la ecuacién x° + 4x =
1 tiene exactamente una solucién real. Sugerencia: Sea f(x) = x” +4x, f/(x) >0

7.5.3 Aplique el TVM para derivadas para verificar que |sen(a) —sen(b)| < |b — a| para todo
a,b e R

7.5.4 Sea g derivable en todo R. Sea h(x) = g(x) + g(2 — x). Probar que h'(c) =0 para algun
c €]0,2]

Rectas tangentes y rectas normales

7.5.5 Encuentre la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la curva: f(x) =1 — 12,
en el punto (2,—3). Grafique la parédbola y sus respectivas rectas tangente y la normal.

7.5.6 Encuentre una pardbola que tenga la ecuacion f(x) = ax? + bx, cuya recta tangente en el
punto (1,1) tenga por ecuacién y = 3x — 2.
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7.5.7 ;Para qué valores de a y b la recta 2x +y = b es tangente a la parabola f(x) = ax? cuando
x=2?

7.5.8 Verifique que la recta y = —x es tangente a la curva dada por la ecuacién f(x) = x% — 6x2 +
8x. Determine el punto P de tangencia y encuentre la ecuacion de la recta normal a la curva en el
punto P.

7.5.9 Encuentre la ecuacion de la recta normal a la curva f(x) = xInx que sea paralela a la recta
2x — 2y + 3 = 0. ;En cuél punto la gréfica de f(x) posee una recta tangente horizontal?

. 1
7.5.10 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado: w = ——en

) V2u +5
u=-—2.

7.5.11 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado.

1
1) y:ﬁenx:&

2) y=senx +2cosxenx = 71t/2.

7.5.12 Encuentre los puntos donde la recta tangente a y = 4u? — 5u + 6 es paralela a la recta con
ecuacion y = 7u — 2.

2x
7.5.13 Encuentre los puntos donde la recta tangente a y = ey es paralela a la recta 10x —

y=>.

2 .
u"+2u og horizontal.

7.5.14 Encuentre los puntos donde la recta tangente ay = e
7.5.15 Encuentre la ecuacién de la recta tangente a 3x? + 5y? = 48 en (—1,3). (La ecuacion ante-

. . x2 y2 ..
rior representa una elipse, -y + +; donde a y b son los semiejes).

7.5.16 Encuentre la ecuacion de la recta perpendicular a i v te= Oen (3,—2).(la ecuacion

anterior representa una hipérbola).

7.5.17 Halle los puntos de la curva f(x) = x> — 3x + 5 en los que la recta tangente es perpendi-

x : :
cular alarectay = ~5 ¢En cudles puntos la gréfica de f posee rectas tangentes horizontales?
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7.5.18 Determine la pendiente de la recta tangentealacurvaC: y = (2x + 1) (x> +3x + 1) V(D)

en el punto donde x = 0.

7.5.19 Sea f(x) = (x> — 4x?) g(x). Se sabe que la ecuacién de la recta normal ala curva C: y =

¢(x) en el punto de tangencia (—2,5) esy = g + 5. Determine f'(—2).

7.5.20 Sea y = f(x) definida por f(x) = x2 + 3In(x + 3). Determinar la ecuacién de la recta
tangente en el punto de abscisa x = 0. Verificar que la curva tiene otra recta tangente paralela a la
recta anterior y determinarla.

7.5.21 Sea g(x) = [f(x)]* donde f es una funcién derivable en R tal que f'(1) = —% y f(1) = %

Calcule una ecuacion para la recta tangente a la gréfica de g en x = 1.

7.5.22 Encuentre las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse x? + 4y = 36 que pasan
por el punto (12,3).

-2 si x > -1
7.5.23 Hallar la derivada de la funcién f(x) =

1
- siox < -1
X

y, si existe, hallar la ecuacion de la recta tangente en x = —1.

L'Hopital y formas indeterminadas

7.5.24 Calcule cada uno de los limites siguientes e indique la forma indeterminada que se pre-
senta.

1) lim 1—x+Inx
=1 x3 —3x +2
2sen (E —x> — \/5
2) lim 4

x—0 X

3) lim sen(cosv)secv
v—7/2

4) lim (¢" —1)Inr

r—07+

T
5) lim rtanr — —secr
r—7/2 2

2n 43/ (4+Ing)
6) %lgg) q

7)  lim (tant)* 7"
t—(r/2)"

8) lim (senf)*<?
0—(m/2)"

9) lim (1+%)”t

n—o00
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conry t constantes, t > 0

xe¥ — x

10) h —0 sen?(2x)

1 1
1) lim (m—x_l)

12) lim (xel/z—x>

z—+00

13)  lim  (x—7t/2)°""
x—(rt/2)*

X
14) 1_1>rer1 (x—T—l)
X e}

In (1 + xz)

15) li
%) x50 cos(3x) —e™*
sen(x — 1)
16) 1 -1 In(2x — 1)

17) lim (arcsenx)(cscx)
x—0

1 1
18) i — — -
) x50 <x2 xzsecx)

Conceptos tedricos

1
7.5.25 Sea f(x) = arctan (J{L) — arctanx

a.) Verifique que f'(x) =
b.) Calcule f(0) y f(2)

c.) ¢Deberia ser f constante?
1
7.5.26 Sea f(x) = 5 sen(2x) +2x y g(x) =

fx) _,

a.) Verfique que lim —— =

x—veo g(x)

4

318

62

19) lim xIn(senx)
x—07F

20) lim (COS(2X))1/x2
x—0

2

1 X
21) Ilim <1+£>

X—r+00

22) lim X — tanx

x—0 X — senx
23) 1im sen(kx) + tan(nx)
x—0  arctan(nx)

24) 1im /5 — 2y 1
m
y—=2 14+ ,3/2y

1

29) Jim (¥ - y)y

,n#0.

—1
26) LHE o (2)
' x2sen? <;)

27) lim (x—l)sen( ™ )

x——400 x—1
x
—a
28) lim &Y o3
x—0t x"

eS" ¥ (cosxsenx + x).
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: )
b.) Verfique que xlgrolo () 0

c.) Pero, verifique que lim fx) = lim e~
X—500 g(x) X—500

Sy por lo tanto no existe! ;Qué pasé?

7.5.27 Sea f(x) =x*sen(1/x) y g(x) = senx. Calcule el limite usando la regla de I'Hospital y
calcule el limite sin usar regla de L'Hospital. ; Por qué difieren?

2 b
7.5.28 Sean a, by c constantes tales que lim ax” + sen(bx) + sen(cx) + sen(dx)

— 8' E

7.5.29 ;Para qué valores de a y b es verdadera la ecuacion siguiente?

lfm sin(2x) as by _ 0
X0 x3 x2

7.5.30 ;Para qué valor de a es verdadera la ecuacién siguiente?

. x+a\”
lim —e
x—+00 \ X —a

Extremos locales, crecimiento, decrecimiento y concavidad.

7.5.31 Sea f(x) = x> + ax + b. Encuentre los valores de a y b tales que f(1) = 3 sea un valor
extremo de f en [0,2]. ;Este valor es maximo o minimo?

7.5.32 Determine los valores de 2 y b de modo que la funcién f(x) = 3ax? - ehx*+1

extremo relativo en el punto (1,2).

tenga un

7.5.33 Halle una funcién de la forma f(x) = ax® 4+ bx? + cx + d que alcance extremos relativos
en los puntos (—2,3) y (1,0). Verifique que en (—2,3) se alcanza un maximo relativo y en (1,0)
un minimo relativo.

7.5.34 A continuacion se presentan ciertas afirmaciones, determine si cada una de ellas es ver-
dadera o falsa, justificando su respuesta.
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1) Sea f una funcién tal que f'(c) = 0, entonces necesariamente f tiene un méaximo o un mi-
nimmo relativo en x = c.

2) Si f es una funcién continua en [—1,1] y f ( 1) = f(1) entonces necesariamente existe un
ntmero real c tal que —1 <c <1y f'(c

)=
3) Si f es una funcién derivable en [—1,1] y f(—1) = f(1) entonces necesariamente existe un
numero real c tal que —1 < ¢ < 1yf’( ) =0.

4) Si f es una funcion tal que f”(x) = 0 entonces necesariamente (2, f(2))es un punto de infle-
xién de la grafica de f.

5) Si (a,b) es un punto de inflexién de la grafica de f entonces necesariamente (a,b) no puede
ser extremo relativo de la gréfica de f.

6) Se puede encontrar una funcién f tal que f(x) >0, f'(x) <0y f(x) > 0 para toda x € Dy.

7) No se puede encontrar una funcién f, continua en R tal que f(1) = -2, f(3) =0y f'(x) <0
para toda x € R.
7.5.35 ;Para qué valores de c el polinomio P(x) = x* + cx® + ;22 tiene:
1) ¢Dos puntos de inflexién?
2) ¢Un punto de inflexién?

3) ¢Ningan punto de inflexién?

7.5.36 Determine los valores del nimero a para los cuales la funcién f no tiene valores criticos.

f(x)= <a2 +a-— 6) cos(2x) + (a —2)x +5

7.5.37 Encuentre los niimeros criticos de la funcién.
1) g(x) = vx2 — x
2) f(x)=

7.5.38 Encuentre los extremos absolutos de la funcidon en el intervalo dado.

1) ¢(r) = —3r* + 41> +72r? en [-3,2]. 3) f(y) =ylny — 2y en [1,4].

g+1

2) flq)= NS en [-2,2].

4) g(0) =cos(40) en [—71t/2,7/2].
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7.5.39 Encuentre los intervalos donde la funcién es creciente o decreciente, y los extremos loca-
les.

1) g(z):5zz/3 + 25/3
4) h(x) =224+

v+1
2) g(V)=———~
’ ti:1+2 5) h(t) =In(t?+5)
3 fin) =F— 2

7.5.40 Determinar el valor de k que hace que la funcién f(x) = tenga un tinico extremo

: : . X2+ k
relativo. ;Se trata de un méximo o un minimo?

7.5.41 La funcién f(x) = x3 + ax? + bx + c tiene un punto de derivada nula en (1,1) que no es
extremo relativo. Razonar el valor de a, by ¢

Trazo de curvas

7.5.42 Encuentre las ecuaciones de todas las rectas asintotas de cada una de las funciones si-
guientes:

2z +3 — 22
D fE) =59 2
2) g(x) =4/ Ve =u=2t T
S =3
xe* 41
e 41 5 f(x) ==
3) h(w):ew_1 er—1

7.5.43 A continuacién se muestra la gréfica de la primera derivada de f:

YA
y=f(x
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1) ¢En qué intervalos crece la funcién f? Explique.

2) ;En qué valores de x tiene f un maximo local? Explique.
3) ¢En qué valores de x tiene f un minimo local? Explique.
4) ;En qué intervalos es f concava hacia arriba? Explique.

5) ¢En qué valores de x, posee f puntos de inflexiéon? ;Porqué?

7.5.44 Considere la gréfica de la primera derivada de una funcién f : R — R, tal que f sea con-
tinua en todo su dominio.

Y A y=f(x)

> Y

Con base en la grafica anterior responda cada una de las preguntas siguientes:

1) ¢En qué intervalos f decrece?

2) ¢En qué valores de x, f alcanza un méximo local?
3) ¢En qué valores de x, f alcanza un minimo local?
4) ;En qué intervalos es f concava hacia abajo?

5) ¢En qué valores de x, f posee puntos de inflexion?
6) Realice un bosquejo de una posible gréfica para f”.

7) Realice un bosquejo de una posible grafica para f.

7.5.45 Trace una gréfica para cada funcién que cumpla las condiciones dadas en cada ejercicio.
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1)

2)

3)

4)

5)

o f(—4)=f(=2)=f(0)=f(2) =0, f(-1)
e f(1)=2,

o f(=3)=f(-1)=f(1)=0,

e f/(x)>0six<-30 —-1<x<1,

e f/(x)<0si—-3<x<-1o0x>1,

o lim f(x)= lim f(x) = oo

e domf =]0, co| — {2},

o f(1)=1,

o lim f(x) = lim f(x) = —co,

o f/(x)>0si0<x<10x>2,
o f/(x)<0sil<x<2

° Df:]R—{—?) 1}
o lim f(x)=

xX—+00

e lim f(x)=

x——00

—+oc0

e Iim

x—>—3*f(x) -

e Iim
x——37F

o lim f(x)=

x—1—

flx)=2

o xl_i>r£100f(x) =1

- tim =
o (lirln/z) f(x)=0
e D/=R

e f esderivable tinicamenteen R — {—1,2}
e lim f'(x)=1

xX——+00

—1,
SLECESE
e f(0)=-1

o f(—1)=1

e f/(x)<0 Vx>3
o fl(x)=-1 VYre]-3-3

e Iim f (x) existe.
x——1

° lim

x—>(1/2)+f(x) =1

o f/(x) >0Vx€]—00,—3[u]—

. f(~2)=0

e f/(—1) no existe.

o f'(x)>0,Vx>3
o [/ <0,Vx€]—00,2[—
o lim f(x)=—o0

x—2+t

{1}

1
2/

|

67
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e f escontinua a la izquierda de 2. ) l_i>m f(x) <0
X——00
, / -
o [Jm fix)=0 . f(2)=2

6) o f'(—1) =0, f'(1) no existe
e f/(x)<0si|x|<1,f'(x)>0si|x|]>1,
o f(—1)=4,
e f(1)=0,
o f/(x)<0six#1.

7.5.46 Dados la grafica de f’ y algunos datos de f, bosqueje la gréfica de f.

1) Him f(x) = lim, f(x) = —co y =W
2) lim f(x)=-2
3) lirglif(x) = 400

2 f(-2)=f(1) =0 oy

2
5) £(3) = 1 D

7.5.47 Realice el anélisis completo y trace la gréfica, de cada una de las funciones siguientes:

2 _

1) f<x>=j,f_,§ 3) 8(x) = xf?)
3 _

) fluy=""* B h(v) =

7.5.48 Determine las ecuaciones de todas las asintotas a la grafica de la funcién / definida por:

4x3 42
$ si X S -5
xt+1
2
h(x) = —3x2+6x si 5 < x <0
x4 —9

arctan 3x -2 i x > 0
R T
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7.5.49 Para cada una de las funciones siguientes:

» Verifique las derivadas dadas.

= Realice el andlisis completo y trace la gréfica respectiva.

x> —27 57x? 228x (x° 4 4)
) fx)=—F, flx)=——F"—, fx)=——— =~
@) =5 SO =g [0 =55
3 4 2 3
2 _ X oy X —3x /) :2x + 6x
VR =y "W =@y M= oy
3 —1)2
7.5.50 Seay:%

a.) Calcule v' y y” (Sug. Use derivacion logaritmica)
b.) Verifique que los puntos criticosson x =3, x =35y x =1.
c.) Hacer el andlsis completo y realizar la gréfica de f

x|*, si x#0
7.5.51 Sea f(x) =

1, si x=0

xInx

a.) Si x >0, verfique que f'(x) = e*™*(Inx + 1) y que f(x) = e*™*(Inx +1)2 +

b.) Verifique que f(—x) = f(x) (f es una funcién par, por lo tanto el grafico en la parte negativa
se obtiene por reflexion con el eje Y)

c.) Determine los extremos locales de f (si tuviera) y analice los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, asi como la concavidad y puntos de inflexién.

d.) Realizar el grafico de f

Problemas de Optimizacion

7.5.52 Resuelva los siguientes problemas de optimizacion.

1) Se desea fabricar una caja sin tapa, de base cuadrada, cuyos materiales para los lados cues-
tan $3 el dm? y, para el fondo, $4 el dm?. ;Cudles son las dimensiones de la caja de volumen
maximo que se puede construir con un valor de $48?
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2) Halle el punto sobre la recta 6x + iy =9, mds cercano al punto (—3,1).

3) Un bote sale de un muelle a las 2 : 00 p.m. y viaja hacia el sur a una velocidad dde 20 km/h.
Otro bote ha estado enfilando hacia el este a 15 km/h y llega al mismo muelle a las 3 : 00
p-m. ;En que momento estuvieron los dos botes mds préximos?

4) Halle una ecuacioén de la recta que pasa por el punto (3,5) y corta un drea minima en el pri-
mer cuadrante.

5) Hallar las dimensiones del trapecio isdsceles de mayor drea que puede inscribirse en un
semicirculo de radio 4.

Maximizar el &rea del trapecio

Wolfram CDF Player

p 2a+8)-h
Area: Ar(a) = % {?\
Area - f
5.
Tabla de Valores 20l °
a Ar(a) Lot
0. 16. 15F
0.2 16.779
0.4 17.5118 101
0.6 18.1918
08 | 188121 5
0 a

Arrastre el Iocalizador{:)- | Compartir | 0 O WG

Figura 7.8: Aplicacién interactiva para el ejercicio

6) Una persona estd en un punto X en la orilla de un rio recto de 50 m de ancho, y quiere llegar
a otro punto Y en la otra orilla del rio, ubicado 75 m rio abajo. Puede correr a 250 m/min por
su lado del rio para luego nadar a 30 m/min en linea recta hasta llegar a Y. Desestimando
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la corriente del rio, ;qué distancia debe correr antes de entrar al agua, y qué distancia nadar,
de modo que minimice el tiempo total? ;Cudanto es el tiempo minimo?

7) Una pista de atletismo consta de una zona rectangular y un semicirculo en cada uno de sus
extremos. Si el perimetro de la pista ha de ser 200 metros, calcular las dimensiones que hacen
maxima el drea de la zona rectangular. ;Cual es el area total de la pista?

8) Determine las dimensiones del rectdngulo de mayor drea que puede inscribirse en un trian-
gulo rectdngulo cuyos catetos miden 5 cm y 12 cm, si el rectdngulo tiene un vértice en el
angulo recto del tridngulo y otro vértice en la hipotenusa del triangulo.

9) Se desea cercar una superficie de 60000 m? en forma rectangular, para después dividirla en
dos mitades con una cerca paralela a uno de los lados del rectdngulo. ;Qué dimensiones
debe tener el rectdngulo y en qué direccién debe ir la divisién para minimizar el costo de la
cerca?

10) El interior de una pista de carreras de 800 metros consiste en un rectdngulo con semicircu-
los en dos de sus extremos opuestos (en la figura, la pista es el perimetro). Encuentre las
dimensiones que maximizan el drea del rectdngulo.
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11) Una lata cilindrica con tapa debe contener 225 cm?® de liquido. EL costo por cm? de material
es de 15 céntimos para el fondo y la tapa, y 10 céntimos para la pared lateral. ;Qué dimen-
siones de la lata minimizan el costo de los materiales?;Cual es el costo minimo?

12) Un envase circular se construye poniendo una semiesfera en un extremo de un cilindro circu-
lar recto. El envase, incluyendo la semiesfera, debe tener una capacidad de 1.8 litros.;Cuaéles
dimensiones minimizan la cantidad de material requerido?

13) Un rectangulo tiene un vértice en (0,0), un lado sobre el eje X y otro lado sobre el eje Y. El
vértice opuesto a (0,0) esta sobre la pardbola y = 2x?> — 9x + 12 con 0 < x < 3. ;Cudl es el
drea maxima posible para el rectdngulo?

A

14) La ecuacién x? + y? = 9 describe en el plano cartesiano una circunferencia de radio 3 con
centro en el origen.;Cudl es el drea del mayor rectdngulo que se puede inscribir en esa cir-
cunferencia?
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15) ¢Cuél es la distancia minima entre la pardbola P con ecuacién y = x? y la recta R con ecuacién
y=x-—17

/1

16) ¢Cua es el largo y el ancho que debe tener un rectdingulo de 100 metros de perimetro para
que su area sea maxima?

17) Hallar dos niimeros positivos cuyo producto sea 192 y cuya suma sea minima.

18) Con 10 metros de hilo se forman u circulo y un tridngulo isésceles rectangulo. ;Cuanto hilo
hay que emplear en el circulo para que el drea total encerrada por ambos sea méxima?

19) Una caja de base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 32 dm?. En-
cuentre las dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material usado.

£ 77 Al I

20) Un rectangulo estd acotado por los ejes “x”, “y” y por el gréfico de la ecuacién y =
(Cuadl es el largo y el ancho que debe tener el rectingulo para que su drea sea maxima?

6 —x
7

_6—x
Y=

21) Un rectangulo estd limmitado por el eje “x” y por el semicirculo y = v/25 — x2. ;Cual debe
ser el largo y el ancho del rectangulo para lograr que su drea sea maxima?
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22) Si se cuenta con 1200 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte su-
perior abierta, encuentre el volumen méximo posible de la caja.

23) Halle el punto més cercano al punto (—3,1), sobre la recta 6x +y = 9.

24) En un cartel rectangular los margenes superior e inferior miden 6 cm cada uno y los latera-
les, 4 cm. Si el drea del material impreso se fija en 384 cm?, ;cudles son las dimensiones del
cartel de area minima?

25) Un bote sale de un muelle a las 2 : 00 p.m. y viaja hacia el sur a una velocidad de 20 km/h.
Otro bote ha estado enfilando hacia el este a 15 km/h y llega al mismo muelle a las 3 : 00
p-m. ;En qué momento estuvieron los dos botes més préximos?
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Capitulo

Integracion

8.1 Introduccion

A finales de 1660, Isaac Newton y G. Leibniz descubrieron el método de “tan-
gentes inversas” para calcular el drea de una regién bajo una curva (“inte-
graciéon”). Ambos descubrieron que la operaciéon de “integracién”, siendo un
proceso de sumacién (pues involucra suma de dreas), era un proceso inver-
so de la operaciéon de diferenciaciéon, puesto que encontrar lineas tangentes
involucra derivadas.

Leibniz introdujo la terminologia “Calculus differentialis” y “Calculus integralis” para destacar este hecho.
En la concepcién basada en primitivas, una funcion f es integrable en [a,b] (en el sentido de Newton-

Libnitz) si existe una funcién F, denotada / fdx, tal que F'(x) = f(x) para toda x € [a,b].

Este proceso solo se podia aplicar a funciones que tengan “primitiva” F, asi que a las funciones con “dis-
continuidades de salto” no se les podia aplicar este proceso pues no tienen primitiva (las derivadas tienen
la propiedad del valor intermedio (Teorema 7.3), es decir, si F’ = f entonces f(]a,b]) es un intervalo), ade-
mas de otro sin fin de funciones que aparecen en matemadticas, fisica e ingenieria a las que no se le puede
aplicar este proceso.

En 1854 B. Riemann hizo una formulacién diferente al problema de integracion, separando el concepto de
integracion del concepto de diferenciacion. En esta nueva integral, toda funcién acotada cuyo conjunto de
discontinuidades tiene medida nula es integrable; en particular, lo son las funciones con un ntimero finito
de discontinuidades.

Una vez que la derivada y la integral han sido definidas de manera independiente, el “Teorema fundamen-
tal del calculo” revela la relacién inversa entre ambos conceptos. El “Teorema Fundamental del Célculo”
tiene dos partes, la primera muestra como integrales producen primitivas y la segunda, como las primiti-
vas producen integrales.

Aunque muchos libros usan generalizaciones como la de Darboux-Stieltjes (sumas superiores y sumas
inferiores), varios matemaéticos ilustres [1], consideran que la presencia de la integral de Riemann en los
libros de texto es un accidente histérico y que se deberia cambiar todo esto por la integral “gauge”: Una
integral sin las limitaciones de la integral de Riemann ni la integral de Lebesgue y que preserva la sencillez
de la definicién de Riemann. Con esta integral, por ejemplo, se puede recuperar un funcién f a partir de
su derivada sin imponer condiciones sobre f’.
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8.2 Integral de Riemann (Integral Definida)

A. Particiones de [a,]]

Una particion P en n subintervalos del intervalo [a,b] es una coleccion {a = xo,x1,x2,...,x, = b} tal que
n

X0 <x1 <X <..<xyy |J[xk-1,%] = [a,b]. Se denota con ||P|| la “norma” de la particién.
k=1
|IP|] = max [xg_q — x]
k=1,...n

=1,...,

1 1 1 el 1 o 1 — 1 -
>

a=xy Xi Xk—1 Xk Xn=>5b

Figura 8.1: Particion del intervalo [a,b]

Sea f una funciéon definida en el intervalo [a,b]. Una suma de Riemann de f respecto a una particion
P = {xy,..x,}, es una suma de la forma

n

Y f(&k)Axy,

k=1

con Gx € [xx—1,x¢) y Axp = [xp1 — xk|.

YA

VA0l T

y=f(x) 4

\¢ y.

— @Yo ------
B
YT o SR
=~

—
Xp—1  Xg b X Xk—1 Xk
-—>
> Axy,
Axk

Figura 8.2: Suma de Riemann respecto a la particion P
Observe que Ay = f(&x)Axy puede ser negativo si f() < 0.

Las particiones “igualmente espaciadas” se llaman “particiones regulares”. Por ejemplo, la particiéon P =

—a .. .
{x0,x1,.., %y} con Ax = — y Xx = a+ k- Ax, es una particion regular del intervalo [a,b].

Definicion 8.1 (Integral de Riemann — Versidn clasica).
Sea f una funcién definida en [4,b]. Se dice que f es integrable (en el sentido de Riemann), en [a, )],

si existe un namero real I tal que, Ve > 0, existe § > 0 tal que para cualquier particion P de [a,b]
dada por a =xp < x3 <x2 <..<x,=b ycon ||[P|| <J y con cualquier escogencia arbitaria de los
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puntos ¢ en [xx_1, Xk, se tiene

<E&

n
Z CkAxk—I

b b
En este caso, escribimos / f(x)dx =1. A la expresion / f(x)dx la llamamos “integral definida”
a

de f, de a hasta b. ’

Ademés se define /aaf(x)dx:Oy/baf(x)dx:—/abf(x)dx

@ En algunos textos se usa el “limite” I = |\11>1\Tn . 2 f (k) Axy, pero el proceso de tomar el limite no
es igual en el conjunto de todas las particiones ({(uelz sobre el conjunto de los ntimeros reales, asi que
este limite hay que tenerle cuidado.
Afortunadamente, en la definicién anterior, el requerimiento “cualquier particién P de [a,b]” se
puede cambiar por solamente “particiones regulares”. Lo que no se puede cambiar es el requeri-
mento “...con cualquier escogencia arbitaria de los puntos C...”. I

El siguiente teorema establece una versién mads sencilla de la definicién de la integral de Riemann (ver [6],

[7], [10]).

Teorema 8.1

Sea f una funcién acotada y definida en [a,b] (en particular, continua en [a,b]). Si existe un namero
I para el que dado cualquier € > 0, existe N € IN tal que, siempre que n > N y se considera una co-
leccién de subintervalos I de longitud Ax = (b — a)/n (no necesariamente ordenados de izquierda
a derecha de forma estricta en su indexacién) y ¢y es escogido arbitrariamente en cada I, se cumple

— Il <e

WIDE
k=1

entonces f es integrable en el sentido Riemann.

Una funcién acotada f: [2,b] = R es R-integrable si y solo si existe un niumero I tal que, para toda eleccién
degrefa+ (k—=1)(b—a)/n,a+k(b—a)/n], secumple

/f dx—l—(—ahm ngk

entendiendo el limite uniformemente respecto de la eleccién de los puntos de muestra (es decir, el mismo
N sirve para todas las elecciones de ().
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Por ahora, este criterio nos permite decidir en algunos casos, si una funcién es no integrable, en sentido
Riemann

Ejemplo 8.1

0 si x€Q
Sea f(x) =

1 si xel.

Entonces f no es integrable en [0,1] pues, como Q es denso en R, podemos escoger & en Q o en
I, en cualquier intervalo de la particiéon regular, de tal manera que

1 n
=Y 0=0 si & €Q
=}

1 1
—Y1==-n=1 s el
nk:1 n

Por tanto no se cumple el criterio de integrabilidad segtin Riemann.

Si logramos establecer que f es integrable en el sentido Riemann, entonces podriamos (si no es muy com-

n—oo =1

cogencia de los ¢ en los intervalos |x;_1, xx| de cada particion regular (ver mas adelante, seccion B.).
g k k=1, Xk P g

b n
plicado) calcular la integral definida / f(x)dx usando el limite (b — a) lim Z f (Sk) , con cualquier es-
a

Teorema 8.2 (Condiciones de integrabilidad en el sentido Riemann)

Sea f una funcién acotada en [a,b]. Entonces f es R-integrable si y solo si su conjunto de puntos de
discontinuidad tiene medida de Lebesgue cero (criterio de Lebesgue para la integral de Riemann). En
particular, toda funcién acotada con un ntimero finito de discontinuidades es R-integrable. La sola
condicién de tener un conjunto numerable de discontinuidades no garantiza integrabilidad.

Si f esintegrable en el sentido Riemann, debe ser acotada (pero no necesariamente viceversa). En particu-
lar,

Teorema 8.3

Sea f es continua en [a,b], entonces f es integrable, en el sentido Riemann, en [a,b]

De ahora en adelante, “R-integrable” va a significar “integrable en el sentido Riemann”
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Ejemplo 8.2
senx
a) Sea f(x) = 2% six 20y £(0) =
senx . .
Como lin(1) x =1 = f(0), entonces f es continua en R y por lo tanto, R-integrable en
X—>

cualquier intervalo [a,b]

1 si x>0
b.) Sea sgn(x) =

-1 si x<0.

Como sgn es acotada en cualquier intervalo [—a,a],a > 0; y solo es discontinua en x =0,
entonces sgnes R-integrable en [—a, 4]

Teorema 8.4

Si f es R-integrable en [a,b] y g es acotada en [a,b] y si f(x) = g(x) excepto en un nimero finito de

puntos, entonces ¢ es R-integrable y / f(x)dx = / g(x)dx

Es decir, la alteracion de los valores de una funcién integrable en un ntimero finito de puntos no afecta la
existencia ni la la magnitud de la integral.

Ejemplo 8.3

1 si O<x<1
Sea g(x) = y G(x)=1si0<x<1.

1000 si x=0

Como ambeas funciones f y g son R-integrables en [0,1] e iguales excepto en un punto, entonces por
el teorema 8.4,

/Olg(x)dx = /OlG(x)dx

B. Calculo de integrales usando sumas de Riemann

Calcular integrales con sumas de Riemann puede ser algo inmensamente laborioso. Si f es R-integrable,
podemos usar el teorema ?? para calcular integrales definidas, usando solo particiones regulares y toman-
do cualquier §; en los intervalos de la particion.
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Primero necesitamos algunas herramientas para simplificar los célculos.

Propiedades de las sumas finitas Sumas de enteros positivos
a) ) Ka;=K) a; a) Y C=Cn
i=1 i=1 k=1
n n n n
b.) Z(ai+bi)22ai + Zbi b.) Zkzm
i=1 i=1 i=1 =1 2
) Ekz nn+1)2n+1)

6

d) st n—l—l)

Sumas de potencias de los primeros impares

n
a) Y (2k—1P=1+3+5..+2n—1)>=n*(2n* - 1)
k=1

n(4n® —1)

n
b) Y (2k-1)=1"+32+5.+(2n—1)*= 3

n
c) Y 2k—1=1+3+5.+@2n—1)=n?
k=1

Ejemplo 8.4
2
Calcule, usando sumas de Riemann, / (—x> + 2% + x4+ 3)dx.
0
Solucién: f(x) = —x% + x? + x + 3 es continua en [0,2], por tanto es R-integrable en este intervalo.

Para calcular la integral con sumas de Riemann, podemos usar una particién regular. Como 2 =0y

2 — 2
b =2, tomamos Ax:Tnyk:0+k-E

80
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/Ozf(x)dx: lim if(xk)Ax, X =0+ (k— l)z
Il—?mkzl n

5 | I1zquierda Punto Medio Derechal

f) =+ +x+3

/éﬁi

I \

0.5 1.0 15 2.0

Y

Compart]r|° B W G

2k
@ Usando & = x, = o € [xx_1, xx], entonces

2
/ (= +x°+x+3)dx =
0

Wolfram CDF Player

é
)
Sumas de Riemann
n
n Y flx)Ax
k=1
1 6.
2 7.
3 7.03704
4 7.
5 6.96

— 5 1im =L k=1 k=1 k=1
o n—00 n
) 3 n 2 2 n n n
—<> -Zk3—|—<> Y+=- Y k+) 3
— 2 lim ) = k=1 =1 k=1
o n—o00
8 n*(n+1? 4 nn+)@2n+1) 2 n(n+1)+3n
— 21lim " 4 n? 6 n 2
n—00 n
) 8 n*(n+1)? 4 n(n+1)2n+1) 2 n(n+1)
=M Tl 6 2 2 0

8 4.2 2 20
= 2(—+++3>:

4 6 2

2(k—1)

@ Usando & =x;_1 = € [xx_1, x¢], entonces

2 i 3 [

2
/ (=23 + x2 + x + 3)dx
v k=1
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— 2k k=1 k=1 k=1 k=1
n—»0co n
) 3 n 3 2 2 ) n n
—<n> (k- 1) +<n) Y k-1 42 Y k-1 + Y3
— 2 1lim k=1 k=1 k=1 k=1
n—»0co n

Ahora observamos que

M:

(k=1P =1+ ..+ (n—1)° = i(n —1)22

»
I
—_

=

(k=12 =124 ..+ (=1 = S(n—1)n@n—1)
p 6

Il
—_

Y (k=1 =14+ (n=1) = 2(n—1)n
k=1

Entonces,
g 8 n—1)2n%> 4 (n—-1n@2n—-1) 2 (n—1)n
— 3 2 = { —— 0 =—-——%< —— o _
/0( PR St oL n# 4 T 6 n? 2
8§ 4.2 2 20
— 2(—4+ c +2+3> =3
2(k—-1
@ Usando & = (nZ) € [xx_1, x¢] (punto medio), entonces
2 n
/(—x3+x2+x+3)dx = 21imzf(5k)
0 n—roo = n
L (26D g (262D g2y
Y| +) | — +), — " +).3
P k=1 k=1 k=1 k=1
= 2lim
n—o0 n
D L2+ () B2 +i Blo2) 4
(e k—=) +(2) - Y (k—2) +2 k—=)+Y3
_ e (n ]gl 2 n k;l 2 n k; 2 k:Z:1
= im
n—o0 n

Ahora necesitamos férmulas para la suma de potencias de los primeros impares,

+3

82
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i k—1 3:l.(13+33_|_53 +(@2n-1)°%) = 1112(2112—1)

L > > o

f kol 1 (1P4+3*+5%..+(2n—1)?) = in(zn—l)(2n+1)
L . OB -

) PR (14+3+5..4+2n—-1)) _ &

k=1 2) 2 - 2
Entonces

2 1 4 1
/(—x3~|—x2+x+3)dx = 21lim —é-gnz(an—l)+$-—n(2n—1)(2n+1)+f
0

12

C. “Algebra” de las funciones R-integrables

83

Teorema 8.5

Sean f y g son R-integrables en [4,b] y «,f € R. Entonces,

a.) «f £ pg esR-integrable en [a,]] y/ (afEBg)(x x—oc/f dxiﬁ/
b.) f-g esR-integrable en [a,]]
f

c.) g es R-integrable en [a,b] si 0 < m < |g(x)| en [a,]]

Teorema 8.6 (Integrabilidad de la composicion).

Sea f R-integrable en [a,b] y m < f(x) < M para todo x € [a,b]. Sea g continua en [m, M], entonces

<(f(x)) esintegrable en [a,b]

Teorema 8.7

Sea f R-integrable en [a,b] y si a < ¢ < b entonces f es R-integrable en [a,c] y [c,d]| y ademads

/ubf(x)dx _ /acf(x)der/cbf(x)dx
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Ejemplo 8.5

1 si x>0 hi(x)=—-1 si x€[-2,0]
Sea sgn(x) = y considere las funciones

-1 si x<0 ha(x) =1 si x€10,3]

Entonces, como sgn es acotada y solo tiene una discontinuidad, es R-integrable y las funciones h; y
hy son R-integrables en sus intervalos de definicion, por que son continuas. En los intervalos [—2,0] y
[0,3] estas funciones coinciden con la funcién sgn, excepto tal vez en un nimero “finito de puntos”,
entonces por el teorema 8.4,

[sgn@ax= [ sgntxax + [“sgncxdx= [ m@ax + [ halx)ax

Por esto es que podemos escribir

3 0 3
/ sgn(x)dx:/ —1ldx + / ldx
-2 ) 0

84

Teorema 8.8

Sean f y g son R-integrable en [a,b]. Entonces,

a.) si f(x) > g(x) en [a,]], se tiene

[ x> [ gl

b.) si m < f(x) < M para todo x € [a,b], se tiene

b
m(b — a) g/ F(x)dx < M(b — a)

Ejemplo 8.6

|lx|I¥, si x#£0
Sea f(x) =

1, si x=0
En el gjercicio 7.5.51 se determiné que la funcién f es continua en [0,1] (y por tanto, R-integrable) y

que tiene un minimo local en x = 1/e. En realidad, sus extremos absolutos en [0,1] son m = e 1/e y
M = 1. Por tanto,


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.3. PRIMITIVAS E INTEGRALES INDEFINIDAS (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

1
0.692201 ~1- (1/¢)/¢ < / x| *dx < 1
0

1
Usando técnicas de aproximacion se tiene: / |x|* dx ~ 0.783431
0

8.3 Primitivas e integrales indefinidas

Definicion 8.2 (Primitiva).

Una funcién F es una primitiva (o antiderivada) de f en el intervalo [a,b] si F'(x) = f(x) para todo
x € [a,b].

Ejemplo 8.7

a.) Como (/x)' = 1 entonces F(x) = /x es una primitiva de L, en [1,2] por ejemplo.

2vx 2y/x

=
N
(7))
=
=
IA
=
N
—_

2x si 0<x<1
b.) Sean f(x) = y P(x)=
¥ osi 1<x<2 s 1<x<?2

=

P(x) no es un primitiva de f en [0,2] pues, por el teorema 7.3 (de valores intermedios para
derivadas), si P’ = f entonces f no puede tener “discontinuidades de salto”. También,se puede
observar que P’(1) no existe

A. Integral indefinida.

Si F es una primitiva de f entonces las primitivas de f son de la forma F(x) + K.

85

Si F es una primitiva de f entonces, por razones histéricas que quedardn claras méas adelante, se usa la

notacién

Es decir, / f(x)dx denota todas las primitivas de f y, excepto en ciertos casos, no haremos mencién del

intervalo I.

Como acabamos de ver en el ejemplo 8.7, no todas las funciones tienen primitiva en un intervalo.
Mas adelante veremos que si f es continua, entonces tiene primitiva, pero la existencia de una
primitiva de f no significa que f sea continua (por supuesto, en este tiltimo caso, sus discontinui-
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dades no pueden ser de salto). Ver el ejercicio 8.8.19. I

Teorema 8.9

Cualesquiera dos primitivas de f en un intervalo [4,b],difieren en una constante

Teorema 8.10 (Algunas “integrales indefinidas”).

p+1
a.) / xPdx = ;+ 7 + Ksi p# —1 (para x > 0, o en intervalos donde la potencia esté definida)

b) (*)/idx:ln|x] +K

c) /lnxdx =xlnx —x+ K

d.) /sen(kx)dx = —%cos(kx) +K, k#0

e.) /Cos(kx) dx = %sen(kx) +K, k#0

f.) /secz(kx) dx = %tan(kx) +K, k#0

ax
Ina

g.) /axdx: +K, a>0,a#1

h.) /secx tanxdx =secx + K

i.) /cscx cotxdx = —cscx + K

1 2
j) /senzxdx: . (x— ser; x) +K
<x—|— ser;2x> LK

1
L) /mdx = arctanx + K

k.) /coszxdx =

N[ =

@ Algunas funciones no tienen primitiva “elemental”, es decir, aunque tienen primitiva, esta primi-
tiva no se puede expresar en términos de funciones “elementales” (estas son las funciones usuales
del calculo), y definen nuevas funciones. Por ejemplo
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senx
dx,

a.) Sinlntegral(x) = /

COSs X

b.) Coslntegral(x) :/ p dx,
ex
c.) ExpIntegralFEi(x) = / ;dx,

d.) Erfi(x) = \/2% / ¢ dx, etc. |

. . 1
@ ¢En que sentido se entiende / p dx =In|x| + K?. Formalmente se debe entender que K no es exac-

tamente una “sola” constante, sino que puede variar dependiendo de si calculamos una primitiva
para x > 0 o para x < 0. En efecto

P(x)=In(x)+K; si x>0

Si P'(x) :% —
P(x)=In(—x)+ K, si x<0
o también
1
d signo(x) x st x>0
A (x4 k) = B
dx |x| 1
— si x<0
x

Es decir, las constantes K; y K; no tienen por qué ser iguales. Entonces lo correcto seria escribir

1 Ki si x>0
/;dx = In|x| 4+

Kz si x<0 I

8.4 Calculo de “integrales indefinidas”

Teorema 8.11
Si f y g tienenn primitivas en un mismo intervalo, entonces también Kf y ¢ + f

a.) /K-f(x)dx:K-/f(x)dx
b.) /g(x):I:f(x)dx:/g(x)dxj:/f(x)dx
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A. Meétodo de sustitucion

Diferenciales. dx denota una variable independiente y, si y = f(x) es derivable, entonces el diferencial dy
es

dy = f'(x)dx
En el siguiente teorema vamos a usar la regla de la cadena. Asumimos continuidad para garantizar, como
veremos mds adelante, que una primitiva de f existe.

Teorema 8.12 (Sustitucion).

Si u = g(x) es una funcién derivable en un intervalo | y cuyo dmbito es un intervalo I y si f es
continua en I, entonces

[f3(x) g @dx=Fx)+K F=f u=g(x)

Ejemplo 8.8

Si se cumple las condiciones del teorema 8.12, entonces verifique que, si a # —1,

(x)]zx—i-l

x gl _f
JUE-fax= L2 4k
Solucién: Sea u = f(x) entonces du = f'(x)dx. Por tanto,
a-+1 a+1
Juer pwar = furan= = Loy = LT i

B. Método de integracion “por partes”
Usando la férmula del producto de derivadas se puede deducir el siguiente teorema

Teorema 8.13 (Integracion por partes).
Sean f, ¢ derivables en |a,b[ y supongamos que f’g tiene una primitiva en |a,b|, entonces fg’' tam-
bién tiene primitiva y

[ f)g/ (x)dx = fx)g(x) — [ F()g(x)dx

Si hacemos u = f(x) y dv = g’(x)dx entonces

/udv:u-v—/vdu
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8.5 Teorema fundamental del calculo

La derivada y la integral de f han sido definidas de manera independiente. El Teorema Fundamental del
Célculo (TFC) revela el notable relacion inversa entre los dos procesos. El TFC consta de dos partes: una
permite calcular integrales definidas mediante primitivas; la otra construye primitivas integrando funcio-
nes continuas.

Teorema 8.14 (TFC)

a.) Si f es R-integrable en [a,b] y F es continua en [a,b] y derivable en (a,b) con F'(x) = f(x) en
(a,b), entonces

b

a

[ fxax=F)

b.) Si g es continua en [a,b] (por tanto R-integrable), entonces definimos la funcién G como
X
G(x) ::/ 2(t)dt, x € [a,b]
a

Entonces G es continua en [4,b] y G'(x) = g(x) para x € (a,b) (en los extremos se consideran
derivadas laterales).

Ejemplo 8.9 (Interpretacion fisica).

Si s(t) es la posicion sobre una recta en un tiempo t por un objeto, entonces la velocidad instdntanea
es v(t) = s'(t). Supongamos que conocemos la velocidad de un objeto que se mueve sobre una linea
recta, en centimetros por segundo,

s'(t) =v(t) =1 — (t41r01)2 y /v(t)dt =s(t)+K

Es decir, s es una primitiva de v. Como v(0) = —10, esto nos dice que en t = 0 el objeto se movia
para atras, a una velocidad de1l0cm/seg. Y a partir de ¢t ~ 1.34 se empez6 a mover hacia adelante.
Cinco segundos después, su velocidad era v(5) = 24.72cm/seg. ;Cuadl fue la distancia recorrida ha-
cia adelante cuando t = 5?, y ;cudl es la distancia total recorrida (incluyendo el recorrido hacia atrés)?

5
De acuerdo al TFC, la desplazamiento neto es / (t* —10/(t 4+ 1)%)dt = 5(5) — s(0) ~ 33.3333, es
0

decir, el drea neta de la region bajo al curva v nos da la desplazamiento neto.

Si / [t> —10/(t +1)?|dt = S(t) + K, la distancia recorrida total es

5
/ 12— 10/ (t +1)2|dt = S(5) — S(0) ~ 43.1825
0
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s(b) —s(a)

b
Figura8.3:/ o(t)dt
a

5
s(b) =s(a) y [ [o(t)|dt=5(5) - 5(0)

Ejemplo 8.10

f =5

no tiene una primitiva en [0,4] pero si tiene primitiva F(x) = y/x en [1,4]. Como f es
continua en [1,4], es R-integrable y

41d f41
/12\/§x_ x‘1_

Ejemplo 8.11

Como f(x) = |x|, es continua en [—2,1], podemos usar la parte b.) del TFC para calcular una
primitiva F para f en [—2,1]

tdt=2-

x 2
¢ Si 2<x<0 = F(x):/ »
-

x 0 x x2
¢ Si0<x<1 — F(x):/ \t|dt:/ —tdt+/ bt =2+ =
-2 2 0
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2

2-2  si —2<x<0 : 5

F(x) = 22 En particular, / |x|dx = F(1) — F(—-2) = 5

=
2+ si 0<x<1l
Ejemplo 8.12
sen(x) si 0<x<m/2 —cos(x) si 0<x<m/2
Sean f(x) = y P(x)=

1+cos(x) si m/2<x<m x+sen(x) si m/2<x<Tr.

Observe que f es continua en [0,7] y por tanto R-integrable y que P no es una primitiva de f en
[0, 7t] pues P'(7t/2) # f(7t/2) pues P'(7r/2) ni siquiera existe. Pero como f es continua, debe tener
una primitiva.

—cos(x) + Kq si 0<x<m/2
Sea F(x)= Determine el valor de las constantes K; y K
x+sen(x)+ Ky, si mw/2<x<7

7T
de tal manera que F sea una primitiva de f y calcule / f(x)dx.
0

Solucién: Como f es continua en [0, 7t], usando el TFC tenemos que una primitiva de f en [0,77] es

7 —cos(x) +1 si 0<x<m/2
F(x)= [ f(t)dt =

0
x—i—sen(x)—g si w/2<x<m

y,en particular,/ f(x)dx = /2
0

b
Observe que evaluar / f(x)dx en términos de la primitiva en [a,b] es posible si f es R-integrable en
a

[a,b] y si f posee una primitiva en ese intervalo (no basta con excluir las discontinuidades de salto). En
particular, si f es continua en [a,b], f tiene primitiva y se puede aplicar el TFC.

Ejemplo 8.13 (Funciones R-integrables pero sin primitivay).

Sean f(x) = - y P(x)= s


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.5. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Entonces f no es continua pero si es R-integrable en [0,2], pero f no tiene primitiva en este intervalo.

Tenemos los siguientes hechos:

a.) f esR-integrable en [0,2] pues es acotada y continua en [0,2], exceptoen x =1

b.) Como f tiene una discontinuidad de salto en x =1, entonces f no tiene primitiva en [0,2] (por
el teorema de valores intermedios para derivadas)

2
c.) Usando sumas de Riemann: / f(x)dx = 13—0
0
— 2 10 8
d.) P(x) no es primitiva de f en [0,2] y observe que / f(x)dx = 3 # P(2) — P(0) = 3
0

e.) Podemos calcular G, y, aunque no es derivable en el punto de salto, si es continua y derivable
en los restantes puntos:

eSi0<x<1= G(x)= [ 2tdt=x?
0
1 x 3 g
0 Sil<x<2 — G(x)z/2tdt+ g =142, 2
0 1 3 3 3 3
x? si 0<x<1
G(x) =
£3+% si 1<x<2
3 3 -
o L 10
Observe que, G no puede ser primitiva de f, y ademds G(2) — G(0) = 5

No todo esta perdido con las funciones que tiene discontinuidades “de salto”.

Teorema 8.15 (Extension del TFC).
Si f es R-integrable en [a,b] y si existe una funcién ¢ continua en [4,b] y tal que ¢'(x) = f(x) en
[a,b], excepto en un nimero finito de puntos de [4,b] entonces (aunque ¢ no es primitiva de f en
[a,b]) se tiene

[ 1) dx=(0) ~ 91
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Ejemplo 8.14
( 4
-2 si x€[-2,-1] —2x+K; si x€[-2—1]
Sea f(x)=9 0 si xe]-1,1] ysea ¢(x)=1 K, si. xe]-1,1]
2 si  x €]1,2] 2x + K3 si x €]1,2]
\
Como ¢'(x) = f(x) en [—2,2] exceptoen x = —1 y x = 1, si encontramos constantes K1, K, y K3 de

tal manera que ¢ se a continua en [—2,2], entonces podemos aplicar el teorema 8.15.

En efecto: Si K; = K3 =0 y K, =2, entonces ¢ es continua en [—2,2] y, por el teorema 8.15 tenemos

Teorema 8.16 (Derivar bajo el signo de integral).
Sea f:[a,b] & R continuay u:[c,d] =+ R, v: [c,d] = R derivables en [c,d] tal que v([c,d]) C [a,b] y
u([c,d]) C [a,b]. Si

() = / (()) F(B)dt, x € [c,d]

entonces F es derivable en [c,d] y

F'(x) = f(v(x)) - o'(x) — f(u(x)) - u'(x), x € [c,d]

Ejemplo 8.15

2

X
Sea F(x) = / eV dt. Como se cumplen las condiciones del teorema 8.16 en R, entonces si u(x) =

0

0y o(x) =22,

F'(x) = 2xeV1+*

A. Teoremas de valor medio para integrales

1 b
. / f(x)dx es la media o el promedio de la funcién en el
- a

Si f es R-integrable en [a,b], entonces

intervalo [a,b].


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.6. CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS. AREA (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

94

Teorema 8.17 (del valor medio para integrales)

Sea f continua en [a,b]. entonces existe ¢ € [a,b] tal que

fle) = o [ fx)d

Ejemplo 8.16 (Temperatura promedio)

Este ejemplo nos da una idea intuitiva del teorema del valor medio para integrales.

Supongamos que T(f) es la temperatura en el tiempo ¢, medida en horas desde medianoche, y
que queremos calcular la temperatura promedio en un periodo de 24 horas. Si P = {to,t1,....tn}
corresponde a intervalos de tiempo igualmente espaciados en el dia, entonces

T(t1) + T(t2) + ... + T(tn)

Temperatura promedio ~
n

Ahora, reescribimos esta expresion como sumas de Riemman sobre el intervalo 0 <t < 24. Usamos

24
At = —, esdecir, n = —
n At

T(tl) + T(tz) + ...+ T(tn)

Temperatura promedio ~
n

T(tl) + T(tz) + ...+ T(tn)
24/ At

T(to)At + T(t1)At + ... + T(t,)At
24

1 n
= — T A
24}{; (te)At

Entonces, si T es integrable en [0,24],

: o1&
Temperatura promedio = lim ﬂk;T(t")At

1 24 d
_ ﬂ/o T(¢)dt

8.6 Calculo de Integrales definidas. Area

Podemos aplicar los métodos de sustitucién y “partes” a las intgerales definidas.
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A. Método de integracion “por partes” en la integral definida

95

Teorema 8.18 (Integracion por partes).

Sean f, g derivablesen [a,b] y f/, ¢/, ambas R-integrables en [a,b]. Entonces

b b b
| f@8 @dx = fng)| - [ fxgx)dx

Si hacemos u = f(x) y dv = g’(x) dx entonces

b b b
/udv:u-v —/vdu
a a a

Ejemplo 8.17
b
Calcule 2xe*dx,con b >0
a

Solucién: Integramos “por partes”: Sea u = x y dv = e*dx.

b b
—2/ e“dx
a a
b

= 2 (x - 1)

b
2/ xe¥dx = 2x-e*
a

=2e"(b—1) —2¢*(a—1)

a

B. Método de sustitucion en la integral definida

En el siguiente teorema se establece cémo se puede usar una sustitucién t = g(x)

Teorema 8.19 (Sustitucion. Version 1).

Sea t = g(x) y ¢’ continuaen I = [4,b] y f continua en | = g([4,b]), entonces

b 8(b)
[, Fa@) g @ax= [ “ra

Ejemplo 8.18

5
Calcule / eV¥dx.
2
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Yy d
Solucién: Si t = /x = dt = 2 Entonces

2¢/x
5 V5
/eﬁdx:/ 2tel dt
2 V2

Ahora integramos “por partes”: Sea u =t y dv = e'dt. Entonces

5 V5
/ eVidx = / 2uet du
2 V2

V5 V5
= 2t-et‘ —2/ eldt
V2 V2

_ 2ef(t - 1) ‘i:zeﬁ(\@— 1) —2eV2(v2 - 1)

A veces se enuncia otra version del “teorema de sustitucion”, adecuada si la sustitucion es x = g(t).

Teorema 8.20 (Sustitucion. Version 2).

Sea f:[a,b] & R continuay g : [c,d] = [a,b] continua en [c,d]| y con derivada continua en [c,d] y
g(c) =a y g(d) = b. Entonces

b d
| f@ax= [ fs®)g

No es necesario exigir que g sea monoétona: la férmula sigue siendo valida bajo las hipotesis de
continuidad de f y de derivabilidad continua de g, con los extremos indicados. I

Ejemplo 8.19

5
Calcule / eV¥dx.
2

Solucién: Una buena escogencia para simplificar la integral es x = g(t) = In?£. Ahora, como eV38(*) =


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.7. AREA (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

t, g (eﬁ> =2yg (e\/g) =5, entonces, como g cumple las condiciones del teorema 8.20,

5 eV5
/ eV¥dx / t- Zm—t dt
2 e t

V2

eV5
- / 21ntdt
0,\6

= 2¢V5(\/5—1) —2eV2(v/2 - 1)

pues /lntdt =tlnt —t+K

8.7 Area

Definicién 8.3
Si f y ¢ son continuas en [a,b] y f(x) > g(x) en [a,b], entonces el drea de la region entres las curvas
y=f(x) y y=g(x) desde x =a hasta x =0 es

[ () ()

Ejemplo 8.20

1 1
Considere la regién sombreada entre las curvas y = Z(x +1)2+2, y=3—x, y= Ssenx y x = 0,

desde x = —2 hasta x = 2, tal y como se muestra en la figura 8.4. Calcular el drea de la regién
sombreada.
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Area de la regién sombreada Area de la region sombreada

Wolfram CDF Player

’
A “

1 -
y=Zx+1)*+2
3 4

y=3-x
1}
y = —sen(x)
B — A
Arrastre el localizador ) | Compartir | ) (& W G+ Arrastre el localizador ) | Compartir | ) () W G+
Figura 8.4: Areadela region R Figura 8.5: Region R=R; U Ry U R3

Solucién: La férmula del area de la regién requiere que la region debe estar entre dos curvas. Por
lo tanto la regién R se debe partir en tres regiones (asumimos la aditividad del drea) R, Ry y R3;
como se muestra en la figura 8.5

AR = AR, + AR, + Ag,

0 1 2+/3-3 1 1
— / (Z(x+1)2+2—0) dx-l—/ (Z(x+1)2+2— Esenx) dx
0

-2

2 1
/ (3—x — —senx) dx
2v/3-3 2

8.8 Ejercicios

A. Integral de Riemann

b
8.8.1 En la siguiente lista de integrales definidas / f(x)dx, verifique que f es R-integrable y
a

calcule el valor de la integral, usando sumas de Riemann

2
1)/ 5x —2dx.
-2

2
2) / |x| dx.
-3

2
3) / 15 — 2| dx.
—2
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4) / 11— x%|dx.
-3
4 3
5) / (2x°> — x + 3)dx.
1

x+2 si 2<x<?2
2
6) /_Zh(x)dx si h(x)=14 1000 si x=2

—5000 si x=-2

\

5
7) / x3dx.
-5

1 1 si x>0
8)/ sgn(x)dx si sgn(x)=
-2

-1 si x<0.

8.8.2 Verifique (puede usar el teorema 8.8), las siguientes desigualdades.
1
1) 0< / sen (%) dt < sen(1)
0
3
2) —6 S/ cos(t?)dt < 6
-3

5 ,x 45
3)4€§/€—dx§i
1 X 5

1
4) zg/ e dt < 2e
-1

2 /2 2 2
T X T
5 %</ dx < %
) 9 ~ Jrse sen(x) *=79
senx £0
8.8.3 Sea g(x) = x g es continua y por tanto R-integrable.
1 si x=0

a.) Verifique que h(x) = x — sen(x) es una funcién creciente en [0,00[

. . . . senx
b.) Use el hecho de que la funcién h es creciente para verificar que si 0 < x, entonces <

m/2 gsen x
X

c.) Verifique que / dx < %
0
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B. Primitivas y Teorema fundamental del Calculo

x = e'Inx+C.

X
8.8.4 Verifique que / Wd

8.8.5 Verifique que / x = 6In|e"/? +2| +C.

3
1+4+2ve X
x|x|

8.8.6 Verifique que formalmente / |x|dx = — T K. Sug. |x| = V/x2, derive y luego racionalice

—x2/2 si x<0
8.8.7 Verifique que / |x|dx = +K

x2/2 si x>0

1

1—x* si 0<x<=

8.8.8 Sea f(x) = ) . 2
E(x—l—l) si §<x§1,

Verifique que f debe tener una primitiva F en [0,1]. Calcule una primitiva F de f en este inter-

1
valo y calcule / f(x)dx.
0

8.8.9 Sea f(x) = |x*> — 1]|. Verifique que f debe tener una primitiva F en [—2,3]. Calcule una

3
primitiva F de f en este intervalo y calcule / f(x)dx.
-2

8.8.10 Calcule una primitiva (en R) de f(x) =

sen(x) si 0<x<m/2
8.8.11 Sea f(x) =

1+cos(x) si m/2<x<m

Verifique que f debe tener una primitiva de F en [0,7r]. Calcule esta primitiva F de f en este
7T

intervalo y calcule / f(x)dx.
0
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3x%cos(mr/x?) +2msen(rt/x?) si x#0
8.8.12 Sea f(x) =

0 si x=0.

a.) Explique por qué f es acotadaen [—2,2] y f es continua en [—2,2] exceptoen x =0

3

x3cos(mm/x?) si x#0

b.) Verifique P(x) =
0 si  x=0.

es primitiva de f en [—2,2] (En x =0, debe calcular P'(0) usando el limite)

2
c.) Calcule / f(x)dx usando el TFC
-2

1 si x>0 x+ Ky si x>0
8.8.13 Sea f(x): y sea P(x):

—1 si x<0. —x+ Ky si x<O0.

a.) Justifique por qué P no es primitiva de f en R.

3
b.) Determine las constantes Kj,Kj; tal que se pueda aplicar el teorema 8.15 y calcule / f(x)dx
-2

usando este teorema.

xz

/ VIFE gy
8.8.15 Calcule [ = lim )
x—2 x—2

8.8.14 Calcule hnb . (Sug. Usar el ejemplo 8.15 y la regla de L'Hospital)

2

/Ox sen(V/t) dt

x3

8.8.16 Calcule [ = lim
x—0

8.8.17 Sea f continuaen R con f(1) # 0. Verifique que lim

0 / ft+1)d fay


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.8. EJERCICIOS (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 102

2xsen (1/x?) — %cos (1/x?) si 0<x<1
8.8.18 (*)Sea f(x)= x

0 si x=0

x?sen(1/x?) si 0<x<1
F(x) =

0 si x=0

a.) Verifique que F’'(x) = f(x) en [0,1], es decir, F es primitiva de f en [0,1]
b.) Verifique que f no es acotada en [0,1] y por tanto, no es R-integrable!

8.8.19 (*) Sea F(x) = x?sen(1/x) si x # 0 y F(0) = 0. Verifique que la funcién f(x) = F/(x)
existe para todo x, pero que f no es continua en x = 0. (Observe que no se trata de de aquel
teorema que dice que si f es derivable, entonces es continua!)

Teoremas de valor medio para integrales

1
8.8.20 Si f escontinuaen [0,1] y si / f(x)dx =1, verifique que f(c) =1 paraalgun c € [0,1]
0

8.8.21 Verifique que f(t) = —2t? + 10t es una funcién que satisface las condiciones del teorema
del “valor medio para integrales” en [—2,3] y halle todos los valores de c € [—2,3] que satisfacen
la conclusién del teorema.

8.8.22 Verifique que f(t) = cos(2t) es una funcioén que satisface las condiciones del teorema del
“valor medio para integrales” en [— 71, 7| y halle todos los valores de ¢ € [, 77| que satisfacen la
conclusién del teorema.

8.8.23 Si se conoce que la poblacion P en México podria ser modelada con la funcién P(t) =
67.38(1.026)!, en millones de personas y t en afios, use esta funcién para estimar la poblacion
promedio de México entre el afio 2000 y el afio 2020.

8.8.24 Calcule el valor promedio de la funcién f(x) =senx en |0, 7]

8.8.25 El nimero H de horas de sol en Madrid, en funcién de la fecha, es aproximada por la
formula H(t) =12 + 2.4sen(0.0172(t — 80)), donde ¢ es el namero de dias desde que empez6 el
afio. Determine el nimero promedio de horas de sol en Enero y el nimero promedio de horas de
sol durante todo el afio

Calculo: Integrales basicas y sustitucion

8.8.26 Calcule las siguientes integrales indefinidas
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[

6* —4-15*

3)/ (e1—1) (6‘7+1)dq

i /5—|—t1n2 2td

5) / (e”/z + e_”/2>2 du

2 /(u2+1)\/blwfln(u2+1)
7) [ (57 + csclr) cot(r) dr

8) / %m)

9)/ @ - 3w3w 2 4
0 /422417 7

11) /(22 s >dz

12) /3sec2(u)(

13) /sec

14) /tanz(tx)secz(oc) sen(a)du

x+1
15) [T ax

1
16) /1+e—xd

tan(u +5)) du

5+ 2tan( )du

103
17) / sen(2x) cos(2x) dx

18) / tan(x) In(cos x) dx

19) /xx(l—l—lnx)dx

x+1
20
)/1+ 2

21) /xcos(xz)dx

23) /senx\/l + cosxdx

dx
24 _—
) /1 —senx

1
(Sug: Multiplique por

1+ senx

udu

2s) [
) V3 +u?

x+3
20) [ 31

+ senx

y separe)

2
27) /Zx —|—4x—|—5 dx
x—1

z

28 / dz
) z+1—+vz+1

cosXx — senx
29) / dx
senx + cosx

30) / In( tanx
senxcosx
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1
31 /—dx
) xvVx—+1
2 1 1
2—-1 u—1 wu+1

(Sug. : )

Calculo: Integracion por partes

104

8.8.27 Calcule las siguientes integrales indefinidas

w+1
1)/ 0 dw
2) / log(5y* — 4y) dy
3) / arcsen(2y)dy
9 [(p—1errap
te!
6) /sec3xdx
7) /cos(lnr)dr
8) /(3y2—|—1)ln(y2—1)dy
w+1
9)/ 0 dw

10) / w38+ dup

1 [ %

12) / In(v/x)dx

13) / xsec(x) tan(x) dx
14) / yarctan(x) dx

15) /x3ex2dx

16) /xarcsen(x
V1—x2

17) /e sen(36)do
18) /wze_wdw
19) /cos(x)ln(sen(x))dx

20) /x3e dx

8.8.28 Calcule, usando integracién por partes, / |x|dx. (Sug: Use |x| = V2 y eventualmente

hay que racionalizar)

8.8.29 (x) Verifique, utilizando integracién por partes, las siguientes férmulas de reduccion:
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xn—i—l
n — _ _
1) /x Inxdx = 1) (m+1)Inx —1)+ Cconn # —1
2) /sen”xdx = —% cos(x) -sen”fl(x) + n-1 /sen”z(x) dx (Suger: u=sen"" L(x) y dv=

sen xdx)

1
3) /senz(x) dx = E(x —senx - cosx) + C (Suger: Aplicar férmulas anteriores)

8.8.30 Calcule las funciones que cumplen con las condiciones dadas

D pl(w)=2w+1, p(1) =
2) (1) =62 424+ 12, (1) = -1, z(1) =

3) q"(t) =122 — 12t — ¢!, g'(1) = —1—¢, q(1) =0
8.8.31 (*) Determine una funcion f tal que f(—1) = =3, f'(=1) = —10 y f"(x) = 24 4 4¢>(*+1)

8.8.32 (x) Sea f una funcion cuya gréfica contiene el punto (1, 6) y que una ecuaciéon de su
recta tangente en (x, f(x)) esy =2x + 1. Encuentre f(2).

C. Calculo: Integracion definida

8.8.33 Calcule las siguientes integrales

1
1) [ e(ef —1)4d /
)/oe (e )" dx 6) —x3
33 2 7
2) /_2(10 (p—4p~7))dp 7) /2 g/ + 2dq
T 7T
3)/ 4cosr+sen (r— — )| dr / v’ +3
—n/z[ ( 2)} 8 ) 28+ 180-57"
—2//3 du —1x+1
4/ _ /
) -2 uvu? —1 %) 0 x+2dx

In8

5
5)/ 16— duldu 10) [ eVIitedr
1

In3
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/4

11 3sec’u(tanu) 4 5du 7
) n/6 ( ) 18)/ f(x)dx si f(x) =
9
12) / Vslnsds
1 3
» 19) /_3(|2—x|-|—x2)dx
13)/ zcos2zdz
/6
20) / 0 i
-1
4
‘ , 21)/ %% — 4x + 3| dx
15) / (14 Inu)2du 0
1
/2
16) /0 In(4 — 7x) 22) /7T C054x
JW e
7/3
23) dx
2 xtsi —4<x<1 5/3 /4 —9(x —2)2
17) / f(x)dx si f(x)=
’ x> si 1<x<10 m?
24) / cos \/rdr
0
8.8.34 Encuentre la formula para ¢(u), dado que g(0) =1y que ¢'(u) =

b
8.8.35 Verifique que / f(x)dx=b—c si f(x)=
a

/2 1
8.8.36 Compare los valores de / sen(t)dt / xdx. ;Son iguales?
p v Y (H)dty A Vxdx. ;Son ig

8.8.37 Realice el cambio de variable s = at para mostrar que

0 si

k si

1 si

c<x<b

X ds 1 X
/0 _— = Earctan<5> con a #0

a? + s?

X si
senx si
1—u

4 —y?

106
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D. Calculo de areas

8.8.38 Determine el area de la region limitada por:

1) f(x) =x3+2x yeleje X, desde x = —1 hasta x = 3.

2
2
2) x=y+5y x=1Y ;_ .
3) y=0y y=1—x? desde x = —1 hasta x = 1. Realice la representacién grafica de la region.
4) y=0y y=2—|x| desde x = —2 hasta x = 2. Realice la representacion gréfica de la region.

5) y=x%*—4x+3 y y= —x>+2x + 3. Realice la representacién grafica de la region.

3x? si 0<x<2
8.8.39 Considere la funcién f definida por

16 —2x si x>2
Determine el 4drea de la region limitada por la grafica de f, el eje X y la recta x = 3. Incluya un

esbozo de la region.

8.8.40 En las siguientes figuras, calcule el drea de la regién sombreada.

1)

—g(x)=5x*-3
f(x)=3x+5
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2)

3)

y=2x+1

y=2x-3

y=x

4)
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L L L L L 1 L L L L L L L L 1 L L L >
-1.0 -0.5 05 y=x°>-2x
5)
A —h(x)=x*- 6x+9
— 2
\6_ f(x) = x
4l
2t
1 1 2 3 4 =—g(x)=5-x
6)
A y=x?
4_
I y=2x
3_
N
i
[ —— 1 1 1 7y=2_x
05 1.0 15 o~

7)



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

8.8. EJERCICIOS (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 110

8)
AR
L es
sk
4}
y=x
oL
2
y=-
I e e X
-0.5 0.5 1.0 1.5
9)
\ A y:x3/ /y=X2—2
o y=1

0.5}
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10)

A y—=2x+5
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Capitulo

Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

1.1.1 ﬁ

Usamos los axiomas de orden:

y<x — y+x<x+x

— - (y+x)<3-(x+x)

xX+y
5 <X

1.1.2 ﬁ

Por contradiccién: Si x > y entonces podemos tomar

€= % > (. Pero, por hipétesis x <y + €, enton-
ces
X—y_ Xx+y
x§y+e:y+T:T<x — x<x

Contradiccion.

1.1.3 '3

Usamos la defincién y la unicidad de los inversos
aditivos.

a) —(—x)+(—x)=0 = —(—x)=x
b) (=x)y + (xy) = (—x+x)y =0

= (—x)y = —(xy)

(=x)(=y)—xy = (=x)(-y)+(-x)y
c) = —x(-y+y)=0

1.1.4 '3

1 1
Como z # 0, entonces =y = =y

1.1.5 '3

Usamos los axiomas y las propiedades de la relacion
de orden.

a) x#0 = x> 0 por la regla de los signos.
b) x>1 = x-x>x-1=x . ¥2>x
c) 0<x<l = x-x<x<1 . x*<1

d.) Podemos multiplicar por 1/y y por 1/x,

1 1
0<x<y:>0<f<1:>0<7<7
y y x
e.) Use induccién...
o x—y
f) Racionalizando:/x — \/y = ——— <0
WS

pues x —y <0y x,/J>0. .. Vx<,/y
1.1.6'3

Podria analizar los tres casos: 0 <x <y, x <y <0
y x <0 <y. La conlusién es:

x| < |y| = x* <y?, sino x* >

1.1.7 '3

o X
Por contradiccién: Si x > 0, podemos tomar € = 5 >
0 y por hipétesis

x<e —= 0<x<

N R

lo cual es una contradicciéon pues 1 £ 1/2.
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1.1.8 ‘5 1.1.13 ﬁ

Use la definiciéon de valor absoluto.

1.1.9 ') 5 5 >
a.) Tenemos . 1<x_1 <§
2 2
¥ =lx—y+yl <lx—yl+yl .
= —<|x-1]<=z
ly|=ly—x+x| <|x—y|+|x| 5 -
1
Por tanto .,
|x — 1]
==yl <lx[ =yl < lx =yl
esto dltimo es equivalente a lo que estamos 1114 ')
buscando.
1 3 5
0<|x—2|<7 o —<x< =
2 2 2
b)) x| =yl < [lx] = lyl| < |x =yl <c
7
- ——<x—6<—=
o=yl <e “ /

c) Si x #y = |x —y| >0, entonces podemos y
tomar € = |x — y|/2. Aplicando la hipétesis,

lx —y| <e
llegamos a una contradiccién 1.1.15 ')
1 3
1. - ~1 >
1.1.10 '3 ) 5 < lx—1] < >
Observe que b > 0, entonces 0<|x—2[< 5 =
7 < |x—6] < 2
—b<0<x—a<b= |x—a|<b 2 2
1.1.11 ™ —6 9
') de donde |x ’<2-f:9
|x — 1] 2
lx—3|<1 = 2<x<4 1.1.16')
— O<x—2<2 Este es un calculo algebraico con desigualdades:
= |r-2[<2 ]x—3\<§ — 5lx—3|<e
1.1.12 ‘) Como 0 < a < p < b, al tomar re- = [px—-15[<e

ciprocos de ntimeros positivos se invierten las des-

igualdades: 1/b<1/p <1/a. 1.1.17 ')
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Usamos el hecho de que [sen x| < 1,
|2sen(x)(x —2)] < [2(x—2)]

1.1.18 '3

Observe que x*> —5x + 6 = (x —2)(x — 3), entonces

|x? =5x+6] = [(x—2)(x—3)]
= |x—2[|x—3]
< |x—2[6

Ahora debemos acotar la expresion |x — 2|.

|x — 3| < (5:min{1,§} < 1, entonces

x=3|<1 = 2<x<4
= O<x—-2<2

= |x—-2|<2

Ahora completamos el razonamiento:

|x — 3| < 5:min{1,§} < g, entonces

|x2—5x+6] < |x—2[0

< 25<z§:e

1.1.19 ﬁ

x2+3x—|—1_
x—1

|x —2||x — 6]
lx — 1]

11‘ =

J|x —6|

x—1]
Ahora debemos acotar las expresiones |[x — 1| y
x—6)

116

. = < |x—1] < 2
0<|x—2|<5<§:>
= < |x—6] < =
Por tanto,
x> 4+3x+1 5lx — 6
— 11
x—1 |x — 1]
1 9
.62
S o102
9
2.6.-2 =95
< 2
€
9.- =
< g =€
1.1.20‘3
2
— S=1/—
lx—6] < N
2
-6 =
k=6l < \/x
2
—6)2 =
(x=6? < =
2
N
(x—62 ~

222 =3x+1=(x—1)2x—1);1a

1.1.21 ')

expresion vale [2(x — 1)| <e.

1.1.22 '3

9|x — 3| <€, pues |x — 3| < 1implica |x + 5] <9.

1.1.23 ')

a) 6=1/6

|x? +2x — 15| = |x = 3| |x + 5| <

b.) &=1/(6n)

c) 0 =min{l,e/6}
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Soluciones del Capitulo 2

2.1.1 ﬁ

Analizamos |[5x —3 — 7|

5x—3 — 7| = |5x— 10|
= 5x—1| <e

. €
Estos nos dice que debemos tomar § = 5

Formalmente: Si 0 < |x — 2| < g,
5x—3 — 7] = 2|x—2|
€
5,
< 5 < €

2.1.2 '3

Analizamos |mx+b — (m-a+b)|.

lmx+b — (m-a+b)|=mlx—a| < e
Estos nos dice que si m #0, ¢ :%

Formalmente: Si 0 < |x — a| < %,
lmx+b — (m-a+0b)| =

m|x — al

€
< m— < €
m

Si m =0, dado € > 0, tomamos cualquier § > 0, la

definicién se cumple trivialmente:

|x —a|<éd = |b—D|<e.

2.1.3 ')

Analizamos |[5cos(x)(x —1) +2 — 2|

|5cos(x)(x —1)+2 — 2| = 5|cos(x)||x —1|
< 5lx—1| < e

Estos nos dice que 6 = g

_ €
Formalmente: Si 0 < |x — a| < 5

|5cos(x)(x —1)4+2 — 2] = 5|cos(x)||x — 1]
< 5lx—1]

€
< 5=«
5 <€

2.1.4 '3

. 5x% +11x +2
Analizamos e 1
x+2
5x2 +11x +2 (5x+1)(x +2)
- - =] = = =1
x+2 x+2
= 5lx] <e
. €
Estos nos dice que ¢ = 5
€
Formalmente: Si 0 < [x — 0] < 5/
2
5"“1"”_1‘ — |5x|
x+2
< 5§<€
2.1.575
2x* —8x +6
Analizamos T osxto +4’
x—1
2x2 —8x+6
— 44| = [2(x-—-1
O] = el <
. €
Estos nos dice que 6 = 5
€
Formalmente: Si0<\x—1|<§,
2x? —
w+4 = 2|xf1|<2€:e
x—1 2

2.1.6 '3
€

0= 37 luego haga la prueba formal.

Justifique por qué se deberia tomar
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2.1.7 ‘5

Analizamos |x2 — 4| si [x —2| <6

|x2 —4] = |x—2||x+2]
< Jx+2] <€
Para acotar |x + 2|, acotamos 6.

Por ejemplo, si 6 <1 = |x + 2| < 5. Entonces se

deberia tomar
. €
0 = min {1, 5 }

Formalmente: Si |[x —2| <7,
El estudiante debe completar la prueba

2.1.8 ')

Observe que

x3 — 2x2
x—2

—4‘:x2—4

Ahora ya puede completar la prueba (puede mirar
el ejemplo anterior)

2.1.9 '3

x2+3x+1
x—1

|x —2||x — 6]

-1
x =1

J|x— 6|
|x =1

1
Acotamos: Sea § < 5 Ahora debemos, con la infor-

macién que tenemos, acotar las expresiones |x — 1|
y |x—6

< Jx—1] <

1
0<|x_2|<5<§ =

7 9

118

1
Por tanto, tomamos é = min { > g} (por qué? (de-

be justificar)
Formalmente: Si |x — 2| < J,

Jlx — 6|
[x =1

x24+3x+1
x—1

—11‘
9
< 2-4- 5 pues..

< 9.-=c¢ pues..

Nel o)

2.1.10 ')

Justifique por qué se puede tomar
. €
0 = min {1, 9 }

Luego haga la prueba formal.
El estudiante debe completar la prueba

2.1.11 ')

Observe que

f() +8(x) =11] = [f(x) —4+g(x) =7

< [f(x) =4+ g(x) = 7|

Ahora utilizamos la hipétesis para hacer una prueba
formal.

Si limf(x) = 4, entonces, dado € > 0 también

xX—a
€/2 >0, por lo que para esta cantidad existe J; >0
tal que
¢

si0< [x —a| <& = |f(x)—4|<2

Si 31(1_r)r;g(x) = 7, entonces...

El estudiante debe completar la prueba

2.1.12 ')

Como L >0, tome € = L/3. El estudiante debe com-
pletar la prueba
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Soluciones del Capitulo 3

Inmediatos, forma “8” y otros

3.2.1 '3

1y
2)
3)

4)

w01 OPNY| =

5 L=lm-—r "/ =0

6) —
7)) —20
8 -1
9 1
10)
11)
12)
13)

N QI
01%
w

N o
—_
R

14)

15)

e~

N =

Cambio de variable

322 %
1)
Sugerencia: u® =1+ x.
El limite es
2)
Sugerencia: u® =5z + 1.
El limite es: —

-1

3 30

4)
Sugerencia: u = J/y.
El limite es: —

SR

6)

7)

QO\GN

119
Trigonométricos
323 %
1) —4
2t
2)  Sugerencia: sen(2t) = senz(t ). 2t y aplique el
-1
limite especial. El resultado es T
3
3 —
) 2
4) 2
1
5) 5
6 V2
38
7 —
'
8 _
: 2
9 2
3
100 <
1) —
) 4
12) —3v3 ~ —0,206748
7
-2
1 Ve
3) >
14) 2
15) 5
45
1 =
6) 22
17) % ~ —0,636620
18) 0
19) 0
1
200 -
.
21) 5+ V3 ~ 3,23205
22)  cosa
23) —sena
24)  Multiplique “arriba y abajo” por 1 — \/cosx y
7
por 1 + cosx. Luego use sen(7x) = sen(7x) 7x. El

resultado es 28

3.2.4 '3
1)  No. vVx* —16x? = |x|Vx? — 16, es decir f no

estd definida en los alrededores de x =0, por lo que
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x = 0 no es un punto de acumulacién. Por lo tanto,

el limite lim v/ x% — 16x2 no existe

2) x #X;.O

3) x#3.

4)  Si

5 Tome f(x) =1/xy g(x) = —1/x para x # 0:

Soluciones del Capitulo 4

4.2. Limites unilaterales
4.2.1 ')
1) 3
2) 2
3) 3
4 1
5 2
6) 0
7)1
8 2
421 ')
1) 1
2) 0
3) 1
4) 2

4.2.1 ‘j

1)  Existe por la derecha y es 1.

2)  No existe.

3) 4

4 3

5)  Existe por la izquierda y es —3.

4.2.2 '3

1) VaaeR-{-1,-3}
2)

1) Ambas funciones valen —1six <lylsix>1;
sus limites laterales difieren.

2) Parax #1, f(x)g(x) =1, por tanto el limite es
1.

120

ninguno tiene limite finito en 0, pero f(x) 4+ g(x) =0
y su limite es 0.

6) a=15.

7) a=b=4.
3

8) T

4.2.3 '3

1) -4

2) -4

3) -1

4)  No existe.

5 6

6) b5

7) 6

8) No existe.

9) 2

10) 2

1) 2

12) 2

Conceptos Basicos
4.5.1 '3
D)
@) 1
(b) No existe
(0) 2
@) 1;1
(e) oo
2)
(@) oo
(b) No existe
(c) No existe
@) 3
(e) 3


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

3)
(@) —1
(b) 0
(o) 2
) 1
(e) O
(f) No existe
() 0
4)
(a) 2
(b) No existe
(0 -2
(d) No existe
(e) 2.5
(f) 2
5)
(a) —oo
(b) 1
(c) No existe
(d) No existe
) —2
(f)
(8) o
6)
(a) 1
(b) oo
(o) 2

(f) —o0

(g 1

(h) 2

452 ')

1
3+ 115,
X x2-2
Fla) = {34 G
—3 4 6e(x73),
2) Por ejemplo,

(x+3)72 42,
0,

- - 3
—(x+3)2+x2-3,
_]_,

2 —42-(x=1)/2,
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Una funcién que cumple las condiciones es

x < =2,
—2<x <3,
x> 3.

puede tomarse f(x)
x < =3,

x=-3,
—3<x<0,
x=0,

x> 1.

3) Seak=1In(3/2)yc=1+ 3 Un ejemplo es
-1, x= -3,
1, —3<x< -1,
2, -1<x<1,

flx)= =rs Enx=c
—143e D x>1, x ¢ {3,c},
-1, x =23,
1, X =c.

se evita el cero de la expresion sin alterar el limite.

4) Una funcién adecuada es h(x) =
4, —3I<x< -2,
5432, —2<x<2,
0, x=2,

(x—3)%, x>2,x#3.
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Calculo de limites

4.5.3 '3

1) ooizq, —ocoder
2)  —ooizq, coder
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9 0

100 0
11)
12)

—00

00 izq, —oo der
(0]

00 izq, —oo der
(0]

4.5.4 ﬁ
1) 0
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)

W O =

11)

=1 —N| OO R

12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)

Ol = O = = O

Teorema del emparedado

4.5.5 ')

1)

Como —— <

—_

senx
X

1
< —, entonces
X

=

. senx
lim

X—»00 X

=0
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2) 0
3) 2
4)

2x _
x2+cosx x<x+

2x
COS X )

Observe que

5 0
6) Observe que

—1 <senxcosx + cos?*(4 — x) <2

Calculo de limites

4.5.6 ')

1)

Sugerencia: Analizando obtenemos

241 S

/1
x > . 1, pero eso solo es vélido si € < 1. Lo

1
que sirve para ¢ >0 es M = - > 0 (¢por qué?).

Ahora construya una prueba formal.

2)
Sugerencia: Verifique que

1

VM

M -2
(x—2)2> — [x—2|<

Ahora construya una prueba formal.

3) Como |x—1| — 0%, setiene —1/|x — 1| — —o0.
5x% —1 1
4) 5 =5-3—5.

4.5.7 '3

3L
Puede tomar & = - Y deducir B. Observe que se
requiere 0 < e — L (;por qué?)

4.5.8 '3

Usando la definicién: dado M > 0, existe 6 > 0 tal
que

x—a|<d = f(x)>g(x)>M
Por lo tanto se cumple la definicién que justifica que

lim

lim f(x) = s
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Las sucesiones x,, = 27tn + 7w/2 e

4.5.9 ‘3

Soluciones del Capitulo 5

5.1.1 75 No, los limites laterales son distin-
tos.

5.1.2 '3

1) R-{1}

2) R-{-1,2,3,4}

5.1.3 '3

1) a=-1,b=1

2) a=1,b=2

5.1.4 '3

1)  Falso.

2)  Verdadero.

3)  Verdadero.

4)  Falso.

5) 1) Verdadero. ii) Falso.

. 3
f no es continuaen -1y m = >

5.1.5 '3
516 %
5.1.7 '3
5.1.8 ')

a. (a=2yb=1)6(a=-2yb=-1)
b.a=2yb=1
5.1.9'3 a=0b=2yc= .
5.1.10'3 a=1yb=6

5.1.11 '}

1) Noenl.
2) Noenl.
3) Noenl.
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Yn = 271tn + 371/2 tienden a +oo, pero senx, =1y
seny, = —1.

4) Noen0
5.1.12 ')

1) a= 1, c= _Tl
2)  No ei gosibleg
3) a= 5=

Teorema del valor intermedio

5.1.13 ﬁ

( 1)P(1) < 0, como hay cambio de signo en
[—1,1] v P es continua, existe ¢ € [—1,1] tal que
P(c ) 0

5.1.14 ')
P(1)P(3) <0 y P(3)P(4) < 0. Como hay cambio
de signo en [1,3] y [3,4] y P es continua, existe

c1 €[1,3] yc € [3,4] talque P(c1) =0y P(cz) =0.

5.1.15 '3

Sugerencia: Cuando x < a3, f(x) <0, asi que no hay
ceros a la izquierda de a;. Observe que

lim f( )=

x—ml

+oo y lim f(x)=—
x—a;

Luego analice el signo entre a; y 4,1 y aplique el

TVI (f solo es discontinua en x = ay,...,.x = a,).

5.1.16 ') Sea F(x) = —x® + 4senx +

4cos? x. Se verifica F(—2) >0, F(—1) <0y F(0) > 0.
Por continuidad hay una raiz en (—2,—1) y otra en
(—1,0).

5.1.17 ')

Considere g(x) = f(x+ 7t) — f(x). Evaltie g en x =
0 y x = 71 y use el teorema del valor intermedio pa-
ra concluir. Observe que hay dos casos: g(0) =0y

g(0) #0.
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Soluciones del Capitulo 6

6.3. Derivadas por definicion Lo —Ar+6t—1
B S0 = G —ae
6.3.1 % ut 4 8u® — 13u? — 14u — 18
16 "(u) =
h s N TV R
2 L, ) P = 64:2(41r is;rgzu
3 - B
" 44 18)  ¢'(x) = —4xBarctanx + xzx+21
V3 ,/ .\ _ arccosx — arcsinx
5 0 YT
6) (1—i_3\@) 200 H(x) = 1+ cosx
2
7)  §(x)=2cx +1b. 21)  f'(u)= m
8) h’(x):W. ) f(u) = 14+ Inu+e"(ulnu —Inu—1)
u)2 '
9 ) =1+, (1)
2\/> 23) f/(z) —2/3 <1 + r;’Z)
10)  W(x)=— 4
(X 1) 24) g/(t) — . :2 .
6.3. Calculo de derivadas AR
25)  g(t)=—— -
6.3.2 ') t(t+1)
) P = 1627 — 1558 26) h'(x) =cosx + senx.
2)  fl(x)= 4x1/3 — 4x*.1/3. 2 Wz = et (\/1 — z%arccosz + 1)
3) '(2) = e 4 1 V1—22(arccosz)®
§\) = 2z 22z 28)  W(z) = -1 __arccotz
4) H(z)=3-z244z73 7743 Vz(14+22) 22z
Z; ;,EZ)) :éiztzsv iss 2 6.3. Regla de la cadena
7 flly)=2+3y""2 6.3.3
8)  fI(t) =202 — % ') ) X
9 .« (ad —bc) D flly)= {(]/ +3) 1} ) (]/2+3) Y.
) fl(x)= m 2)  f'(9) =5sec(50) + 10sen?(56) sec®(56).
’ L\ 3 f(x)—27(5x— 72/ (x4 2)"
10)  f/(t) =2t+ <3t> . o g 185 105t
, [(1+7)cosr — senr] = 2V 58
11) fir) = 14172 T 5 F(x)= (3tan?x - sec®x) (escx +2) + (tan®x — 1) cscx - cc
[—senr(1 —r) — cos¥] (cscx +2)°
(1—r)2 ' 6)  f'(x) = (4x —5)e>’5x+3,
1202 +8u—1 , 7\4 q
12) f/(u):m. 7) f(q):5<qz—x3e3) (1-ef).
13)  f(p) = —24p% —3p> —8p — 1. 8 fla)=—0.
10 — 2x (e +1)

) =G5 9 flx)=t1+t(+1)""
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10)
11)

12)

13)
14)

f'(z) =

17)

18)

19)

20)

21)
2)
23)
24)

25)
26)
)
28)
6.3.4

1)

2)
3)
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fip)=3p* (P> 1) —2p+ 5( —10p)~".  6.3. Valor Numérico
flz)=1z11+mz)7 + 127 1+ v2)
f'(x) =3e>¢ (ln x) +2e3%¢’ (ln x) lnx 6.3.5 ')
21n (2y + 6) g ) (f-8)(2)=5
f/(y):7 2) hl(_l):_6
(y+3) )
3 (f/g)(5)=8.
2In (ln (22 — 82)) (6z2 — 8) 4 g4 = 3 '
[(223 — 82)In (223 — 82)] 5) 16
F(x) = [In5-¢> -5 —sec?(x +1)] - sen(42x) —6[e° +tan(x +1)] - cos(2x)
sen*(2x) rEy
16) f/(w) — # . E sen(wz) - 2w a) (f + g) (5) - 1
2w—1) w cos(w?) » b) f- g)'(S) g
W' (z) = 2arccos (§> : =
1- (<) o) (f/8)'(5)=-8
Ea 4) g/f)/(5) =2
.. 3arctan?(In(x? + %)) - (2x + ¢*) /
PO e e o (L) 6=
h,(x): 3ln3-33(x3+4) -g/(x3+4) .xz f_g
3g(x3+4) 41 6) (poq) (6)=—4
f’(x):m(x+3) < —2x 1 8 9 o
(4x —1)2 1—-2x2  x+3 4x-—1 ) h(Z)——E.
3
o) — (0—1)° 3 1 1 W(O0)=—>.
f(v)_\/(20+7)(5—v)2(20—2_Zv+7+5—z3 g/()z—?%.
f'(t) =2t 1int. 10) H'(3)=28.
f (w) = eV Y (w lnw) . 11) Hl(3) _ e—12 '
,(Z) — 1 2z sec (el 22) tan (81_22) . 12) e
/ plisen 12uln? (3 — 21,{2)
W (u) = (senu + ucosu) — 3o 2) F/(O) .
W (1) = —12ku? cos® [ sen (ku?) | sen|sen (ku?) | cos (ku3)b) H'(0) = 3In2.
2¢%H
¢'(u) =2cotuln(senu) — T 13)
¢’ (u) =3u*sec (u%) . Y 7 - %1 |
13
, f'(Inz) — (1+2z)f(Inz) b) §'(4) =+
y = Y i
y = el If () /() = e f ()] ) =sy (L) 5=
(96 =8y (L) )=
y =20 (@) = n[f(w)]" 7 f () 15 /(1) = %
2
y = [4f(In®w) + 3lnwa’(ln%u) . 16)  f(3)= —1

4)
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6.3. Conceptos teodricos

6.3.6 '3

1) g(x+h21 =80 _ fetn)x
f(x) 4+ xfr(x).

2) g(x+h21—g(x) = B[f(x + h) +

Fx+h) = f(x)

Fan LW I p o).

h
3) a=2yf(x)=xb

h

4)  f(0)=0,f'(0) 1 Y fl(x)=x*+1.

5)  y/=h+ xh! = (1 — x?)h; multiplicando por x y

usando y = xh, resulta la identidad.

1+1/x
6) I=— .Como =1—-(1+
Y= A xt g g(x)y (
x)y, se obtiene xy/ = y(yg(x) — 1), x # 0.
7)
a) Por la regla de la cadena, f"(x
—f(1/x)/x* = —f(x)/ 2.
b) a=c¢, b=0.
d 2
8) Por la regla de la cadena, Ir f(In(x%))
i) 2
eZI(x)x x5’x7é0
! —_
6.3. Derivacién implicita
6.3.7 ')
1) Derivando: 2xz + x2z/ + z2 4+ 2xzz/ = 3; en

(=3,0),z/=1/3.

2)  (1+e)(xr+1)=0; por tanto x/ = —1.

3) 2zz1=(1+42z)/(w+z);luego z/ =1/2z(w +

z) —1].

2x +vy
—x/[(2x +y)In(2x + y) + 2x].

6.3.8 % h_ ¥

= 0; asi, x/ =

dy

dx  y—27 dx2

6.3.9 ')

)y =By —yln’y
~ 2xIny — ycosy — ye*’

22x

) —

(y—2)%

senx —y? — 1

2 =
)y 2xy —eY
, o yeY+1
) y_1+3y2—xex?/'

6.3.10 ')

) f(x) =x"(In(x) +1)
2)  fl(x) = (2x1n(x+1)+x+1)(x+l)

3) g'(x)=

4) H(x)= (C’)In (x®+x) +
(x+3)[sen(x) - (x+3) —cos(x)-(x+1)]

2x—1yx

(In(2x) +1)

(2x)°

126

(3x2 4 1) (3x—2)>( +x)3x 2

x3 4+ x

5 vy =
6) H(x)=-—
7y flx)=-

3943

e¥ cos? (x)

—14x2+51x—6

4x5(3x 4 2)6v/x2 + 1
x (5x° — 451 + 4)

(5x3 +1)°

6.3. Derivadas de orden superior

6.3.11 '3

1) z’“ —64e! 4,
2) x"=16(1+2s)3
3) y :10
4) Y= —1§(x +1)74
n_ Yy
R R
9
/N __
O T i my

6.3. Otros ejercicios

6.3.12 ﬁ

1) fr=

(13 — 6x)e~

sustituir, f// +4f/+4f =0.

2) A=B

6.3.13 ‘3

1)  Derivando F = fg dos veces: F/ =

-1
=— Yy C_73

2

4

Frr= frg+2f1gr+ fg.

2) 1:/// (X)

=f"(x)-g

g+ f(x) 8"

(x) +3f"(x) - &’

y frr=(12x — 32)e~%; al

flg+f8ly

(x) +3f"(x) -
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FO(x) = fO(x) - g(x) + 4f"(x) - g + 6"(x) -
§(x) +47(x) - g (x) + f(x) - g4 ().

6.3.14 ﬁ y=e*(1+x), yr =e**(3+2x),
y!1 = e**(8 + 4x); la combinacién y/7 — 4y’ + 4y es 0.

6.3.15 '3

y/ + Yy =senx.

6.3.16 '3

y/ = Lcosx + Isenx — 10 y

Para x # 0, g/ = mwcos(mx)/x —

Soluciones del Capitulo 7

7.5. Teorema Rolle y TVM para derivadas

7.5.1 '3

Se cumplen las concdiones del TVM para derivadas.

a) c=-1/2 € [-2,1]
b) c=3 € [2,6]

7.5.2 '3

Por el teorema de Bolzano, x° + 4x — 1 =0 tiene una
solucion en [0,1].

Si f(x)=x">+4x = f'(x) >0, por tanto, por el
Teorema de Rolle, no puede pasar que

f(c1) = f(c2) =1 (sino f’(c) =0 para algun c...).

Por tanto, x> + 4x — 1 = 0 tiene una tnica solucién
y ademas esa solucion esté en [0,1]!

7.5.3 '3

Usamos el hecho de que |cosx| < 1. Por el TVM pa-
ra derivadas, existe ¢ € |a,b| tal que

|sen(a) — sen(D)]

< <
b= <Jcos(x)| <1

754 %
Observe que h(0) = h(2). Ahora aplique el TVM pa-
ra derivadas.
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sen(7tx)/x?; al derivar otra vez se obtiene g// +
2g1/x = —mg.

6.3.17 '3 yr = 4x/(x> + 1) y yn =

4(1 — 3x%)/(x? + 1)3. Ambos lados valen 16x(1 —
3x2) /(x> +1)%

6.3.18 '3

Q(2) =6.

|sen(a) — sen(D)|
b — al

<|cos(x)| <1

7.5. Recta tangente, recta normal

7.5.5 '3

normal: 4y = x — 14.

7.5.6 '3
7.5.7 ')

gente: 2x +y = 2.

7.5.8 '3

la recta dada: P(3 —3) y Q(1,3). Las rectas norma-
les, respectivamente son: y=x —6yy=x+2. La
recta tangenteen Qes: y = —x + 4.

7.5.9 '3

tangente horizontal en: P(e~!, —e™1).

7.5.10 ')
7.5.11 ')

Recta tangent: y = —4x +5. Recta

f(x) =2x? —x.

—x2

Pardbola: f(x) = =~. Recta tan-

Hay dos puntos de tangencia para

Recta normal: y = x —3¢~2. Recta

w—1=—(u+2).

) y—i=-0-8
2) y-1=-2(x-73)
7.5.12 ﬁ (if’)
7.5.13 ') (2,4)
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7.5.14 W (-1,e7). 13) 1
'3 14) e L
< 1 15) 0.
7.5.15 N —-3=—-(x+1).
9 yo3msletl 16 5
9 17) 1.
5. =—(x—3). 1
7.5.16 '3 y+2 4(x 3) 18) 3
19) 0.
7.5.17 ') La recta tangente es perpendicu- 20) €2
lar a la recta y = ~Yen (—2,3) y (2,7). Posee rectas 21) oo,
9 22) 2.
tangentes horizontales en (1,3) y (—1,7). k+n
23) .
< n
7.5.18 N 5. —
') 24) —3
25) e4
7.5.19 ﬁ 236. 1
26)  —-.
27) —47r
7.5.20 '3 y=x+3In3. 28)
35
La segunda recta tangente:y = x + — — In8. e* — (1+7)
4 a) Sin =1 entonces lim,_,g+ — = 0.
7.5.21 y=-242 v 1
- ') 4 16 b) Sin =2 entonces lim,_,o+ e_in—i_x) =5
2 X
e = = =X — O. — (1
7.5.22 ') y=3yy 3x > ¢) Sin > 3 entonces lim,_,g+ ein-I-X) = +o00
7.5.23 ') fL(=1) # fi(-1). 7.5. Conceptos tedricos
7.5.25
7.5. LUHopital y formas indeterminadas ')
. . : / —
7 5.4 ﬁ a.) Der.n’/ando directamente se obtiene f’'(x) =0,
verifiquelo.
-1
1) —. T T
6 b.) f(0) = — pero f(2) ~ —2.356 # —
3 L c.) Aunque f'(x) =0, no se cumple la hipétesis
4 0. de que el dominio de f sea conexo (de una so-
5 -1 la pieza, como un intevalo ]a, b[). Por tanto no
6) . podemos deducir que f sea constante con solo
7 L que la derivada se anule.
8 1.
9) e B
1 7.5.26 VN
100 . ')
‘11 El teorema de L'Hospital no se aplica por que falla la
11) 5 hipoétesis de que g(x) # 0 en un entorno |a, o[ para
12) 1. algin a € R.
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f(x)

Para x — 0O,
g(x)

7.5.27 '3

2
1
xszerx/X) — 0 por acotacién. No se puede aplicar
U'Hopital:: fr/gr — 2xsen(l/x) —cos(1/x) oo
cosx
de limite.
705'28') a+b+c+d=24

7.5.29 '3
7.5.30 '3

7.5. Extremos locales, crecimiento, decrecimiento
y concavidad.

7.5.31 ') a=—2 y b=4. Esvalor mini-
mo.
7.5.32 _2 b=-1
5. '3 a=3y b=-1

2, 1, -4 7
7.5.33 '3 f(x) = g Tt gty
7.5.34 '3
1) F
2) E
3 V.
4) F
5 FE
6) V.
7) V.
7.5.35 '3

1 1

1) ce (1]—oof—§[U1h/+°°D
2) ng o C:—g
) L

-7 5
7.5.36 '3 ”6}2’_2{
7.5.3773
1) x:%,x:O,le.
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7.5.38 ')

1)  Maxen (—3,297); minen (0,0).
2) Maéxen (2,1); minen (—2,—3).
3) Maéxen (1,—2); minen (e, —e).
4) Max en (—%,1),(0,1) y (%,1); min en

(-5 -1)y(E -1

7.5.39 ')

1) Crece en |—oo,—2[ y en [0,00[; decrece en
[—2,0]; max en (—2,3\%1); min en (0,0).
2) Crece en [—2,0]; decrece en |—o0,—2] y en
[0,00[; méx en (0,1); min en (-2, fracl3).

3) Maiéxen (0,—2); minen (2,2).
4) Méxen (0,¢*); minen (—2,5) yen (2,5).
5) Minen (0,In5).

k =1. Se trata de un minimo.

7.5.40 ')
7.5.41 ')

7.5. Trazo de curvas

7.5.42 ﬁ

a=-3,b=3,c=0.

3 -1
1) z=—5Y= 5
2) x=3,y=1L1
3) w=0,y=—-1len —oco,y=1enco.
4) u=-2,y=2u-—4
5 x=0,y=—-1len —oo,y = xen oo.

7.5.43 '3

1)  f crece enlos intervalos: |2,4[ y |6, +oo[ pues es
donde f'(x) > 0.

2)  Solo enx = 4; pues f'(x) = 0. Alrededor de este
punto f’ cambia de signo.

3) Enx=2yx=6;pues f'(x) =0. Alrededor de
estos puntos, f’ cambia de signo.

4) f es concava hacia arriba en los intervalos
11,3[; 15;7[ y 18, +00[[ ; pues f’ crece.

5) Enx=1Lx=3x=5x=7yx=_8;puesf al-
canza méx. o min. relativos, o bien, f’' no existe y hay
cambio de monotonia de f'.
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7.5.44 ‘5

1) La gréfica de f decrece en los intervalos:
]—00,—4,5[, ]-3,5,—2,5], |-2,0[ y ]1,4o0[, pues es
donde f'(x) es negativa.

2) En x = —-3,5, x = -2y x =1, pues es donde
f'(x) es cero y, alrededor de estos puntos, hay cam-
bio de signo de f de positivo a negativo.

3) Enx=-45 x=-25yx=0; pues es donde
f'(x) es ceroy, alrededor de estos puntos, hsy csm-
bio de signo de f’ de negativo a positivo.

4) f es concava hacia abajo en los intervalos
]—4,-3[ y ]1,+00[, pues f’ es decreciente y por lo
tanto f”/(x) es negativa.

5)  En:x=—4,x= -3y x=1, pues es donde f’
alcanza méximos o minimos, o bien, f' no existe y
hay cambio de monotonia de f.

Y

P /5 8 7Tn_/8 X

Posible grafica para f"
6)

1 2 3

Posible grafica para f
7) ’

7.5.45 '3

2___

2

T
AN

D)

2)

3)

2)

5)
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6)

7.5.46 ﬁ

7.5.47 '7

D) = ) = -

10(3x2+4)
(—x2+4)”

Y
44
A A L 3|
| //_>
| 26
| ’/
|
: -4 -2 2 4 X
. . | 14
y 2 2l
|
~ - — — — — — - |_ — -
|
[
, —7T
| . —_
| 7.5.48 ') A.H cuando x — +c0:y 1
: AV:x=—-3,A.0: cuando x — —o0: iy = 4x.
|

7.5.49 ﬁ
1)

2) f/(u) _ 2u;2+4/
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2 A

Y & .
| ! v
I I 78
| 4 ! 4
I ! 2l
| 3 ! ”
| 2 ! ,/
| (4
1\ 1 /:’
| s
1 Z |
4 -3 -2 -1 - 1 2 3 4 X
M|
! :
// -2 |
7/ | |
// -3 |
7z, | |
// I -4 \
¥ | |
2) ' !

— A—m
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7.5. Problemas de Optimizacion

7.5.52 ')

1) 2 dm de largo, 2 dm de ancho y % dm de

alto.

45 63
2 (37'37)

3) Alas2:21:36 p.m.
4) y= %53( + 10.
5) La base mayor 8 unid, la menor 4 unid y la

altura 2+/3 unid.

6)  Correr 68,956 m; nadar 50,364 m; 1,955 min.

7)  Correr 68,956 m, nadar 50,364 m; 1,955 min.
8) 25cm x 6cm.

9) 200 m x 300 m, con la divisién paralela al lado

de 200 m.

10)  63.66 m el radio de los semicirculos, 200 m los
lados rectos.

2.8794 cm el radio de la base, 8.6382 cm la

7.5.50 ﬁ —

7.5.51 ‘)

Como tenemos una funcién par, solo debemos ana-
lizar el caso x > 0.

1 . .
flx)=0 = x= oy f" es positiva, es decir, te-
nemos dos minimos locales y la funcién siempre es
céncava hacia arriba. Observe que es continua en
x=0.

El grafico es

'altura; costo 23.44 colones.

12)  7.00527 cm el radio del cilindro, 7.00527 cm la
altura del cilindro.

13) A =9cuando x =3.
14) 18

3v2 11 7 —1
15) T, entre <2,4> y (8,8>.
16)  Ancho y largo iguales: 25 metros.
17)  Los ntiimeros son: 55 y 55.
18)  Enel circulo hay que emplear 10 metros.
19) 4 dmellado delabase,2 dm la altura.
20)  Ancho: g ; largo: 3.
21) Anchoy largoiguales: aproximadamente 3,54.
22)  Vol=2750 m?.

45 63

% (35)
24)  Largo 26 cm y ancho 24 cm.
25) 14:21'36” (14 h,21 miny 26 s).
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Soluciones del Capitulo 8

Sumas de Riemann

8.8.1 '3

1) f(x) =5x —2 escontinua en [—2,2] y por tanto
R-integrable.

4k
Podemos usar ¢ = —2 + - € [xx_1, x¢].

4k
. 5( 2+~ > —2
/ 5x—2dx—411m2 = -8
k=1 n
2) f(x) = |x| es continua en [—3,2], por tanto
R-integrable en [—3,2].

—x si  x€[-3,0]

|x[ =

x si €10,2]

2 0 2
/ ]x|dx:/ —xdx+/ xdx.
-3 -3 0

0 3k
En / —xdx usamos ¢ = —3 + W € [xx_1, xx]-
-3

2 2k
En / xdx usamos ¢ = o € [xx_1, x¢]
0

3k
) A T
[l = 3 Jim, P

k=1

+ 21lim

n—0o n2

Zk

3) f(x) = |5x — 2| es continua en [—2,
tanto R-integrable.

2] y por

Podemos separar la integral y usar sumas de Rie-

mann:
2 2/5
/ |5x —2|dx = / —(5x —2)dx
-2 -2
2

+ (5x —2)dx
2/5
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4) f(x) = |1 — x?| es continua en [-3,3] y por
tanto R-integrable.

Podemos separar la integral y usar sumas de Rie-
mann:

3 -1
/ 11— x?dx = /
3 3

+ /13—(1—x2)dx

5) f(x) = 2x® — x + 3 es continua en [1,4],
por tanto es R-integrable en este intervalo. Usamos

una particién regular (igualmente espaciada). Como

4—-1 3
a=1y b=4, tomamos Ax = =—
n n

1
—(1— xz)dx+[1(1 — x%)dx

3k
Usando & =1+ o € [xx_1, xx], entonces

4
/ (22> —x+3)dx=31lim }_ f&)
1 n—>ook:1 n
[ k > 3k
(2<3+1) _3+2)
| n n n
=31
0 or
=31lim )’ S Y T
n—0o =1 _n4 nd n2 n
6) Podemos usar el teorema 8.4. La funcién con-

tinua g(x) =x+2 si —2 < x <2, cumple las condi-
ciones del teorema 8.4, por tanto

/Zzh(x)dx = /zzg(x)dx

Ax = é Usando & =
ces

2 n
/ h(x)dx =4 lim
2

-2+ o € [xx_1, x¢), enton-
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n 4k
) (—2 +—+ 2)
— 4 lim =

n—o00 n

=38

También podemos proceder ast:

h(x) es acotada [—2,2] y tiene solo dos disconti-
nuidades en [—2,2], por tanto es R-integrable en

[~2,2].

4 4
Ax = - Usando & = —2+ o € [xx_1, x¢], enton-
ces

5
7) / dx =0
-5
8)  Similar al ejemplo 8.5

1 0 1
/ sgn(x)dx :/ —1dx—|—/ 1dx
2 -2 0

2k
En al primera integral use ¢y = —2 + — yen la se-

gunda integral use ¢y = ft
1

/ sgn(x)dx = —1
2

8.8.2 %

1)  La funcién g(t) = sen(#?) tiene minimo abso-
luto m =0 y méximo absoluto en M =sen(1) en el
intervalo [0,1]

2) —1<cos(t?) <1 en [-3,3]

3) m=ey M=¢"/5 son los extremos absolutos
de esta funcion en [1,5]

4) m=1y M = e son los extremos absolutos de
esta funcion en [—1,1]

5)

Verifique que 1 <

—_

<2en [rt/6,7t/2]. Luego
X
sen(x)

sen(x)

use la desigualdad x < <2x en [11/6,71/2].

8.8.3 '3
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a.) W(x)=1—cos(x)>0 = h ~

b.) 0<x = h(0) <h(x) = 0<x—senx,

senx
X

<1

c.) Ya puede concluir lo que le piden...

Primitivas y Teorema fundamental del Calculo

d X — X X —
8.8.4 '} %(e Inx) = e*Inx + ¢*/x =
X
x
d x/2 — 3e*/? —
8.8.5 % ﬂ[61n(e +2)] = i
3

1+ 2e~*/2

8.8.6‘5
x|x| /_ xVx2 /_ x?
(3 +4) ‘( 2 )‘w?z‘

—x2/2  si

Como |x| = V'x2, entonces

Vi = x|

x<0
Si F(x) =

8.8.7 '3

entonces se verifica que

x2/2 si x>0

—x s1 x<0

= |x| excepto tal vez
x si x>0

en x =0.

Pero, analizando el siguiente limite por la izquierda
y al derecha,

s 1. F(0+h) —F(0)
F'(0) = lim p

=0= |0|
h—0

Asi que F'(x) = |x| para todo x € R.

8.8.8 ﬁ

Usando el TFC
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x3 i 1
X — — si 0<x<—=
F(x) = 3 2
xj+5+1 si 1<x<1
4 2 48 2 =
1
f(x)dx = F(1) — F(0)
0
8.8.9 ') Usando el TEC

/j; F(x)dx six € [~2,—1]
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y, enparticular,/ f(x)dx = /2
0

8.8.12 ')
a.) Six#0,

-1< cos(n/xz) <ly —1< sen(n/xz) <1

Ahora determine m, M tal que

m< f(x) <M en [-2,2]

f es continua excepto en x = 0, por lo que f

1 .
F(x) = f(x)dx + /x f(x)dx six €] —1,1] es R-integrable.
-2 -1
b.) Severifica que P'(x) = f(x) si x # 0. Debemos
-1 1 x ) analizar el caso x = 0 por separado. Si x =0,
/_2 flx)dx+ /_1f(x)dx * /1 flx)dx six € [13] usando el teorema del emparedado se tiene
3
h—0+ h

Fx)=q - 4x+2 si xel-1,1] = P'(07)=0= f(0)

Y ox+ 0 s xe(13

[ fdx=F@) - F(-2) =2

8.8.10 ') Usando el TFC
0 x <0
x2/2 0<x<1

g(x) = )
2x—x-/2—1 1<x<2
1 X

8.8.11 '3

Como f es continua en [0, 7t], usando el TFC tene-
mos que una primitiva de f en [0, 7] es

F(x) = /Oxf(t)dt

—cos(x) +1 si 0<x<m/2

x +sen(x) — n si m/2<x<m

2

Entonces P es primitiva de f en [—2,2]

c) /_sz(x) dx = P(2) — P(=2) =82

8.8.13 ‘3

P’ = f no puede tener discontinuidades de salto por
el teorema de valores intermedios para derivadas,
pero f tiene una discontinuidad de salto en [—1,1]

Si f tiene primitiva P, entonces

Si K3 = K; =0, entonces P es continua en R y
P’ = f excepto en x =0, por lo que se puede aplicar
el teorema 8.15

[ Fydx=p() - p(-2)

8.8.14 ')

Del ejemplo 8.15 verificamos que el limite es de la
forma ”0/0”. Usando L'Hospital tenemos,

x2
/ eVt gt
lim 29

x—0 x2

2xeV1+¥

— i
m o

x—0

=e€
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Por el teorema fundamental del

8.8.15 ﬁ

célculo, I = eV1+2* = ¢V5,

8.8.16 '3

Zfo‘x‘ usenudu ~ 2|x|?/3; por tanto los limites late-
ralesson 2/3y —2/3, y el limite bilateral no existe.

8.8.17 '3

2xf(0 Yf
af(0)/f(1)

8.8.18 '3

a.) Se verifica directamente que F/(x) = f(x) en
10,1].
Ahora, usando el teorema del emparedado se pue-
de verificar que

2 2
F/(0+) = lim hsen]gl/h) —0=£(0)

pues —h < hsen(1/h?) <h en ]0,1]

Con u = +/t, el numerador es

Por continuidad, [* f(t)dt

(t+1)dt ~2xf(1); el cociente tiende

b.) Se puede verificar que 2xsen (1/x?) perma-

2
nece acotada. Pero = cos (1/x?) no permanece
x

acotado: Para ver esto, sea n € IN, entonces

six = — 0" si n— oo,

2nrm

sen(2nmw) =0y cos(2nm) =1

1
Ahora: f < =2/nm— 00 si n— o0
\/2n7r>

Para x #0, F/(x) =2xsen(1/x) —

8.8.19 '3

cos(1/x)y F7(0) = 0. El término cos(1/x) impide la
continuidad de F/ en 0.

8.8. Teoremas de valor medio para integrales

8.8.20 ')

c € [0,1] tal que

Por el TVM para integrales, existe

fe) = =1

1_0-/01f(x)dx
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8.8.21 ﬁj Como f(t) = —2t2 + 10t es conti-

nua en [—2,3] entonces existe ¢ € [—2,3] tal que

fle) = ;/_32(—2t2+10t)dt: 2

3

- é (15 - J@) € [-2,5]
8.8.22 ')

n [—71, 77| entonces existe ¢ € [—7, 7] tal que

Como f(t) = cos(2t) es continua

fle)= % /_pi cos(2t)dt =0

2k —1
" cos(ZC):0:>c:(4)n,k€Z.
c e _3£ _EE% E[—TCT[]
47 4747 4 ’

La problacién promedio es

8.8.23 ')

1 40
40 — 20 J20

8.8.24 '3
8.8.25 ')

31
= / (12 + 2.4sen(0.0172(t — 80)))dt ~ 9.87
0

P(t)dt =~ 147.1 millones

1 2
fprom = - foﬂsenxdx =
Enero:

365
Anual: 2 /0 (12 + 2.4sen(0.0172(t — 80)))dt ~ 12.0019

8.8. Integrales basicas y sustitucion

8.8.26 ')

1) éwz%—%w_“rC.
2\ 5\"

) () ()
1n<2> 1n<5)

3 3

+C.

3) el+e T+C.

4) —log,|5+tn2 -2 +C.
5 é“*+2u—e"*+4+C.

6) V1+Inw?+1)+C.

7) 1’ —cscr+C.
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8)
9)
10)
11)

12)
13)

14)

15)
16)

17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)

24)
25)
26)

27)
28)
29)

30)

31)

32)

2
+—=arctan

33)

g > g1 5,1
902—1302—302 +C
1, 1 5
8w+2w +C

3In (44° +7) + C.

—3z71— %ln (z2 + 1) +C.

Z“sec?u + 15tanu + C.

—WI N

= (5tarwc)3/2 +C.

—

Su —seca + C.

3 5ec
x—1+42In|x—1]+C.
In(e*+1)+C.

L
1o Sen (2x) +C.

1
—Elnz(cosx) +C.
x* + C.
1
arctanx + Eln (1+x?)+C.

1 2
— C.
2senx +

ln‘r+\/1+r2‘ tC.

2
—5(1 +cosx)3/2 + C.

2cosx + 2
senx —cosx — 1

V3+4+u2+C.

5

Zin2c+1]3 +C.
11In|x — 1] + x> + 6x + C.

2vVz+1+z+1+C.
—In|senx + cosx| + C.

+C.

%(tamx)2 +C.

vx+1-1
Vi+1+1
3Vx+1+In|vx+1+1|+
2/ —
x+1-1 Lc
23
Va2 — 1’ +C.

In +C

V3

%ln

8.8. Integracion por partes

8.8.27

D)

—we % — 27 4+ C.
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4
<2y + gln|5y - 4|)

2)  ylog (5y* —4y) — 10 +C.
3) yarcsen2y + %\/1 — 4y + C.
4) %ePQ—ZP (r* —2p) +C.
5 % _ic

S A

—_

6) = (secxtanx + In|secx + tanx|) + C.

—N

7) 5 [cos(In7) +sen(Inr)] 4 C.

2
8 (¥ +y)n(y—1) -3y’ —4y+2inly+1| -
2In|y — 1|+ C.

9) —e*(x+2)+C.
w28102+1 8w2+1

1 _
0) 2In8  2In%8 e
—Inz

12)  xlnyx— g +C.

13)  xsecx —In|secx + tanx| + C.
x? arctanx «x

14) Earctanx%— 2 —5 +C.

15 — — C.

) 2 2 +

16) x—+/1—x2-arcsenx + C.
1

17) Eez" (2sen36 — 3cos36) + C.

18) —e*(x2+2x+2)+C.
19) senx-In|senx| —senx + C.

2 _
x2e~ % e "

1 1
20) Eex2x2 — EeXZ + C.
8.8.28 '} Como |x| = V'x2 entonces

/|x|dx:/Vx7dx
Ahorasiu:ﬁydv:dx
2
V2dx = xx/x»z—/x—dx
/ e
— x\/x*z_/\/x*zdx

. 2/\/;dx:x\/;
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Es decir, .. /\/xzdx:x’;'—kK

8.8.29 ‘)

1) Integracion por partes conu =Inxy dov = x"dx,
x>0,n# -1

2) Por partes con u =sen” !xydv=senxdx,yla
identidad cos?x =1 — sen?x.

3) Use sen’x = (1 — cos2x)/2 e integre: x/2 —
sen(2x)/4+ C.

8.8.30 ')

1) pw)=w?+w+2.
1

2) Z(r)=2r+2r—-+2.
rt '

z(r) = E—f—rz— In|r| +2r—3

3)  q'(t) =413 —6t> — et — 4.
gt)=t* -2 —el — 4t + 7 +e.

8.8.31 '}
8.8.32 ')

fx) =12x2 + 204D 1 12x — 4

f(2)=10, f(x) =x>+x +4.

8.8. Calculo: Integracion definida
8.8.33 '3
(e—1)°
1
) 5
2) 45
3) 3
4) -
5 25
6 2
886
"E
9) In2—1
38
1 _
0) 3
11) 16—5V3
12)  36In3 — 1%
13) 0
14) 28 —32In8

In’8
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15) 2e-—1
2ln4 -4 2In25+4
16) 10714 35
17 —_—
) 10 )
T
18 - —
19) 31
20) Zarctan <2>
21) 4
2-2
22
23 —
) 9
24y —4

8.8.34 ') ¢(u) =arcsen (g) +v4—u2—1

8.8.35 ')

puntos no altera la integral; al integrar O en [a,c) y 1
en (c,b] se obtiene b — c.

8.8.36 '3

El valor en un ntimero finito de

La igualdad propuesta es falsa:

07'(/2 Vsentdt ~ 1.19814, mientras que fol Vaxdx =
2/3.
8.8.37 ') Con s = at y a > 0, la integral es
1 dt 1
B Ox/ “ i e = Earctan(x/ a). La misma expresion

es valida para a < 0.

8.8. Calculo de areas

8.8.38 ')

1) A=28(ul)?
2) A =18(ul)%. Observe que:

4 2
A:/ <y+5— )dy.
-2

O bien:
3 9

A:/ 2v2x — 2 dx +/ (V2x=2-(x-5)) dx
1 3

y:+
2

3) A= % (ul)2
4)  A=4(ul)?
5 A=9(ul)?
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8.8.39 % A =19 (ul)? 5 A % (ul )2
8.8.40 '3 6) A= g (ul)?

1) A= % (ul)? 7)  A=1,325 (ul)?
2) A= % (ul)? 8) A=3,6931 (ul)>
3)  A=1,6042 (ul)? 9)  A=3,1831 (ul)?
4) A= 13V13 455 (ul)? 100 A= 47 (ul)?

12 3
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