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Resumen: Se presentan algunas parametrizaciones usuales (trigonométricas y racionales) de las céni-
cas en posicion estdndar y algunas aplicaciones.Para cénicas con rotacién en la que solo interesa una
parametrizacion trigonométrica o una racional, se presentan los métodos de diagonalizacién no orto-
gonal y parametrizaciéon usando un haz de rectas.

Palabras Clave: Rotaciones, conicas, parametrizacién.

Abstract: Some usual parameterizations (trigonometric and rational) of conics in standard position
and some applications are presented. For conics with rotation in which only a trigonometric or a
rational parameterization is of interest, the methods of non-orthogonal diagonalization and parame-
terization using a bundle of lines are presented.

Keywords: Rotations, conics, parameterization.

1. Introduccion

Una parametrizacion de una curva C en R”, es una funcién r de un intervalo / en R”, tal que el
gréafico de r esta contenido en el gréfico de C. Usualmente en las aplicaciones se piden cosas adicio-
nales como inyectividad, sobreyectividad, continuidad, derivabilidad, etc.

Una cénica en el plano xy es un conjunto C = {(z,y) | F(z,y) = 0} donde
F(z,y) = Az> + Bay + Cy*> + Dz + Ey + F (1)

donde no todos los coeficientes son cero. Para determinar si la ecuacién (1) es la ecuacién de una
cénica “no degenerada” (es decir, si es una pardbola, elipse o hipérbola), podemos usar el Teorema 2
(en el apéndice A).
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Una una parametrizaciéon de una cénica en el plano xy es una funcién r : I — R que satisface la
ecuacion F (z,y) = 0, es decir,

F(z(t),y(t)) =0 paratodo ¢t € I

pi(t) pa(t)
01 (t)" g2(t)
polinomios. Un método para obtener parametrizaciones racionales de una cénica lo veremos en la
seccion 3.

Una parametrizacién racional es una parametrizacién de la formar(t) = < ) donde p;, ¢; son

En la tabla 1 se enumera algunas parametrizaciones usuales (trigonométricas y “racionales”) de las
cénicas propias, en posicion estdndar.

Tabla 1: Algunas parametrizaciones usuales de las cénicas. Elaboracién propia.

Pardbola Parametrizacion

(y — k)? = 4p(x — h) r(t) = (pt> + h, 2pt + k), teR

(x —h)? =4p(y — k) r(t) = (2pt + h, pt? + k), teR

Elipse

(w=h)” W=k _ — (h k+b 0,2
2 + =L r(t) = (h+acost, k+ bsent) t € [0,27]

1— ¢ 2t
t) = h, b k), teR
() (CL1+152+ T > ©

tilinoor(t) =(h—a,k)
Hipérbola

Ch? -k
a? b2

1, r(t)=(h+acosht, k+ bsenht) teR

t2+1 t2—1
r(t):<ia LA +k:>, £>0

2t 2t
r(t) = (h+asect, k£ btant), t € [0,2n] — {7/2, 3n/2}
N2 232
(y — k) _ (z—h) =1, r(t)=(h+asenht, k£ bcosht) te R

2t 2t
r(t) = (htatant, k + bsect), t € [0,2n] — {7/2, 37/2}

21 t?2+1
r(t)z(:l:at +h, b - +k), t>0

La parametrizacién de la hipérbola usando las funciones hipérbolicas (ver apéndice B), no presentan
singularidades y gozan de simetria. En este caso ¢ no es un dngulo, mds bien (en el caso de una
hipébola centrada en el origen) es dos veces el drea (orientada) de la regién entre la hipérbola, el eje
focal y un rayo del origen al punto P = r(t) (ver Figura 1).

AY

Areat /2

2 2

Figura 1: Parametrizacion de la hipérbola % - %2 =1conr(t) = (+acosht, bsenht)
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Las parametrizaciones racionales se usan junto con las parametrizaciones trigonométricas en cambios
de variables. También se usan en teorfa de ntimeros, aplicaciones computacionales, etc. En el ejemplo
1 se muestra una aplicacién: Una parametrizacién de una curva de interseccién entre un cono y un

plano.

Ejemplo 1 Parametrizacidon de una curva de interseccion

Consideremos el problema de determinar una parametrizacién trigonométrica de la curva de
interseccion entre el cono Sp : %2 + y? = 2% y el plano Sz : 2y — z = 2 (ver figura 2).

Figura 2: S; (1 Ss. Elaboracién propia.

Una manera es parametrizar primero la proyecciéon de la curva en plano xy y agregar después
la coordenada z(t) (ver Figura 3).

(@), y(®), Z(t)>*7

Figura 3: Proyeccion de la curva de interseccion. Elaboracion propia.

La proyeccion de la curva de interseccion en el plano xy es una hipérbola. Su ecuacion se obtiene
sustituyendo 2y —z =2 en x? +y? = 22, se obtiene

2yt = (2-2y)°
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y completando cuadrados, armamos la ecuacién canénica de esta hipérbola,
(y—43)° 2* _
4o 4/3

Una parametrizacion de la proyeccion de la curva de interseccion en el plano xy es

c(t) = (h+ asenh(t), k + bcosh(t), 0) = (jg senh(t), % + gcosh(t), 0)

Finalmente, como z(t) = 2 — 2y(t), una parametrizacion de la curva de interseccion es

r(t) = (h+asenh(t), k-£bcosh(t), 2(£)) = (55 senh(t), g + %cosh(t), 29 (% + gcosh(t))>

El c6digo en MATHEMATICA es
r1[t ] {h + a Sinh[t], k + b Cosh[t], 2 - 2 (k + b Cosh[t])};

r2[t.] := {h + a Sinh[t], k — b Cosh[t], 2 - 2 (k - b Cosh[t])};
Graphics3D[{Cone[{{0, 0, -4}, {06, 0, 0}}, 4], Cone[{{0, O, 4}, {0, 0, 0}}, 41,

First@ParametricPlot3D[{0, O, 2}+t {1, 0, O}+s {0, -1, 2}, {t, -5, 5}, {s, -3, 2},
Mesh -> None, PlotStyle -> {Gray, Opacity[0.4]}],

First@ParametricPlot3D[{r1[t], r2[t]}, {t, -2, 2}, Mesh —> None,
PlotStyle —>Directive[{Black, AbsoluteThickness[3],
Black, AbsoluteThickness[3]}]]
}, Boxed -> False, PlotRange -> All,
ViewPoint -> {3, 0.98, 1.18}, ViewVertical -> {0.25, 0.096, 2.032},
ImageSize —> 400 , Method —> {”ShrinkWrap” —> True}]

Las parametrizaciones racionales tienen varias aplicaciones. En particular, podemos establecer si cier-
tas integrales se pueden calcular en términos de funciones elementales (las usuales en célculo) y tam-
bién podemos obtener una forma de las ternas pitagoricas. Esto se puede observar en los ejemplos 2

y 3.

Ejemplo 2 ¢Cuales primitivas se pueden calcular?

Si R(t) es una funcién racional (un cociente de polinomios) entonces, siempre que se pueda
factorizar y resolver las ecuaciones lineales involucradas, se puede calcular la integral

/ R (t)dt
en términos de funciones elementales.

Una funcién y = y(z) es algebraicamente dependiente de x si existe un polinomio en dos variables
F tal que F(z,y(z)) =0 (como es el caso de las cénicas). La pregunta ahora es,

¢(se puede calcular / R(z,y(z))dz ?

La respuesta es: A veces, y no depende de una buena adivinanza!. Depende de si podemos
y
parametrizar racionalmente la curva C.
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Si una curva C, de ecuacién F(z,y(z)) = 0, se puede parametrizar racionalmente por
r(t) = (z1(t), x2(t)) entonces

[ R y@)ts = [R@0), w0) w0 d,
con lo cual la integral se puede calcular (porque el integrando es racional).
/ R (z, Vaxz? 4 bx + ) dx se puede calcular”.

En este caso, y(z) = Var? + bz +c y F(z,y) = y*> — az? — bz — ¢ = 0 es un conica, y por

tanto puede ser parametrizada racionalmente.

/ R (cosf,senf) dx se puede calcular.

2 2

Usamos una parametrizacion de la elipse x— e 32—2 =1.,
a?
1— ¢ 2 2dt
cosf = 7t, senf = 7t, df = L
1+12 1+12 1+12
/ R (cosh §,senh 6) dz se puede calcular.
22 2
Usamos una parametrizacion de la hipérbola — — i 1. Sustituimos cosh6 y senh @
por @
14 ¢ 2t 2dt
=", ylt) = ——, df = ——
w0 =1 Y =1"% 11—

;Puede / V' 1+ z3dx se calculada (en términos funciones elementales)?. No. Se puede

probar que la curva de ecuacién y? — 23 — 1 = 0 no se puede parametrizar racionalmente,
asi que no podemos usar las técnicas que hemos mencionado!. Estas integrales (integran-
do con una raiz cuadrada de un polinomio ctibico) son “integrales elipticas” y no son
expresables en términos de funciones elementales.

En general, las curvas de ecuacién F(z,y) = 0 con grado > 3, no pueden ser parametrizadas
racionalmente (excepto algunos casos especiales). Y esto llevé al nacimiento de la Topologia y
de la (posiblemente complicada) Geometria Algebraica [5], [4].

"De aqui se deriva la conocida “sustitucion de Euler”, muy popular en los libros rusos.

Ejemplo 3 (Ternas Pitagoricas)

Una parametrizacién racional de la circunferencia 22 + y? = 1 es

1—¢2 2t

2t = 1 VO = Ty

Las componentes racionales de la circunferencia se obtienen sustituyendo ¢ = — con u,v ente-
v


https://es.wikipedia.org/wiki/Sustituci%C3%B3n_de_Euler
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ros. Sustituyendo en la parametrizacion racional, tenemos

v? — u? 2uv

= y:
u? + 02’ u? + 02

X

Y como z? + y? = 1, obtenemos una suma de cuadrados de enteros:
(v? —u?)? + (2uww)? = (u? + v?)?
Las ternas Pitagoricas son enteros z,y,z € ZT tal que 22 + y* = 2% por lo que = = v? — u?,

= 2uv y z = u® + v? son ternas Pitagoricas. En realidad todas las ternas Pitdgoricas son de

esta forma [1].
—

2. Parametrizacion de conicas con rotacion con diagonalizacion no
ortogonal.

Los problemas de cénicas con rotacién aparecen de manera natural en muchos contextos. Y si solo
interesa una parametrizacion trigonométrica, podemos usar diagonalizacién no ortogonal para parame-
trizar “rapidamente”.

Considere el problema de determinar una paremetrizacién trigonométrica de la curva de interseccién
entre:

e elcono Sy : 22 4 y? = 22

e yelplano Sp: 424+ y + 22 = 2.

2—y—2
Como antes, parametrizamos la proyeccion de la curva con (z(t),y(t),0) y como z = #
entonces:
2—y(t) —2z(t
) - 220 =200

La proyeccién de la curva en el plano xy es una curva C,, (con rotacién!) de ecuacion

322 xy x 152 y 1
T 12t e TiTas

(a) S1 1S, (b) S1 M Sy : r(t) = (x(t),y(t), 2(t))

Figura 4: La proyeccion de la curva en el plano xy presenta rotacién. Elaboracién propia.
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Necesitamos un cambio de variable que nos permite parametrizar la cénica C, usando una ecuacién
canodnica (esto lo hacemos en el Ejemplo 8).

Los cambios de variable en realidad son transformaciones. En este caso necesitamos transformaciones
afines que envian cénicas con rotacién en cénicas de la misma clase, en posicién estdndar, aunque no
necesariamente congruentes.

La forma matricial de una cénica es

A BJ/2| |z x
2 o 2
Az®+ Bay+Cy’+Da+ Ey+F = [z y] [B/Q o ] [y]JrB[y]JrF_O con B=[D E]

—_——
A

Necesitamos eliminar el producto “cruzado” Bzy en la ecuacién. Este término desaparece si “elimi-
. . . , B/2 g )
namos”, con un cambio de variable, la diagonal secundaria ( B2 / ), es decir, si diagonalizamos A.

Este tipo de transformaciones envian cénicas en cénicas de la misma clase, aunque no necesariamente
congruentes.

Es decir, debemos encontrar un cambio de variable adecuado [z] =C [z] de tal manera que:

[z 9] [BIjQ Bf} B]+BB]+F:0 — [u U]CT[BIL}Q BC/,Q]C[T;]JrBC [Z]+F:0

— [u o] [‘gl g,} MJFBC mjtho

— Al + C'? + BC [z] +F=0.
N———

No hay producto cruzado uv

La buena noticia es que la matriz A, asociada a la cénica, es simétrica, por tanto podemos diagonali-
zarla (Ver teorema 1).

Teorema 1

Si A, xn essimétrica, entonces existe una matriz invertible C tal queda CTAC =D donde

D es una matriz diagonal.
]

e Lamatriz C noesiinica, una de estas matrices C se puede obtener usando usando completacién
de cuadrados o también por operaciones elementales “acopladas” sobre A, [3]. En este caso
podemos obtener una parametrizacion de la cénica en el plano xy pero no mucha informacién
adicional.

e También C se puede obtener como una matriz ortogonal (unitaria), es decir, una matriz cu-
yas columnas son vectores propios de A. Este tiltimo caso corresponde a la “diagonalizacién
ortogonal” de A y permite parametrizar la cénica en el plano xy y ademads recuperar, con el
cambio de variable, foco(s), vértice(s), asintotas, etc.

A continuacion, se presenta el ejemplo 4 en donde se muestra la diagonalizacién no ortogonal.
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Ejemplo 4 (Diagonalizacion no ortogonal).

Considere la cénica 22 + zy +y% = 1.

e Forma matricial [z y] {1}2 1{2] [?ﬂ —1=0

e Un cambio de variable adecuado puede ser Tp_ (b , pues
Y 1 -1 |v

[u U}CTUQ 1{2]0[5]—1:@ v] B ﬂ [Z]—1:3u2+1)2—120

Parametrizacion en el plano xy

Al aplicar un cambio de variable adecuado?! (z,y) = Caxa [Z] , podemos obtener la ecuacién canéni-

ca de la cénica en el plano uv y por tanto una parametrizacién c(t) = (u(t), v(t)) en este plano.
Entonces una parametrizacion en el sistema xy es

o también de manera mds practica, si w1, wz son las columnas de C, es decir, C = (W1 wz) ,
entonces h(t) = u(t)wy + v(t)wa.

En la Figura 5 podemos ver el proceso del cambio de variable en el caso de una elipse.

YA YA
()}=Crul), v(1))
Pt
Aey
&
> T
(a) Cénica con rotacion (b) (z.y) =C [ﬂ () (u ;2h)2 N (v ;2]6)2 .,

Figura 5: Cambio de variable (z.y) = C [Z] . Elaboracién propia.

¢, Como escoger el cambio de variable?.

El cambio de variable depende del método de diagonalizacién que escojamos y depende de los coefi-
cientes A, B y C dela cénica. Estos cambios de variable no siempre son excluyentes.

! Aqui estamos abusando del lenguaje: Recuerde que (z,y) lo identificamos con un vector columna
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Cambio de variable con diagonalizacion por completacion de cuadrados.

Supongamos que la ecuacion de la cénica propia, con rotacion, es
Az® 4+ Bay+Cy? + Dz + Ey+ F =0 (2)
Podemos completar cuadrados de varias maneras

e Si A=C,

Y 2 2
A2? 4 Bry+ A2+ Do+ Ey+F = (24 — B) <'l’2y> +(2A+B)<x;y) +Dz+Ey+F

e Si A#0,
B\’ B?
Az® + Bay +Cy*+Dr+ Ey+F = A (x+2Ay> + (C 4A> v+ Dx+Ey+F=0
e Si C#0,
2 2 2 B’ Bz 2
Ax®+2Baxy+Cy*+ Dx + Ey+ F = 2*A — E—&-C%—&-y +Dx+FEy+F=0
Ahora, deducimos un cambio de variable B] =C [ZL] que diagonaliza la matriz asociada de la

cénica: Nos queda una cénica del mismo tipo, pero no necesariamente congruente. Pero es suficiente
para parametrizar la conica original.

r+y
2 7

1.) Si A =C, lacompletaciéon de cuadrados sugiere el cambio de variable u = % yov=

esdeci,z =u+v y=u—v.

Si A= C, el cambio de variable es (z,y) = C [Z] con C = G _})

Ax?> + Bry+ Ay> + Dz +Ey+F =0
se transforma en

(2A+ B)u* + 2A—B)v?* + D(u+v)+E(u—v)+F =0

Ahora se puede verificar (en el caso de una cénica propia), que —4(2A + B)(2A — B) tiene el
mismo signo que B%—4AC o se anulan simultaneamente. Es decir, son c6nicas del mismo tipo.

Una representacion de este caso se puede observar en el ejemplo 5.

Determine una parametrizacion trigonométrica para la cénica 2% + xy + y? — 1 = 0.

Solucién: Como A =1=Cy B =1, podemos usar (z,y) = E —11] [Z]
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y AV

D _
Cobnica % +vt =

Figura 6: Cambio de variable (z, y) = C [ﬂ

e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustitucién nos queda
(2A+B)u? + 2A-B)v? +D(u+v)+Eu—-v)+F=0

— 3ul+v2-1=0
2
- u——l—v2:1

1/3
—  Pull) — (\/1/>Scos(t), sen(t)) , t € [0, 27]

e Parametrizacién en el plano xy

11 } | [\/173008(@]

ralt) = L el -

B
2.) Si A#0, lacompletacién de cuadrados sugiere la sustitucién v = =+ 54y Y y=v,es decir,

ZL'_U—E"U =0

_B
Si A # 0, el cambio de variable es (z,y) = C [Z] con C = <1 / 2A>

0 1
Az? + Bry+ Ay  + Dz + Ey+ F =0

se transforma en:

2
Au? + 02 (C’—Z) +Du+v(E—£;l4)) + F =0.

4A
signo que B? —4AC o se anulan simultaneamente. Es decir, son cénicas del mismo tipo.

2
Ahora se puede verificar (en el caso de una cénica propia), que —4A4 (C’ - B—) tiene el mismo

Una representacion de este caso se puede observar en el ejemplo 6.
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Ejemplo 6
2

. R g Anq P T
Determine una parametrizacién trigonométrica para la cénica T 2ry+x—y—1=0.

soluComo A =1/4y B =—-2%#0, podemos usar (z,y) = B ﬂ [Z]

Rt

Coénica C a2 b2 =1

Figura 7: Cambio de variable (z.y) = C [u]

e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustitucién * = v +4v y y = v nos

queda
B? BD
Au? ——)+D E—— |+ F=
u? 4 v? <C’ 4A>+ u+v< 2A)+ 0
u?
= Z—4v2+u+3@—1:0
(w+2)? (=) _
23/4 23/64
Tyl (t (2—1—./ cosh(t ,g + V/23/64 senh(t )
= ,tER
ruUQ(t):(—2—1/243 cosh(t ,% v/ 23/64 senh(t )

e Parametrizacién en el plano xy

1 4]‘ —2:|:\/>3C08h()

ay(t =
T oy(t) [0 1 3/8 + \/?;i senh(t)

- <_2 + Y28 senh(t) + 32 + V32 cosh(t),

w

senh(t)) ,teR

ool w

11

3.) Si C'# 0 la completacion de cuadrados sugiere la sustitucion u=2 y v=y +3 ac, es decir,

B
T=Uy Yy=v-— 55U

El cambio de variable es (z,y) = C [ﬂ con C =
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Az’ + Bay + Ay> + Dx + Ey+F =0

se transforma en

B? BE
A——)u? 2 D—-— FE F =
< 4C>u + Cv +u( 20>+ v+ 0

B2
4C
signo que B? — 4AC o se anulan simultaneamente. Es decir, son cénicas del mismo tipo.

Ahora se puede verificar (en el caso de una cénica propia), que —4 (A - ) C tiene el mismo

Una representacion de este caso se puede observar en el ejemplo 7.

Ejemplo 7

Determine una parametrizacién trigonométrica para la cénica de ecuacién
22+ 4+ 22y + V22— V2 =0

Solucién: Aqui podemos usar el cambio de variable 1.) Pero lo haremos con el cambio de

variable 3.). Como C =1y B =2 podemos usar (z,y) = [—11 8] [ﬂ

AY AV

<) Bk

X

u
2 _
Ot 2\/§u +v° — \/iv =0

Figura 8: Cambio de variable (z, y) = C [ﬂ

e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustitucién * = u y y = v — u, en el plano
uv nos queda

B? BE
A—— ) u? Z D—-— FE F =
( 4C>u + Cv +u< 2C>+ v+ 0

= 24+22u—vV2v=0

despejamos v y tomamos t = v

— I'uv(t): (\/5275\/»—2752’ t), t € R

e Parametrizacion en el plano xy

1) [t
) = |1 o | e
t
(V2 -¢ V2t —
R S
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En el ejemplo 8 se presenta una forma para determinar una parametrizacién trigonométrica de la
curva de interseccién entre un cono y un plano. En este caso, la proyecciéon de la curva de interseccién
presenta rotacién, por lo que, como el propdsito es solo parametrizar, podemos usar diagonalizacién
no ortogonal.

Ejemplo 8

Determinar una parametrizaciéon trigonométrica de la curva de intersecciéon entre el cono
S1: 22 +y? =22 yelplano Sy : 42 +y + 27 = 2.

Solucion: Como antes, parametrizamos la proyeccién de la curva con (z(t),y(t),0) y como

2—y—2 2—y(t) —2z(2
:#entoncesz(t): y()4 z(t)

z

La proyeccién de la curva en el plano xy es una curva C,, con ecuacién

Segtin el Teorema 2 (en el apéndice A), esta curva corresponde a un elipse (ver figura 4).
1
1 =
Bien, como A = Z # 0 entonces podemos usar C = 6
0 1

Aplicando el cambio de variable (z,y) = C [z] nos queda

2
Au? + 0v? <C—Z>+Du+v<E—§£>+F =0

3u2+11U2+u+v 1 _ 0
4 12 2 3 4
33 1\2 121 22
B(u+s) +m(v+3) 1

L2 B B
e Parametrizacién en el plano uv. Como h = 3 k = T 9=\ Y b = DIk
entonces
ruv(t) = (h+asent, k+ bcost)

e Parametrizacion en el plano xy. La parametrizacién de la proyeccién de la curva de inter-
seccion es

(x(t), y(t)) = C [Z —t Ziiﬁﬂ

e La parametrizacion de la curva de interseccion escoger
1
r(t) = ((t), y(0), 2 —y® —22())
El c6digo en MATHEMATICA es

ClearAll[x, y, u, v, h, k, a, b, mC, h, k, a, b, rxy, r, cv, n,el,e2]
mC = {{1, 1/6}, {0, 1}};
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h =-1/3; k = -2/11; a = Sqrt[16/33]; b = Sqrt[48/121];

ult.] := h + a Cos[t]; v[t.] := k + b Sin[t];

(¥Parametrizacionesx)

cvlt ] :=mC.{ult], v[tl};

x[t.] := cv[tl[[11]; y[t-1 := cv[tI[[2]];

rxy[t 1 := {x[t]l, y[t], 0};

r[t.] = {x[t], y[t], 1/4 (2 - y[t] - 2 x[t]D};

(¥Una base ortonormal del plano 4z+y+2x=2%)

n=14{2,1, 4};

{el, e2} = Orthogonalize@{{®, n[[3]1], -n[[2]1}, {-n[[3]1, O, n[[111}};

Graphics3D[{
(¥Proyecci\'on de la curvax)
First@ParametricPlot3D[rxy[t], {t, ©, 2 Pi}, Mesh —> None,
PlotStyle —> {Blue, AbsoluteThickness[2]}],
(*Curva de intersecci\’onx)
First@ParametricPlot3D[r[t], {t, ©, 2 Pi}, Mesh —> None,
PlotStyle —> {Brown, AbsoluteThickness[2]}],
(*Conox)
First@ContourPlot3D[x"2 + y"2 == z"2, {x, -2, 1.5}, {y, -2, 2}, {z, 0, 1.5},
PlotPoints -> 40, Mesh —> None,
ContourStyle —>
Directive[Orange, Opacity[0.2], Specularity[White, 30]],
PerformanceGoal —-> "Quality”],
(*Planox)
First@ParametricPlot3D[{0,0,1/2}+t*el+s*e2,{t,-2, 2}, {s,-1,2},
Mesh —> None, PlotStyle —> {Gray, Opacity[0.2]}]
}, Boxed -> False, PlotRange -> All, ImageSize -> 400,
Method —> {"ShrinkWrap” —> True}]

3. Parametrizacion racional de una conica usando un “haz de rectas”.

Una “parametrizacion racional” de una curva es una parametrizacion en terminos de cocientes de
polinomios. Estas parametrizaciones son muy ttiles en muchos contextos, como el de gréaficos por
computadora, modelado geométrico, ecuaciones diofanticas, cambios de variable en integracion, etc.
Las cénicas tienen la propiedad de que cada par de puntos en ella, se pueden obtener por interseccién
con una linea recta. La idea bdsica consiste en utilizar un “lapiz o haz de lineas rectas” que pasan
por un punto (a,b) de la curva, de manera que al calcular el otro punto de interseccién de cada
recta genérica del “haz”, con la curva, se determina una parametrizaciéon de la curva (excepto por
uno o dos puntos). Cada linea del “haz” depende de un pardmetro ¢ que serd el parametro de la
parametrizacion de la curva (ver figura 9).

La idea general es como sigue:

e Tenemos una cénica C (no degenerada) de ecuacién Az? + Bxy + Cy> + Dz + Ey+ F =0y
(a,b) € C

e El haz de rectas que pasan por (a,b) tienen ecuacién general y = t(x — a) + b donde ¢ es un
pardmetro que hace variar las rectas.

e Sustituimos en la ecuacién de la cénica Az? + Bry + Cy? + Dx + Ey + F =0 y queda


https://revistas.tec.ac.cr/index.php/matematica

Parametrizacién racional de una coénica usando un “haz de rectas”. 15

(a,b)
Figura 9: Parametrizacion de una cénica con un “haz de rectas”. Elabo-
racion propia.
Az? + Bz (t(x —a)+b)+ C(t(x —a)+ b)2+ Dz + E(t(xr —a) +b) + F =0.

Es decir, recolectando, queda una ecuacién cuadrética o(t)z? + B(t)z + v(t) = 0.

e Laecuacién a(t)z? + B(t)z + v(t) = 0 tiene a lo sumo dos soluciones. Una de las soluciones es
x = a pues el punto (a,b) satisface la ecuacion de la conica. Entonces el resultado de la division
de la cuadratica por (z — a) tiene que ser un polinomio en = de grado 1, es decir, ¢(t)z — p(t)

a(t)z? + Bt)x +~(t) |z —a

q(t)x — p(t)
Residuo: 0
a(t)a? + )z +4(t) = (z—a)(g(t)z —p(t)) = 0
Por tanto las solucionesson z =a 'y =z = Zgg donde p(t) y ¢(t) son polinomios en ¢ de grado
alo sumo 2.
- _ p(t) _
e Sustituimos z(t) = o) en y = t(xr —a) + b y obtenemos
(t) p1(t)>
C:r(t)= (| —%, ,t € R—{cerosde gt t
0= (23, 2 { o) y alt)

Observe que si tomamos valores racionales de ¢, podemos obtener puntos con coordenadas
racionales en la conica.

En el ejemplo 9 se presenta una parametrizacién racional de una cénica usando un “haz de rectas”.

Ejemplo 9

Determine una parametrizacién racional de la cénica C : 2y + y + 2 = 0 usando el punto
(—2,2) € C (ver figura 10).
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Figura 10: Parametrizacién racional de C Elaboracién propia.
Solucion:

e Para construir el haz de rectas podemos escoger las rectas que pasan por (—2,2) y (0,t)
por ejemplo. Estas rectas tiene ecuacién y(t) = 52(z + 2) + 2

e Sustituimos y(t) en zy+y+2=0: z(52(x+2)+2) + S2(x+2)+2 + 2=0
o t , (3t
e Polinomio de grado 2 en x: 5—1 x° + 5—1 z+t+2=0

e Este polinomio tiene dos raices, una es x = —2. Para obtener la otra raiz lo que hacemos
es dividir este polinomio por = + 2 para obtener el otro factor (el residuo es cero) y luego
despejamos z

-1a?+(E-1)z+t+2]|z+2

t t
——1 —+1
(2 >x+2+

Residuo: 0

t t —t—2
- —1 —+1= t) =
o<2 )a:+2+ 0 = z(t) r—

e Sustituimos z(t) en y(t) = 52(z +2) + 2 y obtenemos la parametrizaci6n racional,

C:r(t)z(i;__i, t‘f),te]R—{z}

Con este método es que se obtienen las parametrizaciones racionales de la Tabla 1.

Hay algoritmos més sofisticados para obtener parametrizaciones racionales de ciertas curvas, pero no
todas las curvas tienen una parametrizacién racional [6], [5].
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Apéndice

A. Clasificacion de conicas

Hay casos en los que esta ecuacién general (1) no tiene soluciones (no hay lugar geométrico) o el
conjunto solucién es por ejemplo un punto o dos rectas. Estos casos especiales se llaman “cénicas

degeneradas”.

Usando la teoria de formas cuadraticas podemos obtener un criterio para clasificar las cénicas a partir
de su ecuacién general, [2, pp. 112-114]

Teorema 2
Sea C la cénica de ecuacion Az? + Bay+Cy? + Dx+ Ey+ F = 0.

Si A =4ACF — AE? — B?F + BDE — C'D?, entonces

e si B2—4AC =0y A #0, C esuna parabola.
e si B2—4AC <0y A #0, C esuna elipse.

e si B2—4AC >0y A #0, C esuna hipérbola.

B. Acerca del seno hipérbolico y el coseno hipérbolico.

Identidades basicas.

el —e=t
senh(t) = — cosh(t) + senh(t) = et
t —t
cosh(t) = % cosh(t) — senh(t) = e~
h(t
tanh(t) = izrslhgti cosh?(t) — senh?(t) =1
Inversas

arsenh(t) = In (t + Vi + 1) , Vt € R arcosh(t) = In <t + V2 — 1) ,t>1
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Crecimiento y signo

i 1

—arcco'sh(a) arccosh(a) X arcsenh(a) X

Figura 11: Representacién de y = cosh(t). Figura 12: Representacién de y = senh(t).
Elaboracién propia. Elaboracién propia.

cosh(t) > 1 paratodo ¢ € R. Ademas, cosh(t) | si t <0y cosh(t) +sit>0
senh(t) es creciente, ademds senh(¢) >0 sit >0y senh(t) <0 sit <O0.

Ecuaciones. Como se observa en la Figura 11 y la Figura 12, se usan inversas para obtener la o las so-
luciones de una ecuacién.

t = acosh(a) .
pu— >
cosh(t) a = { t — —acosh(a) sia>1
senh(t) = a = t = asenh(a)

Simetria. Usando la parametrizaciones r; y r, para cada rama, r;(0) es el vértice respectivo y r;(t)
y ri(—t) son simétricos respecto al eje focal (ver Figura 13).

y
50) %0)
r r'1(0)
7] % ()"

Figura 13: Simetrfa. Elaboracién propia.
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