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Prologo

Este libro fue tomando forma a lo largo de varios semestres de impartir el curso de Céalculo Diferencial e Integral, al
ir reuniendo los ejemplos, ejercicios y explicaciones que mejor funcionaban en clase. En sus capitulos se recorren la
légica proposicional, los limites y la continuidad, la derivada y sus aplicaciones, la integral indefinida y sus métodos,
y la integral definida, con el calculo de areas y las integrales impropias.

No es una colecciéon de resultados sueltos. Lo que da unidad a estos temas es algo mas profundo: la idea de
limite como hilo conductor, que esta por igual detras de la recta tangente y del area bajo una curva; y el teorema
fundamental del calculo, que revela que derivar e integrar son dos caras de un mismo proceso.

Es un texto que acompaiia el trabajo diario del curso: claro, ordenado y, sobre todo, util. Por eso la teoria va de la
mano de ejemplos resueltos y de una buena cantidad de ejercicios —todos con respuesta— para que el lector pueda
ponerse a prueba y avanzar a su propio ritmo, con la tranquilidad de saber si va por buen camino.

Ojal4 estas paginas sirvan tanto en el aula como en el estudio por cuenta propia, y que al final el lector se lleve algo
mas valioso que una lista de teoremas: una manera de razonar mas rigurosa, mas critica y mas suya.

Cartago, Costa Rica WALTER MORA-FLORES

Agosto 2026 DaviD Masis-FLORES
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Légica proposicional

“ Introduccion y proposiciones

La parte mas simple de la 16gica matematica es la logica proposicional. Las leyes de la 16gica son usadas para distinguir entre
argumentos validos o no validos. La maquinaria de la légica proposicional permite formalizar y teorizar sobre la validez de una
gran cantidad de argumentos. Sin embargo, también existen argumentos que son intuitivamente validos, pero cuya validez no se
puede probar por la logica proposicional. El proposito de este tema, en este curso, es el de ensefiar al estudiante como entender
y cémo construir un argumento matematico de manera correcta.

Definicion 1—-1 Proposicion y conectivas

Una proposicion es un enunciado que es verdadero o falso, pero no ambas cosas. A partir de proposiciones simples P, Q, ...
se construyen proposiciones compuestas con las conectivas

-, PAQ PVQ P=Q P=Q

que se leen “no P?, “Py Q”, “P o Q” (inclusivo), “si P entonces Q” y “P si 'y solo si Q”.

Asociadas al condicional P — Q estan la reciproca Q — P, la contrapositiva—Q — —P y la negaciéon P A —Q. Un
enunciado que no es verdadero ni falso (una pregunta, una orden, o una expresién con una variable libre) no es una
proposicién.

m Simbolizar, negar y hallar la contrapositiva

Sean P: “est4 lloviendo” y Q: “hay nubes en el cielo”. Trabajemos con el enunciado “si esta lloviendo, entonces hay
nubes en el cielo”.

1. Es una proposicioén, pues tiene un valor de verdad; se simboliza P — Q.

2. Su contrapositiva es =Q — —P: “si no hay nubes en el cielo, entonces no esta lloviendo”. Es logicamente
equivalente al enunciado original.

3. Su reciproca es Q — P: “si hay nubes en el cielo, entonces esta lloviendo”. No es equivalente al enunciado
original.

4. Sunegacion no es P — —Q, sino P A —Q: “esta lloviendo y no hay nubes en el cielo”. Es el tnico caso en que
un condicional es falso.

a Ejercicios: Proposiciones y valores de verdad

@ 2.1 Determine si la expresion es una proposicion:
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1. Expresion: Marte es mas grande que Venus.

2. Expresion: Todos los cuadrados son rectangulos.

3. Expresion: v64 = 8

4. Expresion: Algunos niimeros racionales son enteros.

5. Expresion: Si estas paredes hablaran...

@ 2.2 Simbolice las siguientes proposiciones utilizando la representacion dada a continuacion:
P = “esta lloviendo”, Q = “el sol esta brillando”, R = “hay nubes en el cielo”
1. Esta lloviendo y el Sol esta brillando.
2. Si esta lloviendo, entonces hay nubes en el cielo.
3. No es cierto que el Sol no esta brillando.
4. Sino esta lloviendo, entonces el Sol no esta brillando y hay nubes en el cielo.
5. Sino esta lloviendo y no hay nubes en el cielo, entonces el Sol esta brillando.
6. El Sol esta brillando si, y sé6lo si, no esta lloviendo.

7. No es el caso que esté lloviendo o el Sol esté brillando, pero hay nubes en el cielo.

@ 2.3 Simbolice, a partir de las proposiciones simples anteriores, las proposiciones compuestas que se
enuncian a continuacion.

. (PAQ)—R
2. 7 P=(QVR)
3. ' R—=Q

4. (P—>R)—=Q

@ 2.4 Determine la negacion de las proposiciones siguientes y su simbolizacion:

1. “Esta lloviendo y hay nubes en el cielo”. Ademas, generalice, de manera simbdlica, una regla para

—~(PAR)

2. “El Sol esta brillando o hay nubes en el cielo”. Ademas, generalice, de manera simbolica, una regla
para — (Q \V R).

3. “No esta lloviendo”. Ademas, generalice, de manera simbdlica, una regla para — (—P).

@ 2.5 Simbolice la proposicion y su negacion, enuncie (en palabras) la negacion
1. Ayer llovi6 e hizo frio.
2. Sandra viene mafiana o el viernes.
3. El sujeto no estaba armado, pero llevaba gorra o capucha.

4. m es entero o bien racional y positivo.

@ 2.6 Enuncie (en palabras) la negacion
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1. Algunas aves no pueden volar
2. Un dia en 1998 cay0 nieve en el Irazu.
3. Ningiin humano puede vencer a Superman.

4. Paracaday € R existe un r € R tal que 1> = y.

@ 2.7 Simbolice la proposicion y enuncie el contrapositivo
1. Silo detienen le van a poner multa.
2. Sillego tarde y no traigo excusa, no podré hacer quiz.

3. Cada vez que trasnocho estudiando, me va bien en el siguiente quiz.

@ 2.8 Proporcione la negacion, la reciproca y la contrapositiva de cada una de las proposiciones
siguientes:

1. Si soy listo, entonces soy millonario.

2. Si2 + 2 =4, entonces 2 +4 = 8.

w

. Si Juan llega demasiado pronto o Maria demasiado tarde, entonces el jefe se molesta.
4. Si hay nubes en el cielo y el Sol no esta brillando, entonces no iré al estadio.

5. Si a es un numero real y a > 0, entonces a?>0.

@ 2.9 ;Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuales son falsas?
1. Si3 + 3 = 6, entonces 4 — 4.
2. Si5-7 =35, entonces 10 — 3 = 13.

.(3+5=8)V(5-3=4).

.(5-3=8)—->(1-7=6).

5.(44+46=9)=(5—-2=4)

w

S

6. La capital de Costa Rica es San José y 17 no es un niimero primo.

n Tablas de verdad y equivalencias légicas

Tablas de verdad

\Y% F vV Vv \Y% vV Vv \ vV Vv v vV Vv v
F \ V F F V F \% vV F F V F F
— - F V F F V \% F V A% F V F
— - F F F F F F F F \% F F \%

Tabla 1.1: Tablas de verdad basicas
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Definicion 3-2 Tautologia, contradiccion y contingencia

Una proposiciéon compuesta es una tautologia si es verdadera para todos los valores de verdad de sus proposiciones
simples; es una contradiccion si es falsa en todos los casos, y una contingencia si no es ninguna de las dos.

Se dice que @ implica tautologicamente a V¥, y se escribe ® = ¥, si ® — Y es una tautologia; y que @ y ¥ son
logicamente equivalentes, ® = V¥, si ® <> ¥ es una tautologia, es decir, si tienen la misma columna final en la tabla de
verdad. Una tabla para n proposiciones simples tiene 2™ filas.

m Verificar una implicacion tautolégica con la tabla

Verifique, usando tablas de verdad, que (P — Q) /A —Q implica tautologicamente a la proposiciéon —P.
Solucion.

Por simplicidad en la tabla usamos ® = [([P — Q) A—=Q], Y=-P y A= [0 = VY]; y mostremos que A es
verdadero siempre, es decir, que tenemos una tautologia.

P Q P»Q —-Q D v A
vV vV oV F F F \
V F F \ F F \
F V V F F \ '
F F V \ \% \ '

Dado que en todos los casos A es verdadero, entonces la expresién corresponde a una implicacion tautologica.

Equivalencias légicas y simplificacion

Teorema 3-1 Equivalencias logicas

Para proposiciones cualesquiera P, Q y R se cumplen las equivalencias de la tabla siguiente, donde Vy denota una
tautologia y Fp una contradiccién. Cada una se comprueba con una tabla de verdad, y todas pueden usarse para simplificar
una proposicion sin construir la tabla completa.

Implicacién-disyuncién (ID) P—-Q =-PVQ
Contrapositiva P—-Q=-Q——P
DN —-—P =P
De Morgan =(PAQ) = -PV—Q
=(PVQ) = ~PA—Q
Conmutatividad PVQ = QVP
PAQ = QAP
Asociatividad PV(QVR) = (PVQ)VR

PA(QAR) = (PAQ)AR
Distributividad PV (QAR) = (PV Q)A(PVR)
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PA(QVR) = (PAQ)V(PAR)

Idempotencia PAP =P
PVP =P
Inversos PV=P =V
PA—-P = F()
Neutro PVF =P
PAVy =P
Dominacion PAF = Fo
P\/Vo = Vo
Absorcién PV(PAQ) =P
PA(PVQ) =P
Exportacion P—(Q—R) (PAQ) =R

Ejemplo ¥ Determinar un valor de verdad por simplificacién

Suponga que (P — Q) /AR es verdadera. Determine, usando simplificacion, el valor de verdad de la proposicién

—PVTIVQ

Solucién. De acuerdo a las tablas de verdad 1.1 tenemos (P — Q) /A R es verdadero solo si (P — Q) y R son
verdaderas. Por tanto,

P — Q es verdadera

(P — Q) /AR es verdadera entonces
R es verdadera

Simplificamos:

FPVTIVQ = (PVQ)VT (commutatividad, asociatividad)
= (P-Q)VT D

Y, de acuerdo a la tabla de verdad para la conectiva “V”, como P — Q es V entonces
FPVTIVQ=(P—-Q)VT
Vv

es verdadera (sin importar el valor de verdad de T)

] Ejercicios: Tablas de verdad, tautologias y
equivalencias

@ 4.1 Mediante tablas de verdad compruebe que =pV'q 'y p — q sonlogicamente equivalentes
para dos proposiciones cualesquierap y (.

@ 4.2 Haga una tabla de verdad para las siguientes proposiciones
L =[pV(=q)
2. xN\[yV (—z)]
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@ 4.3 Muestre por medio de una tabla de verdad que la conclusién en el siguiente razonamiento es
incorrecto.

“Si yo fuera el presidente de Costa Rica, entonces viviria en Zapote. No soy el presidente de
Costa Rica. Por lo tanto, no vivo en Zapote”

@ 4.4 ;Esp /A (qV 1) logicamente equivalente a (p A q) V (p AT1)?

@ 4.5 Dadas las siguientes proposiciones:
« p:5>10.
. q:Six?+1 =0, entonces x es un nimero real.
« 7 : El punto medio de un segmento equidista de los extremos del segmento.
« t:Six+ 3 =0, entonces x = —3.
Hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones.
LIpAq)—=rIA—t
2.llp=q) > 1AtV (pVT)

@ 4.6 Si tenemos las proposiciones p(x) : x> —16 =0, q(x) : x —12=0 y r(x):x* > 9. Hallar el
valor de verdad de

1. [p(2) A—=q(2)] = r(4).
2. [-p(4) = 7(5)] V —q(4).
3. [(p(1) Ap(3)) = (1(2)V p(3))] = F(p(2) V q(2))].
@ 4.7 Construir la tabla de verdad de las siguientes proposiciones.
L(p=—q)=(q—p).

2. (pA—q) = (—pVq).
3. [(pV—T)NA(PVTIAINGg—=pP)A(qVP)l.

@ 4.8 Determine, con base en tablas de verdad, si cada una de las propiedades que se enuncian es una
tautologia, una contradiccién o una contingencia.

P-Q) =(-PVQ)
PAQ) = (PV—Q)
P—Q)=(-Q——P)
(P—=Q)A—Q)—P

1

Do

-
-
3. (
4. (
@ 4.9 Use una tabla de verdad para determinar si es una tautologia
1.yViz—vy)
2. [a—= (—b)]V (a/ADb)

3. pAN(gq—=1)]—=(r—q)
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@ 4.10 Use una tabla de verdad para determinar si las siguientes proposiciones son equivalentes
L=(pVa) y (=p)A(7d)
2.xAN(yVz) y (xA\y)V(xANz)
3.2 A@=1 y (p—=a)Ap— (7))

@ 4.11 Determine el valor de la proposicion:
Si 54+4 =11, entonces6 +6 = 12

@ 4.12 Construir la tabla de verdad de la siguiente proposicion:

—[=pV(q—=p)lV(QA—p)

@ 4.13 Determinar si la proposiciéon [(—p V q) /A —q] — —p es una tautologia.

“ Cuantificadores

Definicion 5—-3 Cuantificadores

Una expresioén p(x) que depende de una variable no es una proposicién hasta que se fija el valor de x o se cuantifica. Con
un universo U:

vx € U, p(x) (“paratodo”), Ix € U, p(x) (“existe al menos un”).

El universal es verdadero si p(x) lo es para todos los elementos de U, y basta un contraejemplo para refutarlo; el existencial
es verdadero si p(x) lo es para al menos un elemento, y basta exhibir uno para probarlo. Las negaciones intercambian los
cuantificadores:

—[vx, p(x)] = Ix, —p(x), -3, p(x)] = ¥x, ~p(x).

Ejemplo "B Valor de verdad y negacion de un enunciado cuantificado

Consideremos, con universo U = R, el enunciado Vx, (x2 >9 5 x> 3).
1. Al estar cuantificado ya es una proposicién: hay que decidir si es verdadera o falsa.

2. Se busca un contraejemplo, es decir, un x que haga verdadera la hipoétesis y falsa la conclusién. Con x = —4:
(—4)? = 16 > 9 es verdadero y —4 > 3 es falso.

3. Basta ese contraejemplo para concluir que el enunciado es falso.

4. Su negaciéon es Ix, — (xz >9 = x> 3), y como la negaciéon de un condicional es P A —Q, queda
dx, (x2 >9 A x< 3), que es verdadera: x = —4 lo atestigua.

n Ejercicios: Cuantificadores
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@ 6.1 Simbolice la proposicion existencial o universal
1. Algunas aves no pueden volar
2. Un dia en 1998 cay6 nieve en el Irazu.
3. En todos los triangulos la suma de los angulos es 180°.
4. Paracaday € Rexiste unr € R tal que 1> = y.
5. Para cada numero real x existe un nimero real y mayor que x.

6. Existe un nimero real y mayor que todos los nimeros reales x.

@ 6.2 Determine sila implicacion es verdadera o falsa, enuncie su reciproco y determine si es verdadero
o falso

1.Six € R y x> 0entonces x* > 0.
2. Para que exista 1/n se necesita que n # 0.
3. Sit =30t = —3 entonces t> = 9 (donde t es un nimero real).

4. Si todos los cuadrados son rectangulos, todos los triangulos son redondos.

@ 6.3 Determine el valor logico de las siguientes proposiciones,
. eR/X2+1=0
2. (WxeR)(MWeR)[x+y=7].

@ 6.4 De las siguientes proposiciones, hallar el valor de verdad.
L. (WeR: x|=x)A(IxeR:x+1<£x).

2. (xeR: x> =x%x) = (IXx €R: 2x =x).

@ 6.5 Negar las siguientes proposiciones.
1. Ix:x+7<y.
2. Vx :p(x) Ay :qly).
3. IxeZ:xP=x
4. (Fy)ply) = (vx) —q(x).
5. (3x) [=p(¥)] V(%) [g(x)].

@ 6.6 Considere el siguiente razonamiento:

Para cada x e y, si x es mayor que Yy, entonces no ocurre que Yy sea mayor que x. Dos es mayor
que uno. Por tanto, no ocurre que uno sea mayor que dos.

Utilice cuantificadores y el método de demostracion directa para probar su validez.

Inferencias logicas
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Teorema 7 -2 Reglas de inferencia

Un razonamiento con premisas Hy, ..., Hy, y conclusion C es vilidosi (H; A --+ A H;) = C, es decir, si es imposible
que todas las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa. Las reglas siguientes son razonamientos validos y permiten
encadenar deducciones sin construir tablas de verdad.

Reglas Premisas Conclusién
Simplificaciéon PAQ .. P

PAQ S Q
Adjuncién P,Q .. PAQ
Adicién P s PVQ
Modus ponens P,P—=Q SoQ
Modus tollens P—Q,—Q .. P
Silogismo Disy PV Q,—P S Q
Silogismo Hip P—-Q,Q—R .. P—=R
Dilema Constructivo PV Q,P—R,Q — S .. RVS
Dilema Destructivo —-RV-=§,P—-RQ—-S .. —-PV—-Q
Ley de casos P—-Q,—~P—R s QVR

w Una deduccién con varias reglas

1. Demuestre P a partir de las premisas
@ (=PV=Q) = (RAS)
(b) R—=T
© —T

n Ejercicios: Inferencias Logicas

@ 8.1 Demuestre

1. xANz
1. 2. («x)Vy
yV(—z)
1. pVgq
q—oT
2. 3. —-r
P
1. (aVd)— (—c)
3. 2. c/\Db
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@ 8.2 Construir una prueba formal de la validez para cada uno de los argumentos siguientes:
1. Demostrar Q si
(@ M — N
(b) N — O
(¢ M= 0O)— (N—=P)
d M—=P)—=Q
2. Demostrar T V' S si
@ QVT
(b) Q =R
(c) =R

@ 8.3 Deducir t a partir de las siguientes premisas:
(PAq)—r1, =(q—71), sVp, s—t

@ 8.4 Analice el siguiente razonamiento y establezca su validez.

Si la ballena es un mamifero, entonces toma oxigeno del aire. Si toma su oxigeno del aire,
entonces no necesita branquias. La ballena es un mamifero y vive en el océano. Por lo tanto no
necesita branquias.

@ 8.5 Estudie la validez del siguiente argumento:

Si sigue lloviendo, entonces el rio se crece. Si sigue lloviendo y el rio se crece, entonces el puente
sera arrastrado por las aguas. Si la continuacion de la lluvia hace que el puente sea arrastrado
por las aguas, entonces no sera suficiente un solo camino para toda la ciudad. O bien un solo
camino es suficiente para toda la ciudad o bien los ingenieros han cometido un error. Por tanto,
los ingenieros han cometido un error.

@ 8.6 Demostrar T /\ S a partir de las siguientes premisas:
I.LE—=S
2. 7T =]
3. EA]
@ 8.7 Demostrar que x <4 y 1y < 6 i se satisfacen las siguientes premisas:
LP:x+2<6=>x<4
2.Q:y<6Vx+y<£10
3. Ri x+y<10Ax+2<6

@ 8.8 Demostrar x? = 9 si se cumple:
1.x=3—-2x>=18
2.x=3Vx=-3
3.x=-3—>2x*=18
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4, 2x* =18 > x2 =9

@ 8.9 En la siguiente demostracion se concluye —p a partir de cuatro premisas. Se usaron reglas de
inferencia y leyes logicas. Para cada paso, indica la ley o regla que se aplicé (DM, IM, CP, DC, DN, AB, SD,

etc.)
Paso
a. —(p/Aq) Premisa
b. -q =T Premisa
c. S — T Premisa
d. —s — —(pV —q) Premisa
e. —pV —q
f. —sV T
g. —T —
h. ~(pV—q)Vq
i (—pAq)Vq
g
. —p

@ 8.10 Demostrar D — C a partir de las premisas:
1. A— (B—=C)
2.D—=A
3.B
4. D

@ 8.11 En cada caso, demuestre cada proposicioén a partir de las premisas dadas. Justifique cada paso.

(1) FpV—q) = (rAs)

. (2) r—t
- (3) —t
P
(1) (RVQ)——T
2)  -QVR
2. (3) PV Q
(4) P— (RAS)

Soo(TA-U)



Limites

“ Limite de una funcién en un punto

Idea intuitiva
El limite de f en x = a es L y se denota

lim f(x) =1L,

X—a

si existe un entorno alrededor de x = a (donde f esta definida, excepto tal vez en x = a) tal que podemos hacer que los
valores f(x) se acerquen a L tanto como queramos, tomando x suficientemente cercano a a (pero distinto de a).

Definicion 1—1 Limite y limites laterales

Sea f: Dy — R y sea a un punto al cual se puede aproximar con puntos de Dy distintos de a. Se escribe

lim f(x) =L

X—a
si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que, para x € Dy,
O<lx—al<d = I|f(x)—L<e.

Los limites laterales lim f(x) =Ly lim+ f(x) = L se definen de la misma manera, restringiendo x < ay x > a,
X—a— X—a
respectivamente. Si a es un extremo del dominio, se considera el limite lateral disponible.

Teorema 1-1 Propiedades fundamentales

Sea a un punto interior del dominio de aproximacién de f.
1. El limite de f en a, si existe, es Unico.

2. lim f(x) = L si, y solo si,
X—a

lim f(x)=L= lim f(x).

x—a— x—at

Por tanto, si los limites laterales son distintos, el limite bilateral no existe.

3. El valor f(a) no interviene en lim f(x). Mas generalmente, si f(x) = g(x) para todo x # a suficientemente
X—a

cercano a a, entonces f y g tienen el mismo limite en a, cuando este existe.
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Teorema 1-2 Leyes algebraicas de los limites

Si lim f(x) =1, lim g(x) = M y ¢ € R, entonces

XxX—a X—a

lim [f(x) £ g(x)] =L+ M, lim [ef(x)] = cL,
. _ o flx) L
lim [f(x)g(x)l = LM, Xh_rgﬁ =y M#0).

Ademas, paran € N, lim [f(x)]™ = L™; las raices preservan el limite siempre que las expresiones estén definidas. En
X—a

particular, los polinomios se evaldan por sustitucion directa, y lo mismo ocurre con los cocientes de polinomios cuando
el denominador no se anula en el punto.

Definiciéon 1-2 Continuidad

Una funcién f es continua en a si f(a) esta definida y

lim f(x) = f(a).

XxX—a

En un punto de unién de una funcién definida a trozos, la continuidad exige que los dos limites laterales existan, sean
iguales y coincidan con f(a).

Definicidon 1 -3 Limites infinitos

Se escribe lim f(x) = 400 si, para todo M > 0, los valores de f(x) son mayores que M cuando x est4 suficientemente
X—a
cerca de @, con x # a. De manera anéloga se define lim f(x) = —oo. Estas expresiones describen un comportamiento
X—a

no acotado; no representan limites reales finitos.

En el widget? se puede mover el punto con el deslizador y observar como los valores de la funcién actual f, se acercan a un
numero L cuando x se aproxima a 2. Lo mismo pasa en el ejemplo 3. En el ejemplo 2 se ilustra una situacion en la que el limite
no existe.

Ejercicios: Conceptos basicos

@ 2.1 Determine, a partir del grafico dado, los siguientes limites.

1. tlir?+ g(t) 5. tllgl g(t) \((X_ 3
2 Jim_ gl 6 lim oy N\
3. lim g(t) 7. lim g(t) o ®

t——11 t—2+

4. lim ¢g(t) 8. lim g(t) 3

to1- t—3—
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Y
A =)
<4+—-0 2
1. lim f(x) 3. lim f(x)
x—1 x——1+ =1
2. lim f(x) 4. lim f(x)
x—0 x—1— } } >
-1 1 X
1. lim f(x) 4. lim f(x)
x——8 x—3
2. lim f(x) 5. lim f(x)
x——4 x—38
3. lim f(x) 6. lim f(x)
x—0 x——8
1. lim h(x) 4. lim h(x)
x——2 x—4
2. lim h(x) 5. lim h(x)
x——1 x—5
3. lim h(x) 6. lim h(x)
x—1 x—0
1. lim m(x) 4. lim m(x)
x——4 x—2
2. lim m(x) 5. lim m(x)
Xx——2 x—3
3. lim m(x) 6. lim m(x)
x—0 x—5

Ejercicios: Conceptos tedricos

@ 3.1 Las siguientes preguntas evalian conceptos teoricos.
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x2—5x+6 _x—Z?
x2—9  x+3 "

2
X —b5x+6 x—2
2. ;Por qué es correcto afirmar que lim ————— = lim ?
¢ 1 q x—3 X2 -9 x—3 X + 3

1. ; Bajo qué condiciones se satisface que

3. Sea f una funcién tal que lirré f(x) =7, ¢ es posible que f(3) = 5?. Justifique su respuesta.
xX—

4. Considere la funcién g : R —{—2,—3} — R definida por:

4 —x?
(x +2)(x + 3) oxo< Al
g(x) = X si -1 < x < 1
2x2 —1 siox > 1

determine para cuales reales, el limite existe.

5. Muestre por medio de un ejemplo que lim [f(x) + g(x)] puede existir aunque lim f(x) y lim g(x)
x—a XxX—a Xx—a
no existan.

(x —1)

k=1
k—1] 79T

(x—1)

g(x)

6. Considere las funciones f(x) =

(a) Verifique (analizando limites reales) que lirq f(x)y linq g(x) no existen.
X—r X—r

(b) Verifique que lim [f(x) - g(x)] =1

x—1

Nota: Este ejercicio muestra que lim [f(x) - g(x)] puede existir aunque lim f(x) y lim g(x) no
x—1 Xx—a x—a

existan.

. 3x*+ax+a+3
7. Determine el o los valores de a de modo que lim exista.
x—=—2  xX24+x—-2

vax+b—2
8. Encuentre los nimeros reales a y b tales que 1in}) vax+b-2_ 1
xX— X

9. Sean f y g funciones tales que lim [f(x) + g(x)] = 2y lim [f(x) — g(x)] = 1. Lim [f(x)] y
X—a X—a

X—a

lim [g(x)] existen. Determine el valor de lim [f(x) - g(x)].
X—a X—a

x2—5 si x <
@ 3.2 Considereg(x)=<¢ 3x+2 si -1 < x < 1.
P

4x*> +2x si x 1
Calcule
1. g(—1) 4. lim1 (x)
2 Jlim o) 5. 9(1)
3. lim g(x) 6. lim g(x)

x——1F x—1"
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7. lim g(x) 10. lim g(x)
x—1t x—0—

8. >1<1£>I} g(x) 11. 7(15101+ g(x)

9. (0) 12. 713{}1’(1) g(x)

n Calculo de limites: formas indeterminadas

Definicion 4 -4 Formas indeterminadas

Al sustituir en un limite pueden aparecer expresiones como

0 00

0’ - 00 — 00, 0- oo, 1%, 0°, oo,
Estas expresiones se llaman formas indeterminadas: no representan un valor ni determinan por si solas el resultado del
limite. Antes de aplicar las leyes de los limites se debe transformar la expresion.

Teorema 4 -3 Sustitucion y simplificacion local

Si una expresion se obtiene mediante sumas, productos, cocientes, potencias, raices, exponenciales o logaritmos de
funciones continuas, su limite se calcula por sustitucion directa siempre que todas las operaciones resultantes estén
definidas. Si la sustitucién produce una forma indeterminada, puede simplificarse la expresién para x # a

Si f(x) = g(x) en un entorno I excepto para x = a, entonces
lim f(x) = lim g(x),

X—a XxX—a

si alguno de estos limites existe.

Ejemplo (M Laforma “0/0” no determina el resultado

Los tres cocientes siguientes producen la misma forma “0/0” al sustituir x = 0, y sin embargo tienen tres compor-
tamientos distintos.

. X . .
1. lim — = lim 1 = 1, pues el cociente vale 1 para todo x # 0.
x—=0 X x—0

2

. X .
2. im — =limx =0.
x—0 X x—0

X 1
3. lim == lim — = too.
x—0 X x—0 X

4. Se obtuvieron 1, 0 y 400 a partir de la misma forma “0/0”: el simbolo por si solo no decide nada, hay que
transformar la expresion en cada caso.

Factorizar, cancelar y sustituir

Calculemos lim 25 ~9X—3 (es el item (1) de a lista siguiente)
acuemosxﬂ3x3_3xz+5x_15 es el 1tem e la 1sa51gulene.
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1. Al sustituir x = 3 se obtiene % = %: no se puede aplicar la ley del cociente.
2. Se factoriza el numerador: 2x> — 5x — 3 = (2x + 1)(x — 3).

3. Se factoriza el denominador agrupando: x> — 3x? + 5x — 15 = x?(x — 3) + 5(x — 3) = (x — 3)(x*> + 5).

. 2x+1
4. Parax # 3 se cancela el factor x—3, y el teorema permite sustituir la expresion por la simplificada: hrr}) 75
x—=3 X
7
u=7 donde el ultimo paso ya es sustitucién directa porque el denominador no se anula.

Lema 4 -1 Identidades algebraicas utiles Para eliminar factores que producen “0/0” se pueden usar
" = (‘LL—V) (un—l +un—2v 4. _|_vn—1)

3

w4+ v = (u+v)(u? —uv +v2).

Para expresiones con raices cuadradas se usa la conjugada:

(VA —VB)(VA+VB) =A —B.

Ademas, V'x? = |x|; por ello, antes de eliminar un valor absoluto debe determinarse el signo de su argumento en el lado
desde el cual se toma el limite.

m Racionalizar con la conjugada

L 4—4/2t+11
Calculemos llm —————

Jim, 5 (es el item (6) de la lista siguiente).

1. Al sustituir t = 2 se obtiene

416 _ 0
2 0

0

2. Se multiplica arriba y abajo por la conjugada 4 + /2t + 11; por el lema, el numerador se convierte en 4> —
(2t+11) =5—-2t:

4—+2t+11 5—2t

2t—5 (2t—5) (4+ V2t +11)

-1
3. C 5—-2t=—(2t—5), t#3 la el factor 2t — 5 da —————.
omo ( ), para t # 3 se cancela el factor y queda R
NP . o -1 1
4. Ahora la sustitucion directa esta permitida: ——— = —<.
4+ V16 8

Ejercicios: Limites inmediatos y formas inde-
terminadas

@ 5.1 Simplifique la expresion y calcule su limite
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| lim 2x2 —5x — 3
"xo3 x34+5x—3x2—15
o lim XX
Txo8 1T4+4/14x
3. lim x34+2x> —5x—6
xo2 X34 x2—4x—4
4 lim a—b—ab+a?
"boa2 2a3 —2ab+b —a?
_ 2w? —4aw? + 2a’w
5. lim
w—a  wt 4+ aw’ —2a?w?
. 4 — /2t +11
6. im ———
t—)% 2t —5
3 2
=1 2—/p+3
) 3—vV5+1t
8 lim —————
t—4 1 —4/5—1t
9. lim wtl
“wo—1 3w+ v/6w? +3
) v1+8a—3
10. im ———
a=l y/4a—2
. V3d2—-5d—2—+1—-5d
11. lim
d——1 Vd2—d—+3— a2
24+t
12. lim
-1 V2t + 1+ V142
) VvV1i+x—1
13. im ———
x=0 1+x—1
2
14. lim M
y—4 y—4
o VBz+1—+v5z+1
15. lim
z—0 ya
) 2 —+/3a+64
16. im ——M—M—
a—0 5(1
JYyr—3.9 2
17. lim Y \5/1j+
y—>32 y _4 . A /US
18. lim ﬁ
p——1 ll’l(P —|—2)
— 2
19. lim |32;+|
= (2)" 1822 —8

p—-2  (p+2)?
. vh—2y—1
21. im ————
y—=2 1+2y—>5
22. lim_  2.1(x=2)/(x+2)
T x—2 ’
PR 4 JR—
23, lim 2_V2y—4
y—>5 \/IJT -2
. V1l4ct—1
24, im ———
t—0 t
—-x—3
25. lim (2)In(x—2)
xX—3~
5
26. lim (1) 4+x
x——4- 7
b| — 1
27. lim (§> b+1
b—>—-1 \ 4
-5
28. lim (é) In (3 —x]
x—2t 5
1
29. lim (5)x—3
x—3
30. lim In ( x )
x—2+ —2+x
31 1i 2t —1
' tli% t2 — t4
32. li 1
' th—l3 h2 -9
33, lim ~— =Y .
v=5 Yy (5—vy)
2y —1
34. lim (§) —4In(5—y)
y—4+ 7
V(x +2)4
35. li _
o Jx+ 121
36. lim 2—x—1
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—Tt
1\ r—
(—> X 42007
37. lim ¢
) x—7t 1
In(t+1—x)
2k +1
2 _
@ 5.2 Determine el valor de k de modo que liIE (g) -1 0
x—k—

n Limites infinitos, exponenciales y asintotas

Teorema 6 —4 Signos, exponenciales y logaritmos

Sif(x) = N #0yg(x) — 0, el signo de f(x)/g(x) a cada lado de a determina si el cociente tiende a +00 0 a —o0. Si
los comportamientos laterales no coinciden, el limite bilateral no existe.
Seab>0,b#1.Siu(x) = A € R, entonces b**) — bA. Si u(x) — +00, se tiene

b 400, b>1,
0, 0<b<1l,

y para u(x) — —oo los resultados se invierten. También,

Iim Inu = —oo, Iim Inu=+oco.
u—0+ u—+o00

Ejemplo UM Una exponencial con exponente no acotado

4+x
Calculemos lin}l (7) (es el item (26) de la lista de la seccién anterior).
x——4—

1. Primero se estudia el exponente. Si x — —4~ entonces x < —4, de modo que 4 +x — 07: el denominador es
negativo y tiende a cero.

5
2. Por la primera parte del teorema, T — —oo (numerador constante positivo, denominador 07).

3. Labaseesb = %, con 0 < b < 1; para exponente — —oo los resultados se invierten y b* — +oo0.

4. Por lo tanto el limite es +-00. Obsérvese que por la derecha el exponente tiende a +o0 y el limite seria 0: por
eso el enunciado pide solo el lateral izquierdo.

Definicion 6 -5 Asintotas
La recta x = a es una asintota vertical de f si al menos uno de los limites laterales en a es +00 0 —co. Larectay = L es

una asintota horizontal si lim f(x) =Lo lim f(x) =L
X—+00 X—>—00

1
m Asintotas de f(h) = 9

1. El denominador se anula en h = £3: h> —9 = (h — 3)(h + 3). Ahi el numerador vale 1 # 0, asi que se aplica la
primera parte del teorema anterior.
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2. En h = —3 se analizan los signos: sih — —37, entonces h + 3 < 0y h — 3 < 0, el producto es positivo y
f(h) = +o0; sih — —3*, entoncesh +3 > 0y h — 3 < 0, el producto es negativo y f(h) — —oo.

3. Por la definicién, h = —3 es una asintota vertical (y por el mismo argumento también lo es h = 3); el limite
bilateral en —3 no existe.

4. Como h? —9 — +o0 cuando h — 00, se tiene f(h) — 0: la rectay = 0 es una asintota horizontal.

@ 6.1 Considere las funciones siguientes y sus representaciones grafica. En cada caso, y si existen,
determine a partir de la grafica los limites, o los valores de la funcion, que se indican.
1. (@) lim f(x)
x——3+

b) lim f
(b) lim f(x) e e

(c) lim f(x)

x—2

\

X—+00
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3. (@ lim f(x)

X—>—00

(b) lim f(x)

x——2

(c) im f(x)

x——1

(d) lim f(x)

x—0

(e) lim f(x)

x—2

(f) lim f(x)

x—3

(g) lim f(x)

X—+00

4. (a) lim f(x)

X—>—00

(b) lim f(x)

x——2

(c) lim f(x)

x——1

(d) lim f(x)

x—0

(e) lim f(x)

x—1

() lim f(x)

X—+00
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5. (a) lim g(x)

X—>—00

(b) lim g(x)

x——3

() lim g(x) V= \ §
() lim g(x) 3 /
. NG L] 4

(e) lim g(x) / \ \/

(f) lim g(x)

x—2

(g) lim g(x)

X—+00

6. (@) lim f(x)

X—>—00

(b) Lim f(x)

X—+00

(c) lim f(x)

x——27F

(d) Lim f(x)

x—0—

(e) Lim f(x)

Xx—2-

@ 6.2 Para cada uno de los siguientes casos, realice la representacion grafica de una funcién f que
cumpla simultaneamente las condiciones dadas (solo es un bosquejo de la grafica, no una férmula).

1. Propiedades de la funcion f

a) Df =R —{-2,3} e.) lirgl+ f(x) =3

b) lim flx) = o0 £) lim f(x) =3

c) XEE% f(x) =3 g) lim f(x)=-3
X——+00

d.) Xli_)l’l; f(x) = 400 h) f(0) =0
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2. Propiedades de la funcion f

a) D =R—1]0,1] e.) lirgl+ f(x) =-2
b) lim f(x)=+oo £) lim f(x) = +oo
x——3~
C.) Xl_i}TOO f(X) — 2 g‘) XEI_‘I]G;+ f(‘)(_) = —0
d) lim f(x) = +oo h) f(—1) = f(3) =0
3. Propiedades de la funcion f
a.) Dy = [-3,+o0 f.) lin}‘ f(x)=1
xX—
b) lim f(x)=1 g) f(—3) =f(3) = -1
c) f(x) £ 0,¥x €10, +o0l h.) Xler_l1 no existe.
d) f(x) =2,vx € [-1,1] i) lim f(x) existe
X—Xp
e.) XliTm f(x) =—1 j.) Vxo € [0, +o0[

4. Propiedades de la funcion f

a.) D¢y =]-3,4o00[—{-2,3}
b.) limh(x) =0

x—3

c) lim h(x)=4

X——2"
d.) liII’5+ h(x) =5
e.) 1il’12’17 h(x) = —oc0

Limites trigonométricos

Teorema 7 -5 Limites trigonométricos fundamentales

Los angulos se miden en radianes. Se tiene

senu tanu 1—cosu 1

lim 1, lim 1, lim o .
u—0 U u—0 U u—0 w 2

Estas igualdades siguen siendo validas al sustituir u por cualquier funcién u(x) que tienda a 0. Ademas,

. senu—sena . cosu—cosa
Iim ———— =cosaq, im ——— = —sena.
u—a u—a u—a u—a
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m Ajustar el argumento para usar “2“
uw

tan(3
Calculemos lim 7an( 2
z—0 8z cosz

tan(3z) 3 tan(3z) 1
8zcosz 8

cosz’

(es el item (10) de la lista siguiente).

3z
t
3. Con u = 3z se tiene u — 0, de modo que e
. tan(3z) 3 3
4. Porla ley del 1 51Ty
or la ley del producto 0 8zcosz 8 8

1. Al sustituir z = 0 se obtiene “0/0”; el limite fundamental
el mismo, y aqui el angulo es 3z mientras que abajo aparece 8z.

2. Se multiplica y divide por 3 para reconstruir ese cociente:

tanu
u

— 1 exige que el angulo y el denominador sean

— 1; ademaés cos z — 1 por sustitucién directa.

n Ejercicios: Limites Trigonomeétricos

@ 8.1 Calcule

x% 4+ x sen x

1. lim
cosx —1

x—0

t — sen(2t)

2. lim ——
= t + sen(3t)

t—0

1—cos’n

3. lim 5
sen?n

n—0
sen(x — 1)
Vx—1
tany —seny
sen3y

\/5—\/1+C05a

sen? a

4. lim
x—1

5. lim
y—0

6. lim
a—0

sec(2z) - tan(3z)
4z

secy — 1

y3cscy

7. lim
z—0

8. lim
y—0

tan?x + x% cos x
xtanx

9. lim
x—0

tan(3z)

lim
8zcosz

z—0

10.

11. lim In 4
° x—1+ sen(3x o 3)
senz —tanz
12. lim —/— 2"~
z—0 22 -sen(2z)
sen(2t)
13. lim ————
t—0- 2cos(2t) —2
7
14. lim (E) tan(x) Sen(2x —3m)
x—5" 4 x—
. sent
15. lim
t—o—4n/3 t
; senw — cosw
16. lim
won/a 1 —tanw
. cotx cosx
17. lim —————
x—m/2 1 —senx
senb
18. lim B
B—0 B
5sen?(3
19. lim 5sen’(3z)
20 2,2
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. u 25. lim 3senfp —2cos
20. lim v B—57/6 B B
u—0+t senu
2 26. lim sen(cosp)sec?
21. lim u B—m/2 ( B) B
y—1 sen(my)
2\ ot 07 lim SV —1
22. lin% (;) " w—0 \ W2csc (w)
X—
_ . senu—sena
23 lim 1 —sen(at/2) 28. im ——————— con a constante
xX—7T TmT— X u—a u—a
tan(x + 71/6) . cosu—cosa
24. 1 T E— 29. im —————— con a constante
x——71/6 6Xx + 7T u—a u—a

Definicidon 9-6 Limite cuando x — +oco

Se escribe lirf f(x) = L si los valores de f(x) se acercan tanto como se quiera a L al tomar x suficientemente grande.
X—>+00

De manera precisa, para cada € > 0 existe N > 0 tal que
x>N — |f(x)—L<e.

Para x — —oo0 se sustituye la condiciéon x > N por x < —N. La recta y = L es una asintota horizontal si alguno de estos
limites es igual a L.

Ejemplo VA Una asintota horizontal

Calculemos lim x—1 .
x—4o0 X +3

1. La sustitucion directa no sirve: numerador y denominador crecen sin cota (forma £2).

2. Se divide numerador y denominador entre x, que es la potencia dominante:

1
x—1_ 27
= = 5
x+3 14°
X
1 3 o . . 2-0
3. Cuando |x| crece, " —0y " — 0; por las leyes de los limites el cociente tiende a 150~ 2.

4. El resultado es el mismo por ambos lados, asi que Y = 2 es una asintota horizontal de la grafica.

Definicion 9—-7 Comportamiento infinito
Se escribe lirﬁ f(x) = +o0 si, para cada M > 0, existe N > 0 tal que
X—+00
x>N = f(x)>M.

Los casos x — —oo y f(x) — —oo se definen cambiando las desigualdades correspondientes. Los simbolos 400 y —oco
no son numeros reales; describen crecimiento no acotado.
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Un polinomio que no esta acotado

Veamos que lim (x3 —2x) = —o0.
X—>—00

2
1. Se factoriza la potencia dominante: x> — 2x = x3 <1 — 2).
X

e 2 . .
2. El paréntesis tiende a 1, pues 2 — 0; en particular es positivo para |x| grande.

3. Como el exponente 3 es impar, x> — —oo cuando x — —o0.

4. El producto de una cantidad que tiende a —oco por otra que tiende a 1 > 0 tiende a —oo; y esto es lo que dice la
definicion: dado cualquier M > 0, para x suficientemente negativo se tiene x> — 2x < —M.

Teorema 9-6 Cocientes de polinomios

Sean P(x) = amx™ 4+ -+ y Q(x) = bux™ + -+, con a;y # 0y by, # 0. Entonces el comportamiento de P(x)/Q(x)
cuando x — 00 esta determinado por

P(x) _Om mon

Qx) b
Aqui, F(x) ~ G(x) significa que liril F(x)/G(x) = 1. En particular,
X—>L00

P(X) B 0, m<n,

m = a
x—Foo Q(x) T m=n.

n

Sim > n, el signo y la paridad de la potencia dominante determinan si el cociente tiende a +00 0 a —oo.

Comparacion de grados

2
x-—4
Calculemos XLiIEOO R N R (es el primer item de la lista siguiente).

1. Se identifican los términos dominantes: x* arriba y x> abajo, de modo que m =2y n = 3.

. 1,5 1
2. Por el teorema, el cociente se comporta como IX = —.
X
1_ 4
’ . e . 3
3. Como m < n, el limite es 0; con detalle, al dividir todo entre x> se obtiene T 2"+ i‘ Tz cuyo numerador
XT3

tiende a 0 y cuyo denominador tiende a 1.

4. Por lo tanto el limite vale 0 (y y = 0 es asintota horizontal). Obsérvese que el mismo argumento sirve para
X — +o00.

Ejercicios: cocientes de polinomios y térmi-
nos dominantes
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@ 10.1 Calcule cada uno de los limites siguientes

2 _ 3_ 2
1. lim x4 4 lim YL, Y HO
x——c0 X3+ 2x2 +x + 2 y—o—oco  Yy—>5 yZ—y
2 3
. xX*+x+3 5 1 LA
2. XETM o1 ' b—lgloo 3b+x 3b%2—4
5 1
- 255 + 3x7 6 lim 3x3 —2x3 +1
5 Hm oe T 2k 1 2x— 295

n Radicales y valores absolutos

Lema 11 -2 Potencias, raices y valores absolutos Al extraer potencias de una raiz debe conservarse el signo correcto:

\/—2 X, X — 400,
x? =[x, Ix| =

—X, X — —00.
Y . N . . . . .
En general, ¥/x™ = |x|sinespary /X" = x si n es impar. Las diferencias de radicales pueden transformarse mediante

A—B
VA-VB = E

siempre que las raices estén definidas y el denominador no sea cero.

El signo al salir de la raiz

3r+2
Calculemos lim L (es el primer item de la lista siguiente).

T——00 \/m

1

1
1. Se factoriza 12 dentro de la raiz: V412 — 1+ 1 = V124 /4 — - + 2

2. Por el lema, V12 = [r|, y como 1 — —o0 se tiene T < 0 y |r| = —. Este es el paso donde se pierde el resultado si se
escribe r en lugar de —.

3. Se divide numerador y denominador entre 1 (que es negativo):
3r42 3+2

—r\/4—%+% :—\/4_%"'%‘

1 2 3
4. Como;—>0y; — 0, el limite es ——= = ——

/i 2

Ejercicios: radicales y valores absolutos
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@ 12.1 Calcule cada uno de los limites siguientes

3r+2 .
1. im —— 4. lim (\/4x2—6—\/4x2—x>
e VAT —r 11 x——00
/<2
2. lim w 5. lim ( x2—2x—1+x>
x—=—00 /X2 —2 4% X——00
322 -5z+1

3. lim —————— : /Oy 2 _
zohoo b+ 1—z 6. lim 9x? + 3x

X—+00

m Exponenciales y logaritmos al infinito

Teorema 13—7 Términos dominantes y funciones trascendentes

En una suma de potencias, el término de mayor exponente domina cuando x| — co. Paraa >1y0<b < 1,

lim a* = +oo, lim b* =0, Iim Inx = +4oo.
X—>+00 X—+o00 X—+00

Siu(x) — 0, entonces a**) — 1;si u(x) — +oo, entonces a**) — 400 y b**) — 0. Para simplificar expresiones se
pueden usar

lnAlnB—1n<§>, %::<%>X,

cuando las cantidades involucradas estén definidas.

Ejemplo [} Una diferencia de logaritmos

Calculemos tliT [ln(’c2 —4) —1In(4t> + 1)} (es el segundo item de la lista siguiente).
— 400

1. Cada sumando tiende a +o00, asi que se tiene la forma indeterminada co — co: no se puede separar el limite en
dos.

2. Se usa la identidad del teorema para escribir la diferencia como un solo logaritmo: In(t?> — 4) — In(4t> + 1) =

t2—4\ iy
In wi1) valido porque ambos argumentos son positivos para t grande.

1
3. El argumento es un cociente de polinomios del mismo grado, de modo que tiende a T

1
4. Como el logaritmo es continuo, se puede pasar el limite adentro: In (4> = —In4.

Ejercicios: exponenciales y logaritmos al in-

14.
finito

@ 14.1 Calcule cada uno de los limites siguientes



14. Ejercicios: exponenciales y logaritmos al infinito

) ed — e d
L fim
2. lim In(t> —4) — In(4t2 + 1)
s lim 2X+4X+Ix+1l—1
x—+oo | 3% — Bx X

. x2+x—2
4. lim (e) #3

X—>+00

6.

lim
X—>+00

X2 +5x 46
1 x+1
3

211’1(7( - 6)



Funciones Continuas

“ Continuidad

Definicion 1—1 Continuidad en un punto y en un conjunto

Seaf:I C R — Ry seac un punto interior de I. La funcién f es continua en c si

)1{13% f(x) = f(c).

Por tanto, se requieren tres condiciones: f(c) esta definida, el limite de f en ¢ existe y dicho limite es igual a f(c). Se dice

que f es continua en un conjunto si es continua en cada punto de ese conjunto. En un extremo del dominio se utiliza el
limite lateral disponible.

Ejemplo WAl Verificacion de las tres condiciones de la definicién

21 21
0 f(x) = );—Fl escontinuaenxzlpues)l(iﬁrr});_'_1 =0="f(1)
XZ—]. 2
T _ —1
9 fx) =< x+1 st x#-1 es continua en x = —1 pues lim X = lim x—1=-2="(-1)
) si ox=—1 x——1 x+1 x——1

En ambos casos se recorren las tres condiciones de la definicidén: primero se comprueba que f(c) esta definida, luego

se calcula lim f(x) simplificando la expresion para x # c, y finalmente se verifica que ambos niimeros coinciden.
X—C

Ejercicios: continuidad en un punto

@ 2.1 Determine si la funcidn es continua en el valor dadode ¢ = —1 si

8& —5 si x<—1
g(x) =
10x —2x% si x> —1

@ 2.2 A continuacion se presentan ciertas afirmaciones, determine si cada una de ellas es verdadera o
falsa, justificando su respuesta.
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1. Sea f una funcion tal que lin} f(x) existe, entonces necesariamente f debe estar definida en x = 1.
X—r

2. Sean f y ¢ funciones, si lim g(x) =0 y lim existe, necesariamente lim f(x) =0
x—a x—a g(x) Xx—a

1)(x—3
3. El limite lim la+ D ) existe Unicamente si a = —1.

x—3 |3 — X|

4. Sea g una funcion continua en R, si lim g(x) =5, entonces puede darse que g(2) #5

x—2
sen(x +4) .
S e —4
xt+8 XS
5. Si f(x) =
vx+8 ooy
4
entonces

i) Ellimite lim f(x) existe
x——4

ii.) f es continua en x = —4

n Criterio lateral y empalme

Teorema 3—1 Criterio lateral y empalme

Si ¢ es un punto interior del dominio, f es continua en c si, y solo si,

lim f(x) =f(c) = Lim f(x).

X—Cc x—ct

En consecuencia, si una funcién esta definida a trozos y cada una de sus ramas es continua, solamente deben revisarse
los puntos de empalme. En cada uno de ellos, los dos limites laterales y el valor asignado a la funcion deben coincidir.

m Empalme de una funcién definida a trozos

Consideremos la funcién
—(x—=2)?, si x <2
f(x) =< a(x—2)>+b, si 2<x<3
2x+b—2, si x >3

Determinar valores de a y b tal que la funcion sea continua en todo R.

Solucion. En el widget podemos usar los deslizadores para ajustar los valores de a y b, con el propésito de que f sea
continua en todo R. Luego debemos justificar con un anéalisis formal.
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Continuidad de funcién por tramos

Fig. 3.1: Determinar a y b para que f sea continua en todo R (hacer clic)

Formalmente 7 : los pasos son los siguientes.

1. Las tres funciones que conforman f son continuas en todo R (dos polinomios y una parabola), asi que, por el
teorema, solo hay que revisar los puntos de empalme: x =2y x = 3.

2. Empalme en x = 2: se igualan el limite por la izquierda y el valor de la rama central, lir? —(x—2)?=0y
X—Z

a(2—2)2+b =b;porlotanto b = 0.

3. Empalmeenx = 3: lim a(x—2)>+b=a+by li1?+2x+b—2:4—|—b;de a+b =4+ b se obtiene a = 4.
x—

x—3—

4. Con a =4y b =0 las tres ramas empalman y f es continua en todo R.

Ejercicios: empalmes y parametros

@ 4.1 Determine el conjunto de valores de la variable donde la funcién es continua
(6—t si t<-2

Lrt)=¢{ 10+t si —2<t<1

(| O+6t si t>1


CDIpr2.html#ejcontinuidad de f
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( 2
-1
i_l si y<-—1
1 .
2. h(y) = 4 si —1<y<3
2y? — 4
ks PR
Yy —3y—4

@ 4.2 Encuentre los valores de a y b para que la funcién sea continua en R

(2 si t<—1
1.glt)=< at+b si —1<t<3

-2 si t>3

u+1l si u<o
2.1(uw) =< u?+a si O<u<bd

7—u si u>b

@ 4.3 Para cada una de las siguientes funciones, halle el valor de a y b para que la funciéon
correspondiente sea continua en el valor de x que se indica.

¢ sen(2x) . ( 1
ax si x <0 X si x<1
a
b si x=0
a) Enx=0, g(x)= b) Enx=1, h(x)={ b si x=1
- si x>0 ClZX—l
L T1a si x>1
\

x2+5 si x<k
@ 4.4 Considere la funciéon f(x) =
x2+9 si x>k

Determine el o los valores de k, de modo que f sea continua en R.

@ 4.5 Para cada una de las siguientes funciones, determine si es continua en todos los reales.
e si x <1

1. f(x) =4q 4 si x=1

—x+e+1 si x>1
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—X si x<—1
2. f(x)=¢{ —x*+2 si —-1<x<1 (1 i x<0
X
[ 2 si x>1 4 h(x)=< 0 si x=0
—x si x<0 [ Inx si x>0
3. f(x) =< x> si O0<x<1
[ VX st x>1

@ 4.6 Determine los valores de a y ¢ (sies posible) de modo que f sea continua:

( X+2C si x < -2 ( —3senx si X< _g
1. f(x) =¢ 3ax+a si —2<x<1 Tt TT
() ST 3. f(x) = ¢ asen x+c si —§<x<§
\3x—2a si 1<x -
COS X si X > —
\ 2

(x—1 si x<1

2. f(x) =< a si x=1

x24+a si x>1

\

n Algebra y composicion de funciones continuas

Teorema 5—2 Algebra y composicién de funciones continuas

Sify g son continuas en c y k € R, entonces también son continuas en c las funciones
LI
kf, f+g, f—g, fg, — sig(c) #0.
9
Si g es continua en ¢ y f es continua en ¢(c), entonces la composicién f o g es continua en c y

lim f(g(x])) = f(g(c)).

X—C

m Continuidad de una composiciéon

1
Estudiemos h(x) = sen (x2+1> y calculemos lim h(x).

x—0

1. Se escribe h = fo g con g(x) = (u) =senu.

— vy f
x2—|—1y

2. g esun cociente de polinomios y su denominador nunca se anula (x2 +1 > 1), asi que g es continua en todo R;
en particular en ¢ = 0, donde g(0) = 1.

3. f(u) = senu es continua en todo R, en particular en g(0) = 1.
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4. Por el teorema, h = f o g es continua en 0 y el limite se calcula evaluando: lim sen

1
lim, (x2+1) = sen(1).

Corolario 1 (Funciones elementales).

Los polinomios, las funciones exponenciales, las funciones trigonométricas y la funcién valor absoluto son continuas en
todos los puntos de sus dominios. Las funciones racionales son continuas donde el denominador no se anula; las funciones
logaritmicas y las funciones con radicales son continuas donde estan definidas.

Ejemplo »IIl Conjunto de continuidad de una funcién elemental

Determinemos dénde es continua f(x) =

x—1
x2—4-

. El numerador v/x — 1 es continuo donde esta definido, es decir, en x > 1.

El denominador x2 — 4 es un polinomio, continuo en todo R, y se anula en x = +2.

Por el teorema del cociente, f es continua en los puntos donde ambas funciones lo son y ademas el denominador
no se anula. El valor x = —2 ya estaba excluido por el dominio del radical.

Por lo tanto f es continua en [1,2[ U 12, +ool.

n Ejercicios: algebra y composicion

@ 6.1 Considere las siguientes funciones:

(x2+ax+b si x<?2 cx2+4 si x<6

6 si x=2y cx+b si x>=6

2ax + 3b si x>2

Determine condiciones suficientes para a, b y c para que la funciéon fo g sea continua en x = 2.

@ 6.2 Sea f una funcion continua en R que cumple:

lim fx)
x—2 X — 2

=6 y f(x)=0 siysolosi x=2




7. Tipos de discontinuidad 36

( a-f(x) .
x2—5x+6+4x si x <2
Considere la funciéon: g(x) =< 2 si x =2
b- _
bosen(x=2) G x>2
\ f(x)

Determine el valor de a y b para que g sea continua en R.

Tipos de discontinuidad

Definicion 7-2 Tipos basicos de discontinuidad

Una discontinuidad en c es evitable si lim f(x) existe y es finito, pero f(c) no esta definida o no coincide con el limite. Es
X—C

una discontinuidad de salto si los dos limites laterales existen y son finitos, pero son distintos. Es infinita si al menos uno
de los limites laterales es +00 0 —00.

Los tres tipos en tres funciones

2

1
1. f(x) = x I tiene una discontinuidad evitable en x = 1: para x # 1 vale x 4+ 1, de modo que el limite existe y
% —

es 2, pero f(1) no esta definida. Basta definir f(1) = 2 para volverla continua.

x|

2. g(x) = — tiene una discontinuidad de salto en x = 0: los limites laterales existen y son finitos, —1 por la
X

izquierda y 1 por la derecha, pero son distintos. Ningtn valor asignado a g(0) la hace continua.
1
3. h(x) = — tiene una discontinuidad infinita en x = 0, pues h(x) — —oo por la izquierda y h(x) — 400 por la
X
derecha.

4. La clasificacion se decide siempre en el mismo orden: primero se calculan los dos limites laterales; si son iguales
y finitos, la discontinuidad es evitable; si son finitos y distintos, es de salto; si alguno es infinito, es infinita.

n Ejercicios: tipos de discontinuidad

(2
X“+x—2
XZ——l s1 X 7& +1
@ 8.1 Considere la funcién f definida por: f(x) = ¢ s ox—=1
1 si x =—1

¢, Es f continua en x = —1 ?. ;Cuanto debe valer m para que f sea continua en x = 1?



Derivada de una funcion

“ Derivadas: Interpretacion Geométrica

Definiciéon 1—-1 Derivada

Sea f una funcién definida en un entorno de a. La derivada

defenaes Pendiente
my = f'(z)
f h)—f
f’(a) = lim M Pendiente

h—0 h ’ . Lhth) — f(@)

si este limite existe y es finito. Equivalentemente,

f'(a) = lim w.
XxX—a X—a

r

i ;
x T+h

Si f’(a) existe, f es derivable en a. La funcién que asigna
x — f’(x) se llama funcién derivada.

Derivada por definicién

1
Calculemos f’(a) para f(x) = L-cona #£0.

1. Se escribe el cociente de diferencias: (— = —

a+h)—f(a) 1< 1 1)

h h\a+h a
1 1 — h —h
2. Se suman las fracciones del paréntesis: Th o aa(c(l(:—tt) ) = alaih)
f h)—f -1
3. Se cancela h (licito porque en el limite h # 0): lat })L (a) = FEEA
o . -1 1
4. Se toma el limite: f'(a) = lim —— = ——.
h=>0 ala+h) a?

Teorema 1-1 Interpretacion geométrica y continuidad

La cantidad f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en (a, f(a)); por tanto, dicha recta tiene ecuacién
y—f(a) =f'(a)(x — a).

Ademas, si f es derivable en a, entonces f es continua en a. El reciproco no es necesariamente verdadero.
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Recta tangente

1
Hallemos la recta tangente a f(x) = — en el punto de abscisa a = 2.
X

1
1. El punto de tangencia es (2, f(2)) = (2, >

2
: e 1 . / 1
2. Por el ejemplo anterior, f'(a) = 2 de donde la pendiente es f'(2) = T
. , 1 1 ) X
3. Se sustituye eny — f(a) = f'(a)(x —a): y — 5= _Z(X —2), es decir,y = ~1 +1.
4. Como f es derivable en 2, también es continua ahi. El reciproco falla: g(x) = |x| es continua en 0 y no es

derivable en O, pues los cocientes de diferencias tienden a —1 por la izquierda y a 1 por la derecha.

En el widget? podemos mover el deslizador que cambia el valor de h para visualizar como al variar las pendientes de las
cuerdas, el limite de las pendientes es la pendiente de la tangente.

Ejercicios: Derivadas por definicion

@ 2.1 Use la definicion para calcular la derivada de f.

1. f(x)=1—-3x+%x* en x=—6 6. f(r) =sen r—3cost en T =7m/3
7. =cx?+bx+1
2. f(v):zv+3 en v=23 glx) = ex”+bx+
v—4 -1

8. h(x) = ——
3. fv)=vv+3 en v=1 (x) vVx+1

4. f(y) =+/2y>?—5 en y=2 % g0 =x+Vx

1
10. hix) = =

5. f(x) =5cos(x —7t) en x =1t

n Calculo de derivadas

x—1

Teorema 3—2 Reglas de derivacion
Sean f y g derivables, y sean c, k € R. En los puntos donde las expresiones estén definidas,

(©)' =0, () =k,

(f+g) =f"+g, (cf) =cf’,

f\' f'g—fg’

La regla de la potencia se aplica para exponentes reales en los intervalos donde la potencia correspondiente esta definida.
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Reglas del producto y del cociente

2x3 -5
Derivemos f(x) = %

1. Se identifican el numerador y el denominador: u = 2x*> — 5x y v = x*> + 1, con v # 0 para todo x.
2. Con la regla de la potencia y la de la suma: 1’ = 6x*> —5y v’ = 2x.

u'v—uv’
3. Se aplica la regla del cociente (%) = —
%

(6x* —5)(x2 4+ 1) — (2x3 — 5x)(2x)

fiix) = 2+1)72

4. Se desarrolla y se simplifica el numerador: (6x* + x> —5) — (4x* — 10x?) = 2x* + 11x? — 5, de modo que
, x4+ 11x* — 5
f'(x) = —————

(x2+1)2

Teorema 3-3 Derivadas de funciones elementales

Para a > 0, a # 1, se tiene

1
(eX) = eX, (a¥) = a*Inaq, (Inx)" = =,

X
(senx)’ = cosx, (cosx)’ = —senx, (tanx)’ = sec?x,
(cotx) = —csc?x, (secx)’ = secx tanx, (cscx)’ = —cscx cotx,
(arcsenx)’ = 1 (arccosx)’ = N (arctanx)’ = 1

V1—x VS 1+
1

arccotx) = ———.
( ) 1+x2

Cada formula se entiende en los puntos interiores del dominio de la funcion.

Ejemplo ¥4 Una combinacion de funciones elementales

Derivemos f(x) = 3e* — 2senx + 5Inx + arctan x, para x > 0.

1. Por las reglas de la suma y del multiplo constante, se deriva cada sumando por separado y se conservan los
coeficientes.

2. Derivadas exponencial y trigonométrica: (eX)’ = e* y (senx)’ = cosx.

1
142

1
3. Derivadas logaritmica e inversa: (Inx)’ = — (definida para x > 0) y (arctanx)’ =
X

1
4. Reuniendo todo: f'(x) = 3e* —2cosx + > + —.
x  1+x2
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Ejercicios: Calculo de derivadas

@ 4.1 Calcule la derivada de las siguientes funciones

1. f(x) =2x2—3x> +5 i 1
1—t
2. f(x) = 3x*3 —6x*/3 — 2 5. ft) = ———
1 u+1 u*+2
3. 9(z) =vVz—— 16. f(lu) = —— -
9lz) = vz Vz W) u—1 5+4u
1 2 3 (4r +6) (2 + 37)
_ L0 17. f(r) =
4. h(z) 3z+Z 12+\3/Z (1) T2
5. f(s) = (245 +1) (2 +2) 18. gl(x) = 2x 2arctanx
6. f(v) = (vz +2v) (v41)— 62 +5 19. g(x) = (arccos x) (arcsen x)
20 h(X) — ﬂ
7 f(y):6\/95—9\/g ' ~ 1+cosx
3Vy? 1+Inu
21. f(u) =
40t5—t3ﬁ 1—lnu
8. f(t) = ————
5t2v/t 22. f(u) = ulnu
+b Lot
ax
9. f(x) = ot d 23. f(z) =Yz Inz
1 11— 2
10. f(t):tz—\/§+ﬁ 24. g(t)_m
Int
senrT  COST
() 1+r 1—7r ? t+1
u+ 1 . tanx — 1
12. f(U) = (2u-5) u——|_2 26. h(X) — secx
eZ
13. =(1-2 2) (p?+1 27. h(z) =
3. f(p) =(1—2p) (3p+2) (P +1) (2) = ———
2 3 arccotz
14. f = 1— 28. =
&) x+1( x+1) 8.hz) =—7
n Regla de la cadena
Teorema 5-4 Regla de la cadena
Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces
(fog)'(x) =f'(g(x))g’(x).
En particular, si u = u(x) es derivable,
() =ku (e*) =e*u/, (a*)’ = a*In(a)u’, (Infu))’ = %’,

y al derivar una funcion trigonométrica o trigonométrica inversa de u, se multiplica su derivada exterior por u’.
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Dos aplicaciones encadenadas

Derivemos f(x) = esen(3%),

1. Se reconoce la composicién: la funcién exterior es e** con u = sen(3x).
2. Por laregla de la cadena, f'(x) = e™ u/, asi que falta derivar u = sen(3x).
3. Esa derivada exige una segunda aplicacion de la regla, ahora con w = 3x: u’ = cos(3x) - w’ = 3 cos(3x).

4. Sustituyendo: f/(x) = 3 cos(3x) e5"(®). Conviene derivar de afuera hacia adentro, sin olvidar ningun factor.

n Ejercicios: Regla de la cadena

@ 6.1 Calcule la derivada de las siguientes funciones

_e*+tan(x +1)
N sen(2x)

w1
16. f(w) =1In (m>

17. h(z) = arccos? (e >
z

1. f(y) = |:(y2+3)4—1:|3 15,

2. f(0) = sen(50) sec?(50)

3
3. f(x) = (z ; Z)

f(x)

3tt
t =5t 18. f(x) = arctan®(In(x? + e*))
tan®(x) — 1 ,
5. f(x) = Sen(x) 12 19. h(x) = In(39*+4) 4+ 1)
X2 —5x+3 V1 —2x*(x+3)
6. f(x) =e 20. f(x) = T
7. f(q) = (q —36‘1/3)5
e —1 21. f(v) = v —1)°
8. f(x) = @+
9. f(t) = In (tv2 1 1) 22. f(t) =tt
3_ 1) »p? 23. f(w) = e™w—v
10. f(p) =In M
VvI—=5p 24. g(z) = sec (')
1. f(z) =vVI+Inz+1In(1+2) 25. h(u) = e* st +1n’ (3 — 2u?)

12.

13.

14.

f(x) = e’*g (ln2 x), donde g es derivable.

f(y) = In* (2y + 6)
f(z) = In” [In (22° — 8z2)]

27.

28.

. h{u) = cos*(sen (ku?®))

g(u) = In? (senu) + In (1 _ ezu)

g(u) = In (sec (u®) + tan (u?))
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@ 6.2 Sif es una funcién derivable, obtenga la derivada de las siguientes funciones

1y = f(Inz) 3.y =f (W) —[f(w)]"
' zez
2.y ="f(e™) ef(u) 4.y =e"f <1n3 W)

n Ejercicios: Valor Numérico

@ 8.1 Calcule el valor numérico que se indica

1. (f-g)'(2),dado que f(2) = —1,g(2) =3,f'(2) =1y g'(2) = -2

2. h/(—1), dado que h(x) = ¥*p(x), p(—1) =4y p'(-1) =2

3. (f/g)'(5), dado que f(5) = =2, g(5) = —1/2,f'(5) =4y g'(5) =2

4. q'(4), dado que q(x x)/Vx f(4) = =3y f'(4) =0

5. Suponga que f(5) = 4, g(5) = 2, f'(5) = —6 y g’(5) = 5. Encuentre los valores de:

(@ (f+9)'(5) @ (9/f)'(5)

(b) (f-g)'(5) © (%) (5).
© (f/g)'(5) 9

6. Dado que q(6) =2,p'(2) = —1y q'(6) = 4, determine: (p o q)’ (6).
f(3—1)

7. Dado que h(t) = donde f es alguna funcién con f(1) = 3y f'(1) = —1, determine: h'(2).

8. Dado que h(x) = 4/f (e"z_"), f(1) =4y f'(1) = 6, determine: h'/(0).
9. Dado que g(y) =Inf(29), f(1) =In2y f'(1) = —3, determine: g’(0).
10. Si H(x) = f(g(x)) donde g(3) =6, g'(3) =4y f'(6) = 7, halle H'(3).
11. Sean f y g funciones derivables. Si H(x) = 2f(x)In (g(x)), g(x) > 0, determine H’(3) dado que

g(3)=e g'(3) =—2,f(3) =3y f'(3) =1/2.
12. Sea g una funcion derivable tal que g(1) =3y g’(1) = 2. Determine:
a) F/(0) si F(x) = g (e**) - e %%, a constante real.

b.) H'(0) si H(x) = [g (2¥)]* - 27>

13. Sea f una funcion derivable, entonces:
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a) Six [f(x)]* + xf(x) = 6 y f(3) = 1, hallar f'(3).
b) Si [g(x)])* + 12x = x2g(x) y g(4) = 12, hallar g’(4)

14. Sean f y g funciones tales que f(5) =4, g(5) =2, f'(5) = =6y g'(5) = 5. Determine (f-g)'(5) y
") )
f—g '
f(x)

15. Sea f una funcién derivable tal que h(x) = x*f(x) + ot Si se sabe que f(1) =2y h/(1) =5,

encuentre '(1).

16. Sea f una funcion derivable tal que x [F(x)]? + xf(x) = 6 y f(3) = 1. Halle '(3).

n Conceptos teodricos

n Ejercicios: Conceptos tedricos

@ 10.1 Esta seccidn es para reforzar la teoria de derivacion

1. Si f es una funcién derivable y g una funcion tal que g(x) = xf(x), utilice la definicion para demostrar
que g’(x) = f(x) + xf'(x).

2. Sif es una funcién derivable y g una funcién tal que g(x) = 3f2(x), utilice la definicion para demostrar
que g'(x) = 6f(x)f'(x).

6
(2+h)"—64 — f'(a).

3. Encuentre una funcién f y un numero real a tales que lim
h—0

4. Suponga que f es una funcién que satisface la ecuacion:
f(x +y) = f(x) + fly) +x*y +xy*> Vx,y € R

f
Suponga también que liné (—X) = 1. Encuentre f(0), f'(0) y f'(x).
X— X

5. Suponga que la funcién h(x) satisface h'(x) = —xh(x). Muestre que la funcién y = xh(x) satisface
la ecuacion:

xy' =(1-x%)y

1
6. Sea g una funcidén continua que cumple g’(x) = —. Muestre que y = cumple la
X

14+ x4+ g(x)
ecuacion diferencial xy’ =y (yg(x) — 1).

7. Verifique que si f(x) = arctan (71( + ) — arctan x, entonces f'(x) = 0.

—X
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1
8. Sea f : R — {0} — R derivable tal que f'(x) = f (;) para todo x # 0 :

a) Verifique que f”(x) = —f(x) - —.

b) Hallar condiciones sobre a, b, c tales que ax?-f”’(x)+bx-f’(x)+c-f(x) = 0 donde a?+b>+c? # 0.

9. Si f es una funcién tal que f/(x) = e 2* y u = In (x?), utilice la regla de la cadena para demostrar

d 2

d
10. Encuentre f'(x) si se sabe que ™ [f(2x)] = x2.
X

n Derivacion implicita

Teorema 11 -5 Derivacion implicita

Si una ecuacion que relaciona x e y define localmente a y como funcién derivable de x, se derivan ambos lados respecto
de x, tratando y = y(x) y aplicando la regla de la cadena a cada expresion que contiene y. Si la ecuacion resultante tiene
la forma A(x,y) + B(x,y)y’ =0, con B(x,y) # 0, entoncesy’ = —A(x,y)/B(x,y).

m Derivada de una curva dada implicitamente

Calculemos y’ si x> +1y® = 6xy (folio de Descartes).

1. Se deriva a ambos lados respecto de x, recordando que y = y(x): cada vez que se deriva una expresién con y
aparece el factor y’ por la regla de la cadena.

2. Lado izquierdo: 3x* + 3y2y’. Lado derecho, con la regla del producto: 6y + 6xy’.
3. Se agrupan los términos con y’ a un lado: 3y?y’ — 6xy’ = 6y — 3x2, es decir, (3y? — 6x) y’ = 6y — 3x%.

6y —3x* 2y —x?
3y2 —6x Y2 —2x’

4. Se despeja, suponiendo 3y? — 6x # 0:y’ =

Ejercicios: Derivacion implicita

@ 12.1 Calcule la derivada que se solicita.

d d

1. £ en (—3,0), dado x?z 4+ xz? = 3x + 9. 3, 22 ,dado z> = In(w + z)
dx dw
dx dx

2. — en (4,—4),dadox +t+e*"t =1 4, — ,dado4xIn(2x +y) =4

dt dy
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d2
@ 12.2 Suponga que la ecuacion e¥ = y? - e* define a y como funcién de x. Determine d—li y d_xg En

ambos casos exprese su respuesta sélo en términos de y.
@ 12.3 Sabiendo que las ecuaciones siguientes definen a y como funciéon implicita de la variable x,
obtenga y’.

1. X} —seny + xIn*y = ye**

2. x + cosx + xy? = ev

3.x+e—y—y=3

m Derivacion logaritmica

Teorema 13 -6 Derivacion logaritmica

Siy =u(x)"™ yu(x) > 0, la derivacion logaritmica da
ul
y =u’ <v’lnu+v> :
u

Para productos y cocientes también puede usarse (Inly|)’ =y’/y junto con las propiedades de los logaritmos.

Ejemplo v£38 Una potencia con base y exponente variables

senx

Derivemos y = x*"*, para x > 0.

1. Ni la regla de la potencia ni la de la exponencial se aplican: la base y el exponente dependen de x. Se toma
logaritmo: Iny = senx Inx.
!/
2. Se deriva a ambos lados; a la izquierda, por la regla de la cadena, (Iny)’ = %, y a la derecha se usa la regla del

/

senx
producto: Y _ cosx Inx +
Y

3. Se despeja y’ multiplicando por y: y’' =y (Cosx Inx + SenX).

. senx )
4. Se sustituye y = x>y’ = xsnx (COSX Inx + —) que es la formula del teorema con u = x y v = senx.
X

Ejercicios: Derivacion logaritmica

@ 14.1 Calcule la primera derivada de cada una de las funciones siguientes:
Lfx) = (x+ 1)
2. g(x) = /(2x)"

W
=
Kol

I
—~

=

@

_I_

=
~—
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@ 14.2 Utilice la derivacion logaritmica para calcular la primera derivada de cada una de las funciones

siguientes:
(x +3)?
Ly=———"_
ex cos (x)
3
xivx2+1
2. h(x) =
(x) (Bx +2)°
2 3 _ 2
3. f(x) = X(X—z
(5x3 +1)

ﬂ Derivadas de orden superior

Definicion 15—-2 Derivadas de orden superior

_an

Si f/ es derivable, se define f”/ = (f’)’; sucesivamente, f(™) = (f("~1))’. También se escribe (™) (x) e
X

Ejemplo vLN Derivadas sucesivas y un patrén

1
Calculemos las primeras derivadas de f(x) = — = x
X

-1

1. Primera derivada, con la regla de la potencia: f/(x) = —x 2.
2. Segunda: se deriva f/, no f: f”/(x) = (—1)(—2)x > = 2x3.
3. Tercera: f"/(x) =2 (=3)x % = —6x~%.

4. Se observa el patrén de signos y factoriales: (™) (x) = (—1)" n!x~(+1),

Teorema 15—-7 Féormula de Leibniz

Si fy g poseen derivadas hasta orden n, entonces

n
(fg)™ =3~ (ﬁ‘)ﬂj)g(njy

j=0 )
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Uso de la formula de Leibniz

Calculemos la derivada de orden n de h(x) = x%e*.

1. Se toma f(x) = x? y g(x) = €*, de modo que h = fg.

2. Las derivadas de f se agotan pronto: f' = 2x, f”/ =2y fU) = 0 paraj > 3; por eso la suma de Leibniz solo tiene

tres términos.

3. Como g(®) = e para todo k, la férmula da

h = (g)xzex + (Tll) 2x e* + <;>2€X.

4. Simplificando los coeficientes binomiales: h{™ (x) = e* (X2 +2nx +n(n — l)).

m Ejercicios: Derivadas de orden superior

@ 16.1 Calcule la derivada que se indica.

1. % siz = el % 4. y" siy= 1;z

) d*x Sile—Zs 5.y” si Yy +3x+7 =6y
ds® 1+2s 6.y" si 2y—ylny=3x+2

3 % en (—1,4) six? —xy =

a Ejercicios: Otros ejercicios

@ 18.1 Una ecuacion diferencial es aquella en que interviene una funcién desconocida y sus derivadas.
Resuelva los siguientes problemas relativos a ecuaciones diferenciales.

1. Considere la ecuacion f”(x) +4 - f'(x) + 4 - f(x) = 0. Pruebe que f(x) = (3x — 5)e~2* satisface la
ecuacion anterior.

2. Halle las constantes A, B y C tales que la funcién y = Ax* + Bx + C satisfaga la ecuacion:

U,/+U,_ZU:X2

@ 18.2 Sea F(x) = f(x) - g(x), donde f y g tienen derivadas de todos los 6rdenes.
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1. Demuestre que F”(x) = f(x) - g(x) + 2f'(x)g’(x) + f(x)g” (x).

2. Encuentre formulas similares para F”/(x) y F®*) (x).

@ 18.3 Verifique que la funcién y = e?* + xe** satisface la ecuaciéon y” — 4y’ + 4y = 0.

1 1 d
@ 18.4 Verifique que la funciéony = > senx — > cosx + 10e™* satisface la ecuacion d—z +y =senx.

sen(7x)

@ 18.5 Verifique que la funcién g(x) = satisface la siguiente igualdad:

2
g"(x) + ~g'(x) = —mg(x)
@ x*—1 3 " ’ 2
18.6 Pruebe que paray = 271 se cumple que (4x + 4X) Yy’ =4y (1 — 3x )

@ 18.7 De un polinomio de tercer grado Q(x) se sabe que Q(1) = 0, Q'(1) =2, Q"(1) =4y
(1) = 12. Calcular Q(2) (Sugerencia: Sea p(x) = ax® + bx? + cx + d).
g



Aplicaciones de la derivada

“ Movimiento rectilineo

Definicion 1-1 Velocidad media y velocidad instantanea

Si s(t) es la posicion de un movil en el instante t, la velocidad media en el intervalo [ty, t;] es

_ s(t2) — s(t1)

th—1
es decir, la pendiente de la recta secante. La velocidad instantanea en t es la derivada

v(t) =s'(t) = lim w

y la aceleracion es a(t) = v/(t) = s”(t). El signo de v(t) indica el sentido del movimiento; su valor absoluto es la
rapidez.

w Velocidad media frente a velocidad instantanea

Un objeto cae segin h(t) = 80 — 4.9t (altura en metros, t en segundos).

1. Velocidad media en [1,2]: se evalia la posicion en los extremos, h(1) = 75.1 y h(2) = 60.4, y se calcula
60.4 —75.1 147 m/
= — 147 m/s.

Ym0
2. El signo negativo indica que el objeto baja; el valor 14.7 m/s es la rapidez media.

3. Velocidad instantanea: se deriva la posicion, v(t) = h'/(t) = —9.8t, de modo que v(1) = —9.8 m/s y v(2) =
—19.6 m/s.

4. Lavelocidad media del paso 1 queda entre esos dos valores: es la pendiente de la secante, mientras que v(1) y
v(2) son las pendientes de las tangentes en los extremos del intervalo.

Ejercicios: Movimiento rectilineo

@ 2.1 Un objeto se lanza hacia arriba desde cierta altura, y t segundos después su altura, en metros, es
h(t) =40 + 6t —4,9t%.

1. Calcule su velocidad promedio durante el primer segundo.

2. Calcule su velocidad promedio durante el intervalo [1,2].
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3. Calcule su velocidad promedio durante el intervalo [1,1.01].
4. ;Cudl es su velocidad instantanea 1 s después de ser lanzado?

5. ;Con qué velocidad golpea el suelo?

@ 2.2 Una piedra se deja caer desde un puente de 150m de altura, y t segundos después su altura, en
metros, es h(t) = 150 — 4.9t2.

1. Calcule su velocidad promedio para 3 < t < 4.
2. Calcule su velocidad promedio para 3 < t < 3.1.
3. Calcule su velocidad promedio para 3 < t < 3.001.

4. ;Cudl es su velocidad instantanea a los tres segundos?

5. ;Con qué velocidad golpea el suelo?

@ 2.3 Un objeto se deja caer desde cierta altura hy, en metros sobre el suelo, y t segundos después su
altura, en metros, es h(t) = hy — 4.9t2.Al caer al suelo su velocidad es de —15 m/s.;Desde que altura se
dejo caer?

@ 2.4 Un automovil se dirige hacia una pared. El conductor aplica los frenos y t segundos después la
distancia entre el automévil y la pared es d(t) = 40 — 18t + 2t2.

1. ;Cuaél es la velocidad del automovil t segundos después de aplicar los frenos?
2. ;Cuanto tiempo tardaria en detenerse si no choca antes?
3. ;Cuanto tiempo tardaria en chocar con la pared si no se detiene antes?

4. ;Chocara con la pared?

@ 2.5 El espacio recorrido por un movil viene dado por la ecuacion s(t) = 7t 4+ 25. Compruebe que la
velocidad media es constante en cualquier intervalo.

n Rectas tangentes y rectas normales

Sea una funcion f(x) derivable en x = a. Consideremos el punto de tangencia P(a, f(a)).
0 Pendiente de la recta tangente: Es la derivada de la funcién en el punto:
my = f'(a)
o Pendiente de la recta normail: Es la pendiente perpendicular a la tangente. Si f'(a) # 0:

S
Toome f(a)

Ecuaciones de las Rectas

@ RectaTangente: y = f'(a)(x — a) + f(a)
© Recta Normal: y = —1(x —a) + f(a)

e Caso especial: Si f'(a) = 0, la tangente es la recta horizontal y = f(a) y la normal es la recta vertical (x = a).
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Recta tangente y recta normal

Hallemos las rectas tangente y normal a f(x) = /x en x = 4.

1. Punto de tangencia: P (4,f(4)) = P(4,2).

1 1
2. Pendiente de la tangente: f'(x) = N de donde m = f’(4) = 7
1 . X
3. Recta tangente: y = Z(X —4) 42, es decir,y = 1 +1.
. 1 '
4. Recta normal: su pendiente es m,, = o= —4, de modo que y = —4(x —4) + 2, es decir, y = —4x + 18.
t

Ejercicios: Recta tangente, recta normal

@ 4.1 Encuentre la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la curva: f(x) = 1 — x2, en el
punto (2, —3). Grafique la parabola y sus respectivas rectas tangente y la normal.

@ 4.2 Encuentre una parabola que tenga la ecuacion f(x) = ax? + bx, cuya recta tangente en el punto
(1,1) tenga por ecuaciéon y = 3x — 2.

@ 4.3 ;Paraqué valores de ayblarecta2x+y = b es tangente a la parabola f(x) = ax? cuando x = 2?

@ 4.4 Verifique que la recta y = —x es tangente a la curva con ecuaciéon f(x) = x> — 6x? + 8x.
Determine el o los puntos P de tangencia y encuentre la ecuacioén de la recta normal a la curva en el punto P.

@ 4.5 Encuentre la ecuacion de la recta normal a la curva f(x) = xInx que sea paralela a la recta
2x — 2y + 3 = 0. ;En cual punto la grafica de f(x) posee una recta tangente horizontal?

@ 4.6 Encuentre la ecuacion de la recta tangente ala curva en el punto dado: W = ——=enu = —2.

V2u+5

@ 4.7 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto dado.
l.y=—-=enx=_8.

2.y =senx+2cosxenx = 7/2.

@ 4.8 Encuentre los puntos donde la recta tangente a y = 4u®> — 5u + 6 es paralela a la recta con
ecuaciony = 7u — 2.
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2x

@ 4.9 Encuentre los puntos donde la recta tangente ay = ﬁ es paralela a la recta con ecuaciéon

10x —y =5.

u242u

@ 4.10 Encuentre los puntos donde la recta tangenteay = e es horizontal.

@ 4.11 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a 3x> + 5y = 48 en (—1,3). (La ecuacion anterior
representa una elipse, z—i + bi; donde a y b son los semiejes).

1
@ 4.12 Encuentre la ecuacion de la recta perpendicular a — + — + g = 0 en (3,—2). (la ecuacién
Xy

anterior representa una hipérbola).

@ 4.13 Halle los puntos de la curva f(x) = x> —3x + 5 en los que la recta tangente es perpendicular a

X
larectay = ~5 JEn cuales puntos la grafica de f posee rectas tangentes horizontales?

@ 4.14 Determine la pendiente de la recta tangente a la curva C en el punto donde x = 0, donde su

ecuacionesy = (2x + 1) (x2 43y 4 1)1/(x+1).

@ 4.15 Seaf(x) = (x3 — 4:X2) g(x). Se sabe que la ecuacién de la recta normal a la curva de ecuacidén

= g(x) en el punto de tangencia (—2,5) esy = Z + 5. Determine f'(—2).

@ 4.16 Seay = f(x) definida por f(x) = x*> +31In(x + 3). Determinar la ecuacién de la recta tangente
en el punto de abscisa x = 0. Verificar que la curva tiene otra recta tangente paralela a la recta anterior y
determinarla.

@ 4.17 Sea g(x) = [f(x)]* donde f es una funcién derivable en R tal que f'(1) = —<z y f(1) =

Calcule una ecuacion para la recta tangente a la graficade gen x = 1.

@ 4.18 Encuentre las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse x* + 4y = 36 que pasan por el
punto (12, 3).

x2—2 si x > —1
@ 4.19 Hallar la derivada de la funcion f(x) = 1 )

- si x < —1
X

y, si existe, hallar la ecuacion de la recta tangente en x = —1.

“ L'Hopital y formas indeterminadas

Teorema 5-1 Regla de L'Hopital
Sean f y g derivables en un entorno perforado de a, con g’(x) # 0 en ese entorno. Si

lim f(x) = lim g(x) =0 0 lim [f(x)| = lim |g(x)| = +o0,
X—a X—a X—a X—a
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/

y si lim —— existe (finito o infinito), entonces
x—a g’(x)
) ()
lim —= = lim

x—a g x) x—a g’(x)'

El resultado vale también para a = F-oco y para limites laterales. Las formas 0 - co e co — oo se llevan a g o 22 mediante

algebra; las formas 1°°, 09 e 0oV se tratan tomando logaritmo, es decir, escribiendo u = eV Inu
!
Advertencia. La regla solo se aplica mientras el cociente sea indeterminado: si — ya no lo es, hay que evaluar, no
9

derivar otra vez.

Calculemos lim (cos 2x)" <
x—0

1. La base tiende a 1 y el exponente a +o0: es la forma 1%, que no se puede evaluar directamente.

2. Se toma logaritmo: si L es el limite buscado, entonces InL = >1<1£>I}J @, que ahora es de la forma %.
—2sen 2x
3. Se aplica la regla: )1(13‘(1) % = )lcig}) %222;‘, que sigue siendo %; derivando de nuevo (o usando ** — 1)
se obtiene —2.
4. Como InL = —2, se deshace el logaritmo: L = e 2,

n Ejercicios: L’Hopital y formas indeterminadas

@ 6.1 Calcule cada uno de los limites siguientes e indique la forma indeterminada que se presenta.

. 1—x+1Inx 3
L lim ———— —_—
x—1 x% —3x + 2 6. lim q 4+Inq
q—0+
e
2sen <Z — x) -2
2. ,IE,% X 7. lim (tan )2
t—(71/2)
3. lim sen(cosv)secv e o
v—71/2 8. lim (sen®)
0—(m/2)"
4, lim (e"—1)Inr
0t T\t
9. lim (1 + —>
X 7T n—o00 n
5. lim rtanr— —secr con ry t constantes, t > 0
r—7/2 2
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. xe*¥—x 19. lim xIn(senx)
10. lim ——— x>0+
30 sen?(2x) -0
1 1 20. lim (cos(ZX))l/Xz
11. lim | — — x=0
x—=1 \Inx x—1
1\~
12. ZETOO (Zel/z —Z) 21. x1—1>I—01:100 (1 + Z)
22, lim X 20X
. COS X . -
. « \* 23 Tim sen(kx) +tan(nx), n£0.
14. X1_1>Ij{100 —— x—0 arctan(nx)
. 2y y!
In (1 + 2 24. lim (e® —v)
15' 11m M y_>0
x—0 cos(3x) — e~
25. li !
16, lim 01 e (2
O In2x—1) SET X
17. lim (arcsen x)(cscx) 26. lim (x—1)sen o >
x—0 X—>+00 X — 1
. 1 1 e —(1+4x)
18. >1<1—>H5 (; X2 secx) 27 xlg{)1+ T 12,3,

n Ejercicios: Conceptos tedricos

@ 8.1 Halle el error en los procedimientos siguientes:

senx . COSX . —Ssenx

. m m
x—0 X2 x—0 X x—0 2

X——+00 1 X—>—+00

1 1 1
. 1 . X C X)) e , 1
2. lim xcos| -] = lim —1 = im ———%—— = lim sen ~ =
x

x2

= 8. Encuentre

2 b d
@ 8.2 Sean a, b, c y d constantes tales que lim ax” + sen(bx) + sen(cx) + sen(dx)

x—0 3x2 + 5x* 4+ 7x6
elvalordea+b+c+d.

@ 8.3 ,;Para qué valores de a y b es verdadera la ecuacion siguiente?

lim <sen(2x) +a+ 3) =0

x—0 x3 x2
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@ 8.4 ;Para qué valor de a es verdadera la ecuacion siguiente?
, x+a\”
lim =e
X—>+00 X—a

X . O
@ 8.5 Seaf(x)= ’X1| Zi z 7 0 Verifique que f es continua en x = 0.

n Tasas de cambio relacionadas

Método para tasas relacionadas Cuando varias magnitudes que dependen del tiempo estan ligadas por una ecuacion,
sus razones de cambio quedan ligadas al derivar esa ecuacion respecto de t. El procedimiento es siempre el mismo:

0 identificar las variables y hacer un dibujo;

9 escribir una ecuacion que las relacione en todo instante (Pitdgoras, semejanza, areas, volimenes, razones
trigonométricas);

e derivar ambos lados respecto del tiempo, aplicando la regla de la cadena (cada variable aporta su factor %, ‘;—?, )

e sustituir al final los valores del instante particular y despejar la razon desconocida.

Los valores numéricos del instante se sustituyen después de derivar; hacerlo antes convertiria en constantes a las
magnitudes que estan variando.

Un problema de relaciones relacionadas

1. Una escalera de 4 m de longitud esta apoyada en una pared vertical. Su extremo inferior resbala, alejandose de la
pared a 25 cm/s. ;A qué velocidad aumenta el &ngulo entre la pared y la escalera cuando el extremo superior
estd 2 m sobre el suelo?

Solucion. La pared y el suelo estan en angulo recto, entonces el contexto es el de un tridngulo rectangulo. Sea
0 el angulo entre la pared vertical y la escalera. Como la escalera mide 4 m,

X
e - .
sen

Ahora solo debemos derivar. En el widget se puede ver una animacién del problema y en el “widget ampliado”
se muestra una solucién mas ilustrativa. También tenemos una solucién mas abajo

Ejercicios: Tasas de cambio relacionadas

@ 10.1 Resolver los siguientes problemas sobre tasas relacionadas:

1. Un hombre esta parado en el borde de un muelle, remolcando hacia si con una cuerda una lancha. él
recoge la cuerda a 40 cm/s, y sus manos se mantienen 2 m mas altas que el punto en que la cuerda
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esta atada a la lancha. ;A qué velocidad se acerca la lancha al muelle cuando le faltan 3 m para llegar?

2. Una piedra cae en una laguna, creando una onda circular que cree centrada en el punto de contacto.
El radio de la onda aumenta a 30 cm/s. jA qué velocidad crece el area del circulo encerrado por la
onda cuando su radio es 1 m?

3. Una esfera de hielo se derrite de manera tal que su superficie decrece a 2 cm? por minuto. jA qué
velocidad disminuye el radio de la esfera cuando es 15 cm?

4. Un tanque conico tiene su vértice abajo, y mide 2 m de altura y 2 m de radio en la parte superior.
Por su extremo inferior esta saliendo agua a razén de 25 m® por segundo. Al mismo tiempo,
al tanque le entra agua por su parte superior a una tasa constante de litros por segundo. Si el
nivel de agua desciende a 5 m/s cuando es igual a un metro, ;A qué tasa le esta entrando agua al tanque?

5. Una canoa de desagiie mide tres metros de largo, y sus extremos son triangulos isosceles de 10 cm de
altura y 10 cm de base, con su vértice hacia abajo. Si la canoa esté recibiendo agua a 50 cm®/s y esta
agua no sale, ja qué velocidad aumenta el nivel del agua cuando ha alcanzado los 8 cm?

6. Una piscina mide 12 m de largo y 6 m de ancho. Su profundidad es 1.2 m en un extremo y 2.7 m en el
otro extremo, aumentando en linea recta de un extremo al otro. Si se bombea agua en la piscina a 3
m?> por minuto, ;qué tan rapido sube el nivel del agua cuando es 1 m en el extremo mas profundo?

7. Un avion vuela a una altura constante de 10000 m sobre terreno horizontal, en linea recta y a
velocidad constante. Un radar en tierra, delante del avidn, percibe un angulo de elevacién que
aumenta a 0.5° por segundo cuando el avion esta a 14 km de distancia del radar. ;Cual es la velocidad
del avion en kilometros por hora?

8. De un tubo sale arena a razoén de 16 dm?/s. Si la arena forma una piramide cénica en el suelo cuya

1
altura es siempre — del diametro de la base, ;con qué rapidez aumenta la altura de la piramide cuando

tiene 4 dm de altura?

9. Una escalera de 4 m se apoya contra un muro y su base se comienza a resbalar. Cuando la base est4 a
3,7 m del muro, la base se aleja a razén de 1.5 m/s.

I 0

(a) ¢;Cual es la razon de cambio de la distancia entre el suelo y la parte superior de la escalera sobre
el muro en ese instante?

(b) ¢Cuaél es la razén de cambio del area del triangulo formado por la escalera, el muro y el suelo en
ese instante?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(c) ¢Cual es la razon de cambio del angulo O entre la escalera y el suelo en ese instante?

Una mujer, en un muelle, tira de un bote a razén de 15 m/min sirviéndose de una soga amarrada al
bote a nivel de agua. Si las manos de la mujer se hallan a 4,8 m por arriba del nivel del agua, ;con qué
rapidez el bote se aproxima al muelle cuando le falta por recoger 6 m de cuerda?

Un automovil que se desplaza a razén de 9 m/s, se aproxima a un cruce. Cuando el auto esta a 36 m
de la intersecciéon un camién que viaja a razén de 12 m/s cruza la interseccion. El auto y el camion
se encuentran en carreteras que forman un angulo recto entre si. ;Con qué rapidez se separan 2s
después de que el camién pasa dicho cruce?

Un avidén vuela con velocidad constante, a una altura de 3000 m, en una trayectoria recta que lo
llevara directamente sobre un observador en tierra. En un instante dado, el observador advierte

T 1
que el angulo de elevacion del avion es de 3 radianes y aumenta a razén de a0 rad/s. Determine la

velocidad del avion.

Se bombea agua a un tanque que tiene forma de cono truncado circular recto a una razén uniforme de
2 I/min (1 litro equivale a 1000 cm?). El tanque tiene una altura de 80cm y radios inferior y superior
de 20 cm y 40 cm, respectivamente.;Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando la profundidad es
de 30 cm?

80cm

Nota: El volumen V de un cono truncado circular recto de altura h y radios inferior y superior a y b,

h7t
respectivamente, viene dado por: V = 3 (a2 +ab + bz).

Una ardilla en la base de un arbol comienza a subirlo a razon de 2,5 m/s. Dos segundos después, un
gato, situado a 36 m de la base del arbol, ve la ardilla y comienza correr hacia el arbol con una rapidez
de 3 m/s. ;Con qué rapidez cambia la distancia entre el gato y la ardilla 4s después de iniciada la
persecucion?

Una granja tiene un tanque de agua de forma conica (invertido), de radio 6 m y 15 m de altura. El
tanque se encuentra vacio, por lo que el administrador de la granja enciende una bomba que vierte
agua en el tanque a razén de 10 m®/min, sin embargo no se percata de la existencia de un agujero en
el fondo del tanque por donde se escapa el agua a razén de 0,5 m>/min. Determine a qué razén varia
el nivel del agua cuando la profundidad es de 8,28 m.
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16. Un controlador aéreo sitia dos aviones (A y B) a la misma altitud, convergiendo en su vuelo hacia un
mismo punto en el angulo recto. El controlador detecta que el avion A viaja a 450 km/h y el avion B a

600 km/h.

(a) ¢A qué ritmo varia la distancia entre los dos aviones, cuando A y B estan a 150 km y 200 km,
respectivamente, del punto de convergencia?

(b) ¢De cuanto tiempo dispone el controlador para situarlos en trayectorias distintas?

17. Un rectangulo tiene dos de sus lados sobre los ejes coordenados positivos y su vértice opuesto al
origen esta sobre la curva y = 2*. En este vértice, la coordenada y aumenta a razén de 1 unid/s. ;A
qué velocidad aumenta el area del rectangulo cuando x = 2?

n Extremos, crecimiento, decrecimiento y concavidad.

En un entorno I. de x = ¢,

- sipara todo x € I, f(x) > f(c), entonces f(c) es el valor minimo de f en I.. Decimos que (c, f(c)) es minimo

local.

- siparatodo x € I, f(x) < f(c) entonces f(c) es el valor maximo de f en I.. Decimos que (c, f(c)) es un maximo

local.

Fig. 5.1: Extremos locales de f en [,

o Un punto x = ¢ del dominio de f se dice punto critico de f si f'(c) = 0 o si f’(c) no existe

Maximo local

(=0

LY

Fig. 5.2: Extremos locales en puntos criticos

9 Problema: hallar el valor méaximo y/o el valor minimo de una funcién continua f en un intervalo [a, b].

(a) f tiene un maximo y un minimo en [a, b]

(b) Para determinar el valor maximo o minimo en [a, b] se debe examinar
i. los puntos criticos de f

ii. los extremosx =ayx=D>b
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iii. los puntos en [a, b] donde la derivada no esta definida

e La segunda derivada, si no se anula en un punto criticox = ¢, decide el signo de f(x) — f(c) en un entorno I, por
eso nos ayuda a decidir si (¢, f(c)) es un minimo local 0 un maximo local.

La idea es que el signo de f(x) — f(c) decide si se trata de un maximo o un minimo local y usamos el hecho de que

f(x) —f(a) = (x — a)2<%f”(a) + £(x)), donde ¢(x) = P 0 si x—a

Es decir,

« sif”(c) >0, (c,f(c)) es un minimo local

« sif”(c) <0, (c,f(c)) es un maximo local

En el widget podemos mover el punto con el deslizador y efectivamente ver como P, = %f "(e)(x — ¢)? decide el
signo de f(x) — f(c): 0 es < 0 0 es > 0 en un entorno suficientemente pequefio de x = c.
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Ejemplo %N Extremos locales de f

Determinar los extremos locales y la concavidad de f(x) = 2x3 — 3x?> — 12x + 5 en todo R

o Célculo de las derivadas

f'(x) =6x> —6x — 12 =6(x —2)(x + 1)
f’(x) =12x — 6 = 6(2x — 1)

9 Puntos criticos y posible punto de inflexién

1
f'ix) =0 = x=—-1 y x=2 f”(x):O:>x:§
e Tabla de signos de f'(x) y f"(x)
X —00 —1 1 2 +o0
2
f'(x) + 0 — - 0 +
£ (x) -n -n 0  +U +U
12
) /
—15

e Conclusiones

« Méaximo local: (—1, 12)
« Minimo local: (2, —15)

« Punto de inﬂexi()n:(%, —

NI
~—

« Concavidad:
B 17(x) < 0parax <
B f(x) > 0parax >

: concava hacia abajo N

NI= =

: concava hacia arriba U

Teorema 11 -2 Monotonia y concavidad

Sea f derivable en un intervalo 1.

1. Sif’(x) > 0 para todo x € I, entonces f es creciente en I; si f'(x) < 0, es decreciente.

2. Criterio de la primera derivada: si f' cambia de 4+ a — al pasar por un punto critico ¢, entonces (¢, f(c)) es un
méaximo local; si cambia de — a 4, es un minimo local; si no cambia de signo, no hay extremo.

3. Si f”(x) > 0 en I, la gréafica es concava hacia arriba (U); si f”/(x) < 0, es concava hacia abajo (N).

4. Un punto donde la concavidad cambia se llama punto de inflexion. Que f”(c) = 0 no basta: debe haber cambio de
signo de f"” en c.
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Ejemplo k{J Signode ' ydef”

Determinar los extremos locales y la concavidad de
f(x) = x* — 4x°
en todo R.
0 Calculo de las derivadas
f(x) = 4x3 — 12x% = 4x*(x — 3),
" (x) = 12x% — 24x = 12x(x — 2).
e Puntos criticos y posibles puntos de inflexién
f'ix) =0 = x=0y x=3,
mientras que
f’x) =0 = x=0y x=2.
Los valores correspondientes de la funcion son

f(0) =0, f(2) = —16, f(3) = —27.

e Tabla de signos de f/(x) y " (x)

27

X —00 0 2 3 +o00
f'(x) - 0 - - 0 +
£/ (x) +U 0 -N 0 +U +U
+00 +00

e Conclusiones

« f es decreciente en ]|—00, 3[ y creciente en ]3, +ool.

« Enx = 3, f’ cambia de negativo a positivo; por tanto,
(3,-27)

es un minimo local y absoluto.

« Los puntos de inflexioén son
0,00 vy (2,—16).

El primero es un punto de inflexion estacionario, pues ademas f'(0) = 0.
+ Concavidad:

I t7(x) > 0en]—o0,0[U]2, +00l: concava hacia arriba U.
I £”(x) < 0en]0,2[: concava hacia abajo N.

« En x = 0 no hay extremo local, aunque f’(0) = 0, porque f’ no cambia de signo.
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Ejercicios: Extremos locales y concavidad

@ 12.1 Sea f(x) = x*> + ax + b. Encuentre los valores de a y b tales que f(1) = 3 sea un valor
extremo de f en [0, 2]. ;Este valor es maximo o minimo?

bx

@ 12.2 Determine los valores de a y b de modo que la funcién f(x) = 3ax? - e 1 tenga un extremo

relativo en el punto (1,2).

@ 12.3 Halle una funcién de la forma f(x) = ax® + bx? + cx + d que alcance extremos relativos en
los puntos (—2,3) y (1,0). Verifique que en (—2, 3) se alcanza un maximo relativo y en (1,0) un minimo
relativo.

@ 12.4 A continuacion se presentan ciertas afirmaciones, determine si cada una de ellas es verdadera
o falsa, justificando su respuesta.

1. Sea f una funcion tal que f’(c) = 0, entonces necesariamente f tiene un maximo o un minimo relativo
enx = C.

2. Si f es una funcion continua en [—1, 1] y f(—1) = f(1) entonces necesariamente existe un nimero
realctalque —1 <c <1y f'(c) =0.

3. Si f es una funcion derivable en [—1,1] y f(—1) = f(1) entonces necesariamente existe un nimero
realctalque -1 <c <1y f'(c) =0.

4. Si f es una funcion tal que f”/(x) = 0 entonces necesariamente (2, f(2))es un punto de inflexion de la
grafica de f.

5. Si (a,b) es un punto de inflexion de la grafica de f entonces necesariamente (a, b) no puede ser
extremo relativo de la grafica de f.

6. Se puede encontrar una funcién f tal que f(x) > 0, f'(x) < 0y f”(x) > 0 para toda x € Dy.

7. No se puede encontrar una funcién f, continua en R tal que f(1) = =2, f(3) = 0y f'(x) < 0 para
todax € R.
@ 3 . . 4 3 1 2 .
12.5 ;Para qué valores de c el polinomio P(x) = x* + cx° + TR tiene:
1. ;Dos puntos de inflexion?
2. ;Un punto de inflexion?

3. ¢(Ningun punto de inflexiéon?

@ 12.6 Encuentre los ntimeros criticos de la funcion.
1. g(x) =vx2—x

2. f(x) = xe*

@ 12.7 Encuentre los extremos absolutos de la funcién en el intervalo dado.
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1. g(r) = =3r* + 413 + 7212 en [-3, 2]. 3. fly) =ylny—2yenfl, 4.
q+1
2 f(q) = 9L 20

@ 12.8 Encuentre los intervalos donde la funcién es creciente o decreciente, y los extremos locales.

1. g(z)=5z%/3 + 2%/3 4. h(x) =x2 4 e+
v+1 5 h(t) =In(t*+5
2. gV (t*+5)
v 4+v+1
2
P-—2p+2
3. f(p) = ———
(p) —
@ 12.9 Determinar el valor de k que hace que la funcién f(x) = 2K tenga un Unico extremo

relativo. ;Se trata de un maximo o un minimo?

@ 12.10 La funcién f(x) = x> + ax?® + bx + ¢ tiene un punto de derivada nula en (1,1) que no es
extremo relativo. Razonar el valor de a, by c

m Trazo de curvas

Definicion 13 -2 Asintotas

La recta x = a es una asintota vertical de f si alguno de los limites laterales de f en a es +00 0 —co. Larectay = L es

una asintota horizontal si lim f(x) =Lo lim f(x) =L Larectay = mx+ b, con m # 0, es una asintota oblicua si
X—+o00 X——00

o f(x) L
m= x1—1>11100 ? y b= x1—1>rjl;1c>o (f(x) N mX)

existen y son finitos. Una grafica no puede tener a la vez asintota horizontal y oblicua del mismo lado.

w Asintotas de una funcién racional

2
. , x~+1
Determinemos las asintotas de f(x) = 1

1. Verticales: el denominador se anula en x = 1 y ahi el numerador vale 2 # 0, asi que x = 1 es asintota vertical
(f = —oo por la izquierda y f — 400 por la derecha).

2. Horizontales: el grado del numerador supera en 1 al del denominador, de modo que f(x) — 400 y no hay
asintota horizontal.
x*+1

2
3. Oblicua: m= lim ——— =1yb= lim (X +11—x>: lim 1l

=1
x—+oo X(X — 1) x—+oo x—Foox — 1

x2+1
x—1

4. Por lo tanto y = x + 1 es asintota oblicua por ambos lados. (La division =x+1+ ﬁ da el mismo

resultado de inmediato.)
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Ejercicios: Trazo de curvas

@ 14.1 Encuentre las ecuaciones de todas las rectas asintotas de cada una de las funciones siguientes:

224+3—2°
1. f =
(2) 222 —-32—9 )
4. glu)=u—2+ e
2. g(x) = X -9 u+2
g -\ x—3
xe* +1
w1 5. f(x) =
3.h(w):zwi1 () ex—1

@ 14.2 A continuacion se muestra la grafica de la primera derivada de f :

YA
y=f'(%
2 4 6 8 X

1. ;En qué intervalos crece la funcion f? Explique.

2. (En qué valores de x tiene f un maximo local? Explique.
3. ;En qué valores de x tiene f un minimo local? Explique.
4. ;En qué intervalos es f concava hacia arriba? Explique.

5. ;En qué valores de x, posee f puntos de inflexiéon? ;Por qué?

@ 14.3 Considere la grafica de la primera derivada de una funciéon f : R — R. Si se sabe que f es
continua en todo su dominio, entonces con base en la grafica que sigue responda cada una de las

preguntas que se plantean.

_— Segmento de rects
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1. ;En qué intervalos f decrece?

2. (En qué valores de x, f alcanza un maximo?

3. ;En qué valores de x, f alcanza un minimo local?
4. ;En qué intervalos es f concava hacia abajo?

5. ;En qué valores de x, f posee puntos de inflexion?
6. Realice un bosquejo de una posible grafica para f.

7. Realice un bosquejo de una posible grafica para f”.

@ 14.4 Trace una grafica para cada funcion que cumpla las condiciones dadas en cada ejercicio.

1. Propiedades de la funcion f

(@) f(—4) = f(=2) =f(0) =1(2) =0, f(-1) = -1,
(b) (1) =2,

(@ f'(=8) =f'(=1) = (1) =0,

(d) f'(x) >0six<—-30-1<x<1,

(e) f'(x) <0si—3<x<—-lox>1,

() xl—i)]zloo f(x) = x11_I>Iolo f(x) = —o0

2. Propiedades de la funcion f

(a) domf =10, ool —{2},

(b) f(1) =1,
(c) lggl+ f(x) = )1{13} f(x) = —o0,

(d) f'(x) >0si0<x<1lox>2,

(e) f'(x) <0sil<x<?2

3. Propiedades de la funcion f

(a) Dy =R —{-3,1} (g) lim f(x) = —oo

(b) lim f(x)=1 (h) £(0) = —1

() lim f(x) = oo () f(—-1) =1

(@ lim f(x) =—oo (j) f'(x) <0Vx >3

(e) Xgr_% f(x) =2 (k) f'(x) = —1Vx € ]-3,—1[
0 lim fx) =2 () 1) lim (x) existe.

x—1-
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4. Propiedades de la funcién f

272
(b) lim f(x)=1
X——00
(c) lim @ =-1
X—+o0o X

d f(x) =0
(d) fim (x)

5. Propiedades de la funcion f

(a) Df =R
(b) f es derivable inicamente en R —{—1,2}

() lim f'(x)=1

X—>+00
(d) f’(x) >0,¥x >3
(e) " <0,Vx € ]— —{-1}

6. Propiedades de la funcion f

(@) f'(—1) =0, f'(1) no existe

(b) f'(x) < Osi|x| <1, f'(x) >0silx|>1,
(0 f(— ) 4,

(d) f(1) =

(e) " (x )<0$1x7é1

€ lim f(x)=1

x—(1/2)+
(f) f'(x) > 0V¥x € |—o0, —3[u]%,2{
(g) f'(=2) =0

(h) f'(—1) no existe.

(f) lim f(x) = —o0

x—27F

(g) f es continua a la izquierda de 2.

(h) lim f'(x) =0

X——00

(i) lim f(x) <0

X——00

() f(2) =2

@ 14.5 Dados la grafica de f’ y algunos datos de f, bosqueje la grafica de f.

1. lim f(x) = lim f(x) =
X——00 x—0+
—00

2. lim f(x)=-2

X—+00

3. lim f(x) = +o0

x—0~
4. f(—2) =f(1) =0
5. £(3) = —1

AY

N

| | | | >

@ 14.6 Realice el analisis completo y trace la grafica, de cada una de las funciones siguientes:
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x> —9 X
1 1‘(7():4_Xz 3. g(x) = —
u®—4 3
2. f — 4. h =
(W) u () 1+ex

@ 14.7 Determine las ecuaciones de todas las asintotas a la grafica de la funcion h definida por:

( 4 3
Lz)c si X g _5
x24+1
3X2—+6X si 5 < x <0
h(x) = x2—9 =
arctan —2 x > 0
1-3x) ™

@ 14.8 Para cada una de las funciones siguientes:

« Verifique las derivadas dadas.

« Realice el analisis completo y trace la grafica respectiva.

x3 —27 57x2 228x (x° + 4)
L) = ST = 2Ty = XY
(x) R (x)  _8)? (x) % _8)
x3 x* — 3x2 2x3 + 6x
2. - ! = — " [ —
=5 7K o1z T (x) Z_1)p

m Problemas de Optimizacion

Estrategia para problemas de optimizacion
o Hacer un dibujo y nombrar las variables; identificar la cantidad Q que se debe maximizar o minimizar.

9 Escribir Q en términos de las variables y usar las condiciones del problema (la restriccion) para dejar Q como
funcién de una sola variable.

e Determinar el intervalo de valores admisibles de esa variable, segtiin la geometria del problema.

e Buscar los puntos criticos de Q y decidir con el criterio de la primera o de la segunda derivada; comparar también
con los extremos del intervalo si son admisibles, y volver al enunciado para dar la respuesta pedida.

k3 Un problema de optimizacién

Hallar las dimensiones del trapecio issceles de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo de radio 4.

Solucion.
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Ahora vamos a hacer el calculo formal de ese valor de a en el que el 4rea es maxima.

Fig. 5.3: Optimizacion del trapecio. Hacer clic para ir al widget

0 Modelo geométrico. Colocamos el semicirculo con centro en (0, 0) y radio R = 4, ecuacién x> +y? = 16,y > 0.
El trapecio isosceles tiene base mayor horizontal sobre el didmetro, base menor paralela arriba y vértices sobre
la semicircunferencia.

e Parametro. Sea 2x la longitud de la base menor (0 < x < 4), entonces la altura h viene dada por
h=+v16 —x2.

o Funcién area. Base mayor = 2R = 8. Area del trapecio:

Alx) = (base mayor—;base menor) he (8 —ZZX) . m _ (4+X)m-

e Optimizacién. Derivamos A (x) y simplificamos:

—x 16 — x> —x(4+x) 16 —4x —2x?
A'xX)=vV16—x2+ (4 +x) - = =
&) ( ) V16 — %2 V16 —x2 V16 —x2

Igualamos A’(x) = 0 (numerador = 0):
2% +4x—16=0 = x*+2x—8=0.

24 VE¥32 246
2 T2

2.

Solucién positiva: x =

e Dimensiones del trapecio éptimo. Con x = 2:

Base menor = 2x =4,

Base mayor = 8§,

Altura = h = V16 — 4 = V12 = 2V/3.

G Area maxima.

Amix = (4 +2)-2v3 =12V/3.

Ejercicios: Problemas de Optimizacion

@ 16.1 Resuelva los siguientes problemas de optimizacion.

1. Se desea fabricar una caja sin tapa, de base cuadrada, cuyos materiales para los lados cuestan $3 el

dm?y, para el fondo, $4 el dm?. ;Cuéles son las dimensiones de la caja de volumen méaximo que se


HTML/sOptimizacionTrapecio.html
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puede construir con un valor de $48?

2. Halle el punto sobre la recta 6x +y = 9, mas cercano al punto (—3,1).

3. Un bote sale de un muelle a las 2 : 00 p.m. y viaja hacia el sur a una velocidad de 20 km/h. Otro
bote ha estado enfilando hacia el este a 15 km/h y llega al mismo muelle a las 3 : 00 p.m. ;En que
momento estuvieron los dos botes mas proximos?

4. Halle una ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,5) y corta un drea minima en el primer
cuadrante.

5. Una persona esta en un punto X en la orilla de un rio recto de 50 m de ancho, y quiere llegar a otro
punto Y en la otra orilla del rio, ubicado 75 m rio abajo. Puede correr a 250 m/min por su lado del rio
para luego nadar a 30 m/min en linea recta hasta llegar a Y. Desestimando la corriente del rio, jqué
distancia debe correr antes de entrar al agua, y qué distancia nadar, de modo que minimice el tiempo
total? ;Cuanto es el tiempo minimo?

6. Una pista de atletismo consta de una zona rectangular y un semicirculo en cada uno de sus extremos.
Si el perimetro de la pista ha de ser 200 metros, calcular las dimensiones que hacen maxima el area de
la zona rectangular. ;Cual es el area total de la pista?

7. Determine las dimensiones del rectangulo de mayor area que puede inscribirse en un triangulo
rectangulo cuyos catetos miden 5 cm y 12 cm, si el rectangulo tiene un vértice en el angulo recto del
triangulo y otro vértice en la hipotenusa del tridngulo.

8. Se desea cercar una superficie de 60000 m? en forma rectangular, para después dividirla en dos
mitades con una cerca paralela a uno de los lados del rectangulo. ;Qué dimensiones debe tener el
rectangulo y en qué direccion debe ir la division para minimizar el costo de la cerca?

9. El interior de una pista de carreras de 800 metros consiste en un rectangulo con semicirculos en
dos de sus extremos opuestos (en la figura, la pista es el perimetro). Encuentre las dimensiones que
maximizan el area del rectangulo.
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10. Una lata cilindrica con tapa debe contener 225 cm? de liquido. EL costo por cm? de material es de 15
céntimos para el fondo y la tapa, y 10 céntimos para la pared lateral. ;Qué dimensiones de la lata
minimizan el costo de los materiales?;Cual es el costo minimo?

11. Un envase circular se construye poniendo una semiesfera en un extremo de un cilindro circular recto.
El envase, incluyendo la semiesfera, debe tener una capacidad de 1.8 litros.;Cuales dimensiones
minimizan la cantidad de material requerido?

12. Un rectangulo tiene un vértice en (0, 0), un lado sobre el eje X y otro lado sobre el eje Y. El vértice
opuesto a (0,0) esta sobre la pardbolay = 2x* —9x + 12 con 0 < x < 3. ;Cudl es el area maxima
posible para el rectangulo?

13. La ecuacién x* +y? = 9 describe en el plano cartesiano una circunferencia de radio 3 con centro en
el origen.;Cual es el area del mayor rectangulo que se puede inscribir en esa circunferencia?

A
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14. ;Cual es la distancia minima entre la parabola P con ecuacién y = x? y la recta R con ecuacién

y=x—1?

15. ;Cual es el largo y el ancho que debe tener un rectangulo de 100 metros de perimetro para que su
area sea maxima?

16. Hallar dos nimeros positivos cuyo producto sea 192 y cuya suma sea minima.

17. Con 10 metros de hilo se forman un circulo y un triangulo isésceles rectangulo. ;Cuanto hilo hay que
emplear en el circulo para que el area total encerrada por ambos sea maxima?

18. Una caja de base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de 32 dm?®. Encuentre las
dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material usado.

» <« »

X
19. Un rectangulo esta acotado por los ejes “x”, “y” y por el grafico de la ecuaciéon y = . ¢(Cuél es el

largo y el ancho que debe tener el rectangulo para que su area sea maxima?

20. Un rectangulo esta limitado por el eje “x” y por el semicirculo y = v/25 — x2. ;Cual debe ser el largo
y el ancho del rectangulo para lograr que su area sea maxima?

21. Si se cuenta con 1200 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte superior
abierta, encuentre el volumen maximo posible de la caja.
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22. En un cartel rectangular los margenes superior e inferior miden 6 cm cada uno y los laterales, 4 cm.
Si el area del material impreso se fija en 384 cm?, ;cuéles son las dimensiones del cartel de drea minima?



Integracion

“ La integral indefinida

Definicion 1-1 Primitiva e integral indefinida

Seaf:D C R — R. Una funcién F : D — R es una primitiva de f en D si
F/(x) = f(x) para todo x € D.

La familia de primitivas se denota por

donde C es una constante real.

Ejemplo KN Primitivas: abusos de lenguaje y casos notables

Por abuso del lenguaje, es usual no indicar el conjunto donde la primitiva tiene sentido

X
—dx=x|+C(
®/; ()
1
e/lxldx:—xlxl—i-C
2
1
9/-dx=1n|x|+C(*)
X
e/lnxdx:xlnx—x+C

1
e /z—dx:arctanx+C
x*+1
1 2
G arctanxdx:xarctanx—Eln(l—l—x )+ C

o Las funciones continuas en D tienen primitiva en D (como establece el Teorema Fundamental del Calculo que
esta mas adelante), pero esta primitiva no siempre se puede expresar en términos de funciones elementales. Por
ejemplo

) / e dx
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() / senx dx

X

1
(C) /m dx

® (*) Formalmente, como el dominio de y = x/|x| y de y = 1/x es R \ {0}, las primitivas deberian escribirse
con constantes distintas en cada componente conexa:

1dx— x + Cq si x>0, /ldx— In(x) + Cq si x>0,
X~ ] —x+Cp si x<0, x | In(—x)+C, si x<0.

Teorema 1-1 Unicidad en intervalos y linealidad

Si Fy G son primitivas de f en un intervalo I, entonces existe una constante C tal que F(x) — G(x) = C para todo x € L.
En dominios con varias componentes conexas puede aparecer una constante distinta en cada componente. Ademas, para
a,beR,

/[af(xH—bg(x)] dx:a/f(x) dx+b/g(x) dx.

Ejemplo “liN Dos primitivas de la misma funcién

Verifiquemos que F(x) = sen’x y G(x) = —% cos(2x) son primitivas de la misma funcién y comprobemos el teorema.
1. F/(x) =2senxcosx = sen(2x), asi que F es primitiva de sen(2x) en todo R.
2. G'(x) = —% (—2sen(2x)) = sen(2x), de modo que G también lo es.
3. Segiin el teorema, ambas deben diferir en una constante. En efecto, con cos(2x) = 1 —2sen? x: F(x) — G(x) =

sen’x + 1 (1 —2sen?x) = 1.

4. Por eso / sen(2x) dx admite las dos formas, que difieren solo en el valor de C: ninguna es “mas correcta” que

la otra.

n Integrales basicas y sustitucién
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Teorema 2-2 Integrales basicas

En los intervalos donde las expresiones estén definidas,

XT‘+1
/xrdx:r +C (r—

+1
e*dx=¢e*+C,

senx dx = —cosx + C,
sec?x dx = tanx + C,

secxtanx dx =secx + C,

dx
14+ x2

= arctanx + C,

—— S — —

/%:lnbcl—i—C,
X

x _aX
/a dx—lna—i-C (a>0, a#1),

cosxdx =senx + C,
csc? x dx = —cotx + C,

/cscxcotx dx = —cscx + C,

= arcsenx + C.

\/1

Ejemplo 28N Linealidad mas tabla de integrales basicas

2
Calculemos / (3x — — +5e* +sec x) dx.

1. Por la linealidad, la integral de la suma es la suma de las integrales y las constantes salen fuera.

r+1 3 5
2. Con /xrdx =i (r#—1): [ 3x*dx = % Obsérvese que el caso 1 = —1 es justamente el segundo
T

sumando, que no sigue esa formula.

dx
3. Las otras tres son de la tabla: / P In [x|, / e*dx = e~y / sec’ x dx = tanx.

3x°
4. Se retinen los resultados y se escribe una sola constante: 5 - 2In|x| + 5e* + tanx + C.

Teorema 2—-3 Cambio de variable

SiF/ =fyu = g(x) es derivable, entonces

/f(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + C.

La sustitucion debe transformar toda la integral, incluido el diferencial, en una expresion de la nueva variable.

Cambio de variable

1 3
Calculemos / %dx.

1. Se busca en el integrando una funcién y su derivada: aparece In x junto con —, que es exactamente (Inx)’.
X

X
2. Se toma u = Inx, de donde du = —; el diferencial también queda transformado, como exige el teorema.

4
u
3. La integral se vuelve elemental: / uwddu = T +C.
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In®x In*x

4. Se regresa a la variable original: / —dx = e + C, para x > 0. Derivando se comprueba el resultado.
X

Ejercicios: Integrales basicas y sustitucion

@ 3.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas

(W? —2)(W? + 2) /x+1
15.
. / 4w? dw x—1
6 —4.15%
z - 7 16.
2./ o dx /1—|—e—
3. /(eq —1)(ev+1) dq 17. /sen (2x) cos(2x) dx
ed
2'-1 18. /tan ) In(cos x) dx
4 /5—1—‘(1112—2t dt
5 /(eu/2+eu/2)2 du 19. /x (1+Inx)d
6./ udu 20/ ~d
(U2 4+1)y/1+In(u2+1) T+x
2
7. /(5T2-|—CSC(T‘) cot(r)) dr 21. /XCOS(X ) dx
o /(2\)—1)2 & 22. /5xx/1—|—x2 dx
' 3VAV3
(W2 —2)2(w? +2) 23. /senxx/de
9./ dw
3w3
24 / _dx
10. / 249 dq ") 1—senx
4q2+7
3 3 25 udu
z ===
11. — — d </ 2
/(22 zz—l—l) z 3+u
5 26. / x+3 dx
12. /3sec (u)(tan(u+5)) du 2x+1
2x% + 4
27 /Lmdx
x—1

13. /secz(oc)\/5+2tan(oc) do

z
28. dz
14. /tanz(oc) sec?(a) sen(a) d /z+1—\/z+1
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29'/cosx—senxdX 34‘/ /(x +3)? .

senx + cosx x+7
In(tanx) 35 1 dx
30. | —— .
/senxcosxdX \/’_‘_\3/7_‘
31. /# dx 36. | ——=dx
xvx +1 X— VX
x+1

37.

1
32. [ ——dx —— _dx
/\/1+ﬁ xvx—2
X
33, [ —— dx 38. [ 2y®\/9 —y2d
/\/x+1+2 /y L

n Integracion de potencias trigonométricas

Lema 4—1 Identidades trigonométricas Las identidades principales para integrar potencias trigonométricas son

sen’x + cos’>x =1, 1+ tan® x = sec?x, 1+ cot? x = csc? x,
1 —cos(2x 1+ cos(2x
sen’x = %, cos?x = %

Las dos primeras permiten dejar una sola funcién en el integrando cuando alguna potencia es impar; las dos tltimas rebajan
el exponente cuando todas las potencias son pares.

Ejemplo 'k Una potencia impar

Calculemos / sen® x cos® x dx.

1. El exponente de sen x es impar, asi que se separa un factor: sen® x = sen?x - senx.
2. Con la identidad sen?x = 1 — cos®x el integrando queda en términos de cosx y de un tnico senx dx:
(1 — cos?x) cos? x senx dx.
2y .2 4 2 o
3. Se sustituye u = cosx, du = —senx dx: / (1—u?)u*(—du) = / (u*—u®) du= 53 C.

cos®x  cos?x

3
de reduccién con cos(2x).)

4. Se vuelve a x: + C. (Si ambas potencias fueran pares, en lugar de esto se usarian las férmulas

. Ejercicios: Integracion de potencias
: trigonomeétricas

@ 5.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas
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1. /(1—sen(2x))2 dx 7. /sen Jv/ 1+ cos(x) dx
2. /tan sec®(x) dx / (1 +senx)”
1—sen?x
sec?(

> cot 9. / tan® x sec? x dx
4. /sec ztan®zdz 10. /sen

sec?x
> 4+tanx 11. /cot4xdx
6. /1—senx

oS X 12. /sec (5z) tan?(5z) dz

n Sustitucion trigonométrica

Lema 6 -2 Sustituciones trigonométricas Para radicales, con a > 0, se usan las sustituciones
a2 —x%: x =asenb, vVaz+x2: x =atan0, x2—a2: x = asecH,

eligiendo el intervalo de 6 de modo que los signos sean correctos. En cada caso el radical se simplifica con una de las
identidades 1 — sen?® = cos?0, 1 + tan? 0 = sec?0 o sec’® — 1 = tan? 0, y al final se regresa a la variable x con el
tridngulo rectangulo que define la sustitucion.

Ejemplo ‘Y8 Un radical de la forma +/a? + x2

dx

Calculemos / _—
(4 +x2)*?

1. El radical es del tipo v/aZ + x% con a = 2, de modo que se toma x = 2tan®, con 0 € ]—g, % [, y dx =
2sec? 0 do.

2. Se simplifica el radical con 1 + tan? 8 = sec? 0: 4 4 x* = 4sec? 6, luego (4 + x2)3/2 = 8sec? 0 (positivo, pues
sec 0 > 0 en ese intervalo).

2 0 1 0
3. La integral se vuelve inmediata: 85623 0 de = 1 / cos0do = sez +C.
X
4. Se regresa a x con el triangulo de la sustitucién (tan @ = x/2, hipotenusa vx2 + 4): sen 8 = —————, de donde
g g ( /2, hip v ) o

el resultado es _x + C.
4v/x2 +4

Ejercicios: Sustitucion trigonométrica
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@ 7.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas

1./ dx 10. /L

V9 + x? x2y/25 — X2
241

2. \/mdr 11. /X\/X;z?dx

3. /L JoxZ 4
V/ (4x* —25)3 12. /X—dx

4 / dx *

R 13 /—X_?’ dx

) (24 2x+4)2

dx
> / V(5 —4x —x2)3

14

/ dx
" / 12 dx 9%x% 4+ 6x — 8
/9 — (3x)2

dx

i 15, /—

7 | Viax —x%2 -3
uty/u?z -5

g z+2 iz 16. /\/1—z2dz
) V3—2z—22
9/ & A A
) (x+1)VXE+2x ' x

n Integracion por partes

Teorema 8—4 Integracion por partes

Siuy v son derivables, la regla del producto implica

/udv:uv—/vdu.

La eleccién de uy dv debe hacerse de modo que la nueva integral [ v du sea mas sencilla que la original.
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Integracion por partes

Calculemos / arctan x dx.

1. No hay ninguna sustitucion evidente y el integrando es un solo factor; se escribe u = arctanx y dv = dx, con
la idea de derivar el arcotangente.

d
2. Entonces du = — y v = X, de modo que / arctan x dx = x arctanx — / X ax
1+ x2 1+ x2
1
3. La nueva integral si es sencilla: conw =1 + x2, dw = 2x dx, se obtiene / ﬁ dx = 5 In (1 + xz).
X

1
4. Por lo tanto / arctanx dx = x arctanx — 5 In (1 + XZ) + C, que es el resultado que aparece en el ejemplo de

la primera seccién.

n Ejercicios: Integracion por partes

@ 9.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas

1. /th dw 11. /ln(ﬁ) dx

e
2. /log(5y2—4y) dy 12. /xsec(x) tan(x) dx
3. /arcsen(Zy) dy 13. /xarctan(x) dx

4, /(p —1)%e? P dp 14. /x3e_"2 dx

tet x arcsen(x)

5. ———dt 15. —_—
/(t+1)2 V1—x2

sec® x dx 16. / e*® sen(30) do

®

/
7. /cos(lnr) dr 17. /wze“’ dw
/

By + 1) In(y*>—1) dy 18. /ln(ﬁ) dx

he
—

SUJ

®

:

R

g

19. /cos(x) In(sen(x)) dx

10. /(lidz 20. /cos(x) In(sen(x)) dx



10. Fracciones parciales 81

@ 9.2 Calcule, usando integracion por partes, / Ix| dx.

m Fracciones parciales

Teorema 10-5 Fracciones parciales

Si P/Q es una funcién racional propia y Q se factoriza en factores lineales y cuadraticos irreducibles, P/Q puede
descomponerse en una suma de fracciones simples. Para un factor lineal repetido (x — a)™ se incluyen

Aq As Am
xfa+(xfa)2+ +(x7(1)m'

y para un factor cuadrético irreducible repetido q(x)™, numeradores lineales sobre cada potencia de . Si la fraccion es
impropia, primero se efectia la divisiéon de polinomios.

Ejemplo !IN Factores lineales distintos

3x+5
Calcul ——— dx.
acuemos/(X71)(X+2) X

1. La fraccién es propia (grado 1 sobre grado 2), asi que no hay que dividir, y el denominador ya est4 factorizado
en dos factores lineales distintos.

3x+5 A

B
2. Se plantea la descomposicién TEEIE) =1 + ——t es decir, 3x + 5 = A(x +2) + B(x — 1).

1
3. Se evalta en las raices: conx =1,8 =3A y A = g; conx=-2,—1=-3ByB= 3

3x+5

4. Cada sumando es inmediato: / m

8 1
dx:glnlx—1|+§ln|x+2|+C.

n Ejercicios: Fracciones parciales

@ 11.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas

1 26u — 34 + 2u?
1. —dx
/x4—x2 > /(u—2)3(2u+1)2 du
3x2 —4x+5 u—2_8
2. d . _
/(x—l)(x2+1) * ¢ /uz_zu_sd”
3 2 -1 2 3
/ p’ + 14p* 4+ 2 dp - 8 —10w* —w "
4p* + 4p3 — 7p% + 2p 8w +2w? — w3
3.2 — 2 _
/52 z+4z+4dz 8./ XS+ X 1zdx
(22 +2)(2° — 2) (4 —x2) (x —5)
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9 +3*+6
9. /—9X_3X_2dx

241
10./7(2+ dx
X2 —x

Ejercicios: Practica General

5%% 4+ 3x + 12

d
x3 + 4x x

13.

5x2 +12x+1

[
[y
/
[

14. dx

x+3

15.
2x+1

=

2x2 +4x+5

16.
x—1

@ 13.1 Calcule las siguientes integrales indefinidas

dx
vex+1

[\)

. / S SN
4x
3 /4x2+4x+5 dx
In(2x)
4, dx
/ VX3

3x —|— 7
VX — 9x2

X
6. —dx
/\/4—2x—x2

/x4—3x3+2x—3
—3x

2x2 +7x — 1
8. d
/(x—z)(x2+3) *

/ 4x +5
dx
V(X2 —2x+2)3

\/4—Iny
10. | ——d
[

O

11.

/ _dw
euy/1 + e

dx

q+1
QP +q

13 / _dqg
) q*(q? +8)%2

1 t
14, /ﬂdt
cost

12.

dq

dt

2243t —2
15 /+—

3tt —2t3

In(Inx)
16. / ~Inx dx
sen(7x) + cos(7x)
\/sen(7x) — cos(7x)

17.

18. /y3cos(y2)dy

19.
x2+4x+6

3 cosx
sen?x +senx — 2

| ware
/
a1 / 4x? —3x —1 dx
[ zesian
frlx

20. dx

x3 —7x%2+16x — 12

22.
z cos( ln 4z))

23. 1+ x2> dx
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2
24. /sec4(1 —u)tan(l —u)du 31. /y— dy
v =y?)?
2
25. x4+ 20 e dx 32. _sen(Zx) dx
V(5 —4x—x2) V1 +sen?x
26. /xz-a" dx, a>0 33. /e"ln(e"+1)dx
x+1
27. | vex—1dx 34. / dx
/ (2x + x2)v/2x + x2
’g. / [x —1 ' l dx. 35 5x — /arcsen x dx
x+1 x? V1—x2
20, / arcsinx dx 36. () / arctan (e ) dx
X e x
30. /xcos(3x) dx 37. () /ln(x2 +2x +5) dx
@ 13.2 Verifique que / 3 dx = 6Inle*?+ 2|+ C.
1+2ve ™
*(1 1
@ 13.3 Verifique que / e(+xnx) dx = e*Inx+ C.
@ 13.4 () Verifique, utilizando integracién por partes, las siguientes formulas de reduccion:
Xn+1
1. /x“lnxdx = 1) (n+1)Inx—1)+ Cconn # —1
n 1 —1 n—2
2. [ sen™xdx = — cos(x) - sen™ }(x) + T sen™ “(x) dx

1
3. /senz(x) dx = E(x—senx-cosx)JrC

@ 13.5 Calcule las funciones que cumplen con las condiciones dadas
Lp'w)=2w+1, p(1) =4
2. 2"(r)=6r2+ 24172 z/(-1)=-1, z(1) =3

3.q"(t) =122 - 12t —e', q’'(1)=—-1—e¢, q(1) =0
@ 13.6 () Determine una funcién f tal que f(—1) = =3, f/(—1) = —10 y f”(x) = 24 + 4>+

@ 13.7 (*) Sea f una funcién cuya grafica contiene el punto (1, 6) y que la pendiente de su recta
tangente en (x f(x)) es2x + 1. Encuentre f(2).



Integral definida

“ Integracion definida

Idea intuitiva de la integral definida

Supongamos que f es una funcion continua y positiva en un intervalo [ A
que contiene a 0 y al intervalo [a, b, con 0 < a, y sea R la region entre
la curva f y el eje X desde 0 hasta x € 1. Vamos a denotar el area de la

region R como A(x) / ( ) / f(t)d
A(x)=
0

Ax) :/ f(t)dt } >
0 xz
Con esta definicion, A(0) =0 Fig. 7.1: Area bajo la curva

Idea intuitiva: Relacién entre integracion y derivacion. Consideremos A(x), el 4rea de la region que va desde
0 hasta x.
Entonces, para conectar con la derivada, observemos la variacion

A(x+h)—A(x)

Intuitivamente vemos que, segun la figura 7.2, si h > 0 es pequeno esa variacion es el area de una franja delgada que se
parece a un rectangulo de base h y altura f(x):

A(x+h)—A(x) = hf(x)

A(x+h)—A(x)

es decir, E T— ~ f(x), y la aproximacion es tanto mejor cuanto menor es h.
A Az +h) — A(z) ~ hf(2)
/ Az) f(@)
L
t >
T T+h n

Fig. 7.2: A(x + h) — A(x) = hf(x)

Entonces si h — 0, tendriamos que A’(x) = f(x), es decir, A(x) es una primitiva de f(x): precisamente la que cumple
A(0) = 0. (Formalmente, el teorema del valor medio para integrales da A(x + h) — A(x) = hf(c) con c entre x y x + h,
y la continuidad de f hace que f(c) — f(x) cuando h — 0.)

b b a
Ahora, / f(x)dx = / f(x)dx — / f(x)dx = A(b) — A(a) (recuerde que en esta definicién A(0) = 0.)
a 0 0
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Ejemplo ‘M Un caso en que A(x) se puede calcular con geometria

X
Sea f(t) = 2t, continua y positiva parat > 0, y sea A(x) = / 2t dt conx > 0.
0

1. La region bajo la recta y = 2t desde 0 hasta x es un tridngulo de base x y altura 2x, de modo que A(x) =
X - 2x 9

5 =X

2. Se cumple A(0) = 0, como pide la construccién.

3. Al derivar, A’(x) = 2x = f(x): en efecto, A es una primitiva de f, tal como sugiere el argumento de la franja.

3
4. Y entonces / 2tdt = A(3) —A(1) =9 —1 = 8, que coincide con el &rea del trapecio de bases 2 y 6 y altura 2.
1

Teorema 1-1 Propiedades de la integral definida

Si fy g son integrables en [a, b] y «, € R, entonces

/ab(ocf—kﬁg):oc/abfﬁ—ﬁ/abg, /abf:/:fﬁ—/cbf.

Ademas,

a b a
/ f=0, / f:f/ f.
a a b

Sif < gen [a, b], entonces f; f< f; g; en particular, si m < f(x) < M, se cumple

b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a).

Cambiar una funcién integrable en un nimero finito de puntos no modifica el valor de su integral. Si f es impar, [ =0
si es par, ffa f=2 foa f.

Ahora ya no dependemos de la derivada para integrar una funcion.



2. Ejercicios: Integracion definida 86

m Uso de las propiedades antes de integrar

2

Calculemos / (x3 + 3x2) dx sin hacer todo el calculo.
-2

2 2
1. Por la linealidad, la integral se separa: / x>dx + 3 / x?dx.
-2 -2
2

es impar y el intervalo es simétrico, de modo que / x2dx = 0: no hace falta calcularla.
-2

2. La funcién x3

2 8 16

2
xzdx:Z/ Xdx =2 - =
0 3

3. La funcién x? es par, asi que / 3

—2

1
4. Por lo tanto el valor es 3 - 16 =16. (Como comprobacién gruesa, en [—2,2] se tiene 0 < x> + 3x* < 20,y 16
estaentre0-4y20-4.)

Teorema 1-2 Cambio de variable

Si g es derivable y f es continua en los valores recorridos por g, entonces
b g(b)

[ tletig o ax= [* i) au

a

g(a)

Al cambiar la variable deben cambiarse también los extremos de integracion.

m Cambio de variable con extremos

/2
Calculemos / sen® x cos x dx.
0

1. Se reconoce la forma f(g(x))g’(x) con g(x) = senx y f(u) = u?, pues (senx)’ = cosx.

U
2. Se sustituye u = senx, du = cos x dx y se cambian los extremos: x =0dau =0,y x = ) dau=1.

1
ud

1
3. La integral queda / wdu= 3
0

0 3

—_

4. Al cambiar los extremos ya no hay que regresar a la variable x: el resultado es ~. (Si se prefiere no cambiarlos,

§ .
hay que deshacer la sustitucion antes de evaluar.)

Ejercicios: Integracion definida

@ 2.1 Calcule las siguientes integrales
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1 /6
1. / e*(e* —1)* dx 13. / zcos2zdz
0 —7t/6
3 0 ,
2. / P (p —4p~2)) dp 14. / w8V 1 dw
-2 —1
7T T € )
3. 4 —— )| d 15. / 1+ Inu)”du
/_ﬂ/z[ cosr-l—sen(r 2)] T ) ( )
0
23 4y 16 In(4 — 7x) dx
4. e ) /(4 — 3
_2 uyv u2 —1 -3 (4 7X)
5 2 , x* si
5 / 6 — 4ul du 17. /O fl) dsi f(x) = 5
1
1 2 T
X X
. — 18. i =
6 /_1 gy dx 8 /_ﬂf(x) dx si f(x) { semx
7 3
7‘/2 qvq+2dq 19./ (12 — x| +x%) dx
-3
2 2 0
v +3 5
8. [ ———————dv 20. 2
/1 23 +18v —5 /1/24x2—|—4x+5dx
1 4
x+1
9. dx 2
/0 <2 21./O Ix® —4x + 3| dx
In8 /2 o3
10. / e'vV1+erdr 22. / COS4X dx
In3 /4 SENTX
/4 7/3 dx
11. / 3sec’u (tanu +5) du 23.
/6 53 /4 —9(x—2)?
9 2
12. / Vslnsds 24. / cos /1 dr
1 0
1—u
@ 2.2 Encuentre la formula para g(u), dado que g(0) =1y que g'(u) = ——
para g(u) que g(0) =1y que g'(u) i
b 0 si ag<x<c
@ 2.3 Verifique que / f(x)dx=b—c sif(x) =< k si x=c
@ 1 si c<x<b
7t/2 1
@ 2.4 Verifique que / \/sen(t) cos(t) dt = / Vx dx
0 0
@ 2.5 Realice el cambio de variable s = at para mostrar que
* ds 1 X
/0 m = a arctan (a) con a 7é 0
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Introduccion: Sumas de Riemann en una variable

La idea de la integral de Riemann es que la integral definida no dependa de la derivada exclusivamente. La integral se define
informalmente como el limite de la suma de las areas orientadas de los rectangulos bajo la curva en [a, b], cuando max(Axy) — 0.

b n
/ f(x)dx = lim Zf(akmk
a n—>c>ok:1

Y|

L e e

= f(x) /] !
’ \¢ // i" %

7 3 X
Xke—1 Xie b X k—1 Xk
- Axy
Axk >

Fig. 7.4: Suma de Riemann S;, (hacer clic para ver el widget)

Funciones integrables en el sentido Riemann

c Las funciones continuas en [a, b] y también las funciones acotadas y continuas excepto en un conjunto de medida
cero?) de puntos en [a, b], son integrables en el sentido Riemann

9 Calculo: Si f es integrable en el “sentido Riemann”, entonces se puede calcular la integral con

b n
/ f(x)dx = lim Y f(&) (® - a)
a k=1

n—o0

usando cualquier escogencia fija de los & : Puntos medios, extremo Xy _1, extremo Xy, etc.

@ Teorema fundamental del céiculo. Si f es integrable en [a,b] y F/(x) = f(x) para todo x € [a,b],
entonces

Si g es continua en [a, b] (por tanto integrable), entonces definimos la funcién G como
X
G(x) ::/ g(t)dt, x € [a,b]
a

Entonces G es continua en [a,b] y G’(x) = g(x) en [a,b]

“Un conjunto tiene medida cero si, para cualquier € > 0, puede ser cubierto por una coleccién numerable de intervalos cuya suma de longitudes es
menor que €.

Hay varias nociones de ’integral’ (como la Integral de Riemann, Darboux, Lebesgue, Gauge o Birkhoff, etc.), pero


HTML/SumasRiemann.html
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en este libro usaremos exclusivamente la integral en el sentido de Riemann, ya que es suficiente para nuestros propdsi-
tos. Las demas nociones son generalizaciones de ésta o definiciones disefiadas en otro sentido para resolver problemas especificos.

Particiones. Una particién P del intervalo [a, b] es cualquier conjunto finito de puntos:
P ={x0,X1,%X2, ..., Xn}
tales que:
aAa=%xg<X] <Xp <+ <Xn_1<Xnp=D>.
Esta particion divide al intervalo [a, b] en n subintervalos [xx_1, xx], cuya longitud es Axy = xx — Xk_1.
La norma de la particién P, denotada por ||P||, se define como la longitud del subintervalo méas grande:

[|IP|| = max {Axy}.
1<k<n

Decir que ||P|| — 0 implica que fodos los subintervalos se hacen arbitrariamente pequefios, condicién necesaria para la definicién
rigurosa de la integral de Riemann.

Particiones regulares. Estas particiones son particiones “igualmente espaciadas”. Consideremos una particion “igualmente
espaciada” del intervalo [a, b] en n subintervalos

P= {[XOIXl]/ [Xl/XZL ey [Xn—lrxn}}

b—
donde Ax; = |xi_1 —xi| = °2Ta_ Ax, es decir, xx = a+ k- Ax
n

a=xy Xi Xk—1 Xk Xn=>b

Fig. 7.5: Particion de [a, b]

Definicion 3-1 Integral de Riemann

Sea f una funcién acotada definida en [qa, b]. Se dice que f es integrable en el “sentido Riemann” en [a, b] si existe un
numero I tal que para cualquier sucesién de particiones P, con norma [Py || — 0y cualquier eleccién de puntos de
muestra &y € [xx_1, Xk], se cumple que:

n

lim f Axy =1
HP\HO]; (&) Axy

donde Axx = xx — xk—1 v ||Pl| = max{Axy}. La condicién ||P|| — O garantiza que todos los subintervalos se hagan

arbitrariamente pequefios, sin exigir que sean iguales.

b
o Si f es integrable, escribimos / f(x)dx =L

a

o Convenio:/ f(x)dx = 0.

a
a

b a
e Convenio:/ f(x)dx = —/ f(x)dx.
b

a
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Una suma de Riemann y su limite

1
Aproximemos / x*dx con particiones regulares y extremos derechos.
0

1C bintervalos, Ax = — K. tomando £ 1 S ji kYl 1§i¥
. Lon M supintervalos, AX = — y Xx = —; tomando = Xk, la suma es = — — = .
Y= 4 k k n Z\n) n B -

1+4+9+16 30

2. Paran=4:S; = e " a = (0.46875, que sobrestima el valor porque x2 es creciente en [0, 1].
n
1)(2 1 1)(2 1
3. Con la férmula Zkz = nn+1)(2n+1) se obtiene S,, = w
6n?
k=1
1 L. 1 . . .,
4. Alhacern — oo, S;; — Y de modo que | x“dx = 3 Como f es continua, cualquier otra eleccion de los

&x (extremos izquierdos, puntos medios) da el mismo limite.

Ejercicios: Sumas de Riemann

@ 4.1 Dadas la funcién y la particion P, estime la suma de Riemann para los puntos izquierdos, la
suma para los puntos medios y la suma para los puntos derechos.

1 flu)=v2u+4, P={-2-18-16,-13,-1}

{4—22 si z<3

2. h(z) = , P={2, 25, 3,3.02 4, 5}

5—z s z>3

@ 4.2 Dadas la funcion, el intervalo y el valor de n, estime la suma de Riemann de la funcién en el
intervalo usando n subintervalos regulares para los puntos izquierdos, para los puntos medios y para los
puntos derechos.

1. f(t) =3Int, intervalo[l, 2], n=6

2. f(r) =1>v/1 —12, intervalo [-1, 1], n =8

@ 4.3 Calcule cada integral como limite de sumas de Riemann

3 1
_ 43
1. /0 (1—4v)dv 3. / (2t —t7) dt

—1

7 4
2. /3 u(2u—>5) du 4. /1 (2 —3x)dx
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2
5. /3(x—x2)dx 6./(9—3x2)dx
0

—1

b 2 2
b —a
@ 4.4 (%) Utilice sumas de Riemann para verificar que / xdx = 5

a

@ 4.5 Sea f una funcién definida por f(x) = x> + 1. Utilizando 6 rectangulos, aproxime el 4rea
limitada por la grafica de f y el eje X, en el intervalo [1, 4]

ﬂ Teorema fundamental del calculo

Teorema 5-3 (TFC)

1. Si f es R-integrable en [a,b] y F/(x) = f(x) paratodo x € [a,b], entonces

b
/ f(x) dx = F(x)

2. Si g es continua en [a, b] (por tanto R-integrable), entonces definimos la funcion G como
x
G(x) ::/ g(t)dt, x € la,b]
a

Entonces G es continua en [a,b] y G’(x) = g(x) en [qa,b]
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(Interpretacion fisica).

Si s(t) es la distancia recorrida en un tiempo t por un objeto, entonces la velocidad instantanea es v(t) = s’(t).
Supongamos que conocemos la velocidad de un objeto que se mueve sobre una linea recta, en centimetros por segundo,

s'(t) =v(t) =t* — (tj—iol)z y /v(t) dt =s(t) +K

Es decir, s es una primitiva de v.

0 Como v(0) = —10, esto nos dice que en t =0 el objeto se movia para atras, a una velocidad de 10 cm/seg. Y a
partir de t ~ 1.34 se empez6 a mover hacia adelante.

9 Cinco segundos después, su velocidad era v(5) = 24.72 cm/seg. ;Cuél fue la distancia recorrida hacia adelante
cuando t = 57

5
De acuerdo al TFC, la distancia neta recorrida es / (t2 —10/(t+ 1)) dt = s(5) — s(0) ~ 33.3333, es decir,

0
el area neta de la region bajo la curva v nos da la distancia neta recorrida.
e ;Cuadl es la distancia total recorrida (incluyendo el recorrido hacia atras)?

Si / [t> —10/(t + 1)?| dt = S(t) + K, la distancia recorrida total es

5
/ [t2 —10/(t +1)%|dt = S(5) — S(0) ~ 43.1825
0

Corolario 2 (Extremos variables).
Si f es continua y u, v son derivables, entonces

v(x)
dix [/u(x) f(t) dt‘| = f(v(x))v'(x) — flu(x))u'(x).

Ejemplo i¥8 Derivar una integral con extremos variables

Calculemos i [ / et dt] .
dx |/«

1. El integrando et’ es continuo, y los extremos 1(x) = x y v(x) = x? son derivables: se puede aplicar el corolario.
(Obsérvese que no hace falta calcular la integral, que no tiene primitiva elemental.)
2. Aporte del extremo superior: f(v(x))v'(x) = e ox = 2x e,

2

3. Aporte del extremo inferior, que va restando: f(u(x))u’(x) =e* - 1.

4. Por lo tanto la derivada es 2x X' — e*’.
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Funciones definidas por una integral
., . - .2 senx
Cuando una funcién f no tiene primitiva elemental, como es el caso de e, ——, /1 —x*, etc., el Teorema
X

Fundamental del Calculo nos dice que si existe una primitiva para f, aunque no podamos calcularla y, en ese caso,
podemos definir una nueva funcién.

Por ejemplo,

x o dt
F(x) = / ——— (funcidn eliptica
- == e

n Ejercicios: Teorema fundamental del calculo

@ 6.1 Derive las siguientes funciones

1. F(t) = /5 In(6 +y?) dy 5. F(x) = /2 cos(t?) dt
2. F(t) = /e Inudu 6. G(x) = /X In(t)dt, x>0
4 X

sen(r7t) 1 3
3. F(r) = VW2 +1dw 7. F(x) = / Y qu
1 1

Vil
4. F(y):/ SN

y x

x 1
@ 6.2 Sea g una funcion integrable. Encontrar ¢, de modo que / g(t) dt = cos(x) — 5
C

@ 6.3 Sea f una funcion integrable; si f cumple que

x 1 x16 518
/ f(t)dt = / t2f(t) dt + 5 + 5 + C, con C constante
0 X

1. Determine el criterio de f

2. Determine el valor de C, que satisface la igualdad anterior.

*f(t
@ 6.4 Encuentre una funcién f y un ndmero a tales que 6 + / J([_z) dt =2vx, Vx>0

a

@ 6.5 (x) Verifique que la grafica de y = f(x) es concava hacia arriba en R, si f(x) =

x t
/0 \/aZ:_|_t2dt cona7$0
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1 4 3
@ 6.6 Sea f una funcion tal que/ f(t)ydt = 2, / f(t)dt = —6 y/ f(t)dt = 1. Hallar
0 0 4

/13 f(t) dt

4 4 3 3
@ 6.7 Sea f una funcion tal que/ f(t)dt =6, / f(t)dt=4 y/ f(t)dt =1. Hallar/ f(t) dt
1 2 1 2

X 1 X
@ 6.8 Hallar todos los valores de x, tales que / (2 —t)dt = 3 / (t —t°) dt.
0 V2

4 2
@ 6.9 Sif esuna funcién continuaen R y / f(x) dx =20, calcule / f(2x) dx.
0 0

X g(x)
@ 6.10 Considere las funciones g y h definidas por g(x) = / f(u)du y h(x) = / 3f(t) dt
0 0
con f derivable tal que f(0) = 2. Calcule h’/(0).

Calculo de areas

Calculo del area de una region

Teorema 7 -4 Area mediante integrales

La integral |, ; f(x) dx representa area con signo. El 4rea geométrica entre la grafica de f y el eje X es

b
A= / [f(x)| dx.

El 4rea entre dos curvas continuas y = f(x) yy = g(x) es

b
A= / (%) — g(x)| dx.

Si las curvas cambian de orden, el intervalo se divide en sus puntos de interseccion. También puede integrarse respecto
de y, usando en cada tramo “curva derecha menos curva izquierda”.

Si una region R esta entre dos funciones continuas f y g en un intervalo [a, b], tal que f(x) > g(x) en este intervalo, entonces el
area de la region R, denotada Ag, es

b
AR = / f(x) —g(x)dx

Ejemplo %8 Area de una region entre tres curvas

Calcule el 4rea de la region sombreada entre las curvas y = 1/4/(x +1)>+2, y=3—x, y=1/2/senx y x =0,
desde x = —2 hasta x = 2.
Solucion. Usando el widget anterior, la regién se subdivide en tres subregiones, cada una entre dos curvas.

0 La primera subregion R; va desde x = —2 hasta x = 0, entre y = 1/4(x + 1)?> + 2 y el eje X

0

1

ARlz/ [4(x+1)2+2—0 dx
—2
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9 La segunda subregion Ry, entre y = 1/4(x +1)? +2yy = 1/2senx, va de 0 hasta x = 2v/3 — 3 pues

1/4(x+12+2=3—x = x=2V3-3>0
24/3-3 1 1
2
AR, :/ |:(X+1) +25€nx} dx
0 4 2

e La tercera subregion Rz entrey =3 —x yy = 1/2senx, vade x = 2v/3 — 3 hasta x = 2

2
1
AR z/ [3xsenx] dx
3
233 2

Entonces el area de la region esta dada por

AR

0 1 24/3—3 1 1 2 1
/ {(x+1)2+2—0} dx+/ [(x+1)2+2—senx} dx+/ {3—)(—561‘1)(} dx
2 |4 0 4 2 2v/3-3 2

7.28039...

Q

Ejercicios: Calculo de areas

@ 8.1 Determine el area de la region limitada por:

1.

ul

~

o)

f(x) = x>+ 2x yeleje X, desde x = —1 hasta x = 3.
2
2
.x=y+5y x=2 i :
2
y=07y y=1—x> desde x = —1 hasta x = 1. Realice la representacion grafica de la region.
.y=0y y=2—|x| desde x = —2 hasta x = 2. Realice la representacion grafica de la region.

.y =x*—4x+3 y y = —x>+ 2x + 3. Realice la representacion grafica de la region.

y=x3 x=-2, x=4.

y=k, x=-2, x=2.
y=x*+1, y=x+3.
2 _

Yy =—x, x—y=4, y=0, y=2.
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3x2 si 0<x<2
@ 8.2 Considere la funcion f definida por
16 —2x si x>2

Determine el area de la region limitada por la grafica de f, el eje X y la recta x = 3. Incluya un esbozo de la
region.

@ 8.3 Calcule el area de la region sombreada.

@ 8.4 Calcule el area de la region sombreada.

—g(x)=5x*-3
Lf(x)=3x+5

A
/g(x) =x?

x< | =

0.5F

@ 8.6 Calcule el area de la region sombreada.
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y=x2—2x

@ 8.7 Calcule el area de la region sombreada.

—h(x)=x*- 6x+9

f(x) = x2

- ——g(x)=5-x
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@ 8.9 Calcule el area de la region sombreada.
A s
y=x>-x
1.0F
—

=3

Y 2
3 x°

@ 8.10 Calcule el area de la regiéon sombreada.

Ll

L
-0.5

L
0.5

@ 8.11 Calcule el area de la region sombreada.

ny=x3/

0.5F
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@ 8.12 Calcule el area de la regiéon sombreada.

y=2x+5

n Integrales impropias

Definicion 9—2 Integral impropia

Las integrales sobre intervalos no acotados y las integrales cuyo integrando no es acotado se definen mediante limites.
Por ejemplo,

b—+o0 c—at /o

400 b b b
/ f(x)dx = lim f(x) dx, / f(x)dx = lim f(x) dx

cuando f no es acotada al acercarse a a. La integral converge si el limite correspondiente existe y es finito; en caso
contrario, diverge. Si existe una singularidad interior, o si el intervalo es (—oo, +00), la integral se separa en dos integrales
impropias y ambas deben converger.

Ejemplo .¥8 Una integral sobre un intervalo no acotado

“+o00 dX
Estudiemos / —-
1 X

“+o0o b dX

1. Por definicidn, se integra hasta un extremo finito b y luego se toma el limite: / — = lim / —-

1 X b—+oo J1 X
b 1° 1
2. Se calcula la integral con extremo b: / x2dx = = 1— b
1 1

3. Se toma el limite: lim <1 — %) =1

b—+o0

+00
4. El limite existe y es finito, de modo que la integral converge y vale 1. (En cambio / — diverge, porque
1 X

Inb — +00.)
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Teorema 9-5 Criterios basicos de convergencia

Parap € R,
oo dx . . Dax . .
— converge si, y solo si, p > 1, — converge si, y solo si, p < 1.
1 XP o XP

Si0 < f(x) < g(x) a partir de cierto punto, la convergencia de [ g implica la de [ f, mientras que la divergencia de [ f
implicalade [ g.

Los dos criterios

1 dX “+00
. . . —x2
Decidamos, sin calcularlas, si convergen =7 e © dx.
0 VX 1

1
dx 1
1. La primera es impropia en 0, donde el integrando no es acotado, y tiene la forma / o conp= 3
0

2. Como p < 1, el criterio dice que converge. (Conp = % el calculo directo daria %)

L 2 _
3. Para la segunda se busca una comparacion: si x > 1, entonces x> > x y por lo tanto 0 < e™* < e™*.

+00 +00
J— — . . .7 . —_— 2 .7
4. Como / e Xdx=e! converge, el criterio de comparacién garantiza que / e dx también converge,
1 1

aunque su primitiva no sea elemental.

u Ejercicios: Integrales impropias

@ 10.1 Estudie la convergencia o divergencia de cada integral

/1 dw /2
1. e 7. sen(20) do
0o vV 1 - W2 /;oo

Y dt / T g R
- 8. e “dx con a€
2 \3/t—2 0
0 o0 arctanxd
3. /_mvepdv T
a, / T4y 10. / xe ™" dx
1 ylny —00
5 /°° dr " /1 dx
Y B N " Jo x3—5x2

bdx /4 cosx
6. —_— 12. ——dx
0 V1—x2 0 v/senx
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* 1
13. / —dy
3 3yr+y-—1
/4 dx
14. _—
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Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

21®®

1 Si 2 Si. 3 Si. 4 Si. 5 No.

22@®®

1 (PAQ)2 PR3 Q4 -P—(—-QAR) 5 ((PA-R) Q6 Q=—P7 —(PVQ)AR

23 @@

1 Si esté lloviendo y el sol esta brillando entonces hay nubes en el cielo. 2 No esta lloviendo equivale a, el sol esta brillando o
hay nubes en el cielo. 3 Sino hay nubes en el cielo entonces el sol estéa brillando. 4 Si, siempre que esta lloviendo hay nubes
en el cielo, entonces el sol esta brillando.

24@®®

1 No esta lloviendo o no hay nubes en el cielo. =(P A R) = (—=P) VV (—=R). 2 El Sol no esta brillando y no hay nubes en el
cielo. =(Q VR) = (—=Q) A (—R). 3 Estalloviendo. =(—P) = P.

25 @

1 LAAL, (=) V (—f): “ayer no llovid o no hizo frio”. 2 m Vv, (—m) /A (—v): “Sandra no viene mafiana ni el viernes”. 3
(—ma)A\(gVe), aVI(—g) /A (—c)]: “el sujeto estaba armado, o no llevaba gorra ni capucha”. 4 eV (rAp), (—e) Al(—r1)V (—p)l:

“n no es entero, y no es racional o no es positivo”.

26D

1 Todas las aves pueden volar. 2 Ningtn dia de 1998 cay0 nieve en el Irazit. 3 Algin humano puede vencer a Superman. 4
Existe uny € R tal que para todo 1 € R se tiene que 1> # .

27@®D

1 d — m; “si no le hacen multa, no lo detuvieron”. 2 [t/ (—e)] — (—q); “si puedo hacer el quiz , entonces no llegé tarde o
bien traje excusa”. 3 Vv € D, te(v) — vq(v); “ cada vez que no me va bien en el quiz, no trasnoché estudiando ”

2@

1 Para la negacién de la implicacidn, se utiliza la equivalencia, =(P — Q) = P A —Q.
N: Soy listo y no soy millonario.

R: Si soy millonario, entonces soy listo.

C: Si no soy millonario, entonces no soy listo.

2

N:2+2=4y2+4+#8.

R:Si2 +4 = 8, entonces 2 +2 = 4.

C:Si2+4 # 8, entonces2+2 #4. 3

N: Juan llega demasiado pronto o Maria demasiado tarde, y el jefe no se molesta.

R: Si el jefe se molesta, entonces Juan llega demasiado pronto o Maria demasiado tarde.
C: Si el jefe no se molesta, entonces Juan no llega demasiado pronto ni Maria demasiado tarde. 4
N: Hay nubes en el cielo y el Sol no esta brillando, e iré al estadio.

R: Si no iré al estadio, entonces hay nubes en el cielo y el Sol no esta brillando.

C: Si iré al estadio, entonces no hay nubes en el cielo o el Sol esta brillando. 5

N: a es un nimero real, a > 0y a? <0.
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R: Si a2 > 0, entonces a es un nimero real ya>0.
C:Si a2 < 0, entonces a no es un numero real o a < 0.

20@®®

1 Verdadera. 2 Falsa. 3 Verdadera. 4 Verdadera. 5 Verdadera. 6 Falsa.

11®D

P 4 P ~pVq p—q (pVale(p—a)
V V F \% \% \%
vV F F F F \%
F V V \4 v v
F F V v v v
12D
x y z —z yVvV—-z xA(yV-—-z)
V V. V F % %
P 4 9 pvV—q —(pV~—q) V V F V \% \%
V V F \Y% F V F V F F F
1 v F V \Y% F 2 vV F F V % \%
F V F F % F V V F \% F
F F V \Y% F F V F V % F
F F V F F F
F F F V % F

13®D

Considere p =“Soy el presidente de CR” y q= “Vivo en Zapote”.
SeaA=1[(p—q)A\—pl——q

P 9 P —q p=>q (p=gAp A
V V F F \% F \%
V F F V F F \%
F V V F \% \% F
F F V V \% \% \%

14®D

SeaA=pA(qVT)< (pAgVpAT)

P g v qVr pAq pAT pA(@Vr) (PAqQV(pAT) A
vV V. V \'% \% \'% \'% \'% \%
vV V F Vv Vv F A\ A4 \%
vV F V Vv F \' \'% \' Vv
V F F F F F F F A\
F Vv V \'% F F F F Vv
F V F \'% F F F F v
F F V \'% F F F F Vv
F F F F F F F F Vv

15D

1 Falsa, ya que t es verdadera, con lo cual su negacion es falsa y por tanto la conjuncién (/\) entre las proposiciones es una
proposicién falsa. 2 Verdadera, ya que como r es verdadera las disyunciones (V) entre las proposiciones son proposiciones
verdaderas.

16D
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1 Falsa. 2 Verdadera. 3 Verdadera.

17D

1 SeaA

(p¢— —q) «— (q—p)

q—p A

-q p&s—7q

q

(PpA—q) = (-pVq)

2 SeaA

-q pA—~q —pVq A

-p

q

o
>
=
<
o
G
> =
e <L
< =
— =
R
r> 2
> T
e s
= F
<>
s=f
(%]
@
on MmO

q—=p qVp A B C

pVr

pV-or

v V.V

F

vV F V

F v VvV

13D

(P—=Q)«— ("PVQ)

1 SeaA

-P P5Q —PVQ A

P Q

Es una tautologia.

2 B=(PAQ)— (PV—Q)

-Q PAQ PV-Q B

P Q

Es una tautologia.

(P—=Q)¢— (=Q ——P)

3 Sea A

P P5Q —-Q—-P A

-Q

PQ

Es una tautologia.
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4 SeaB=[P—>Q)NA—Q] =P

P Q Q P-Q (P-QA—-Q B
vV Vv F \% F \4
V. F \% F F \4
F Vv F \% F \4
F F v \% \4 F

Es una contingencia.

19D

1 No. 2 Si. 3 No.

4.10@‘3

1 Si. 2 Si. 3 Si.
4.11 @ ‘B Verdadera.
112®® - pV(~q —plIV(qA—p)

SeaA=—=[pV(~q —p)lV(gA—-p).

P 4 P 9 ~q—p pV(g—p qgA—p A
V. V F F 1% % F %
V. F F V % % F %
F V V F % 1% 1% %
F F V V F F F F

Note que: = [~ [pV (g — plI =pV (—q — p)
113 [(—p V q) A —q] — —p es una tautologia

61D

1 Ix € A: nv(x),donde A = {aves}y nv(x) significa “x no puede volar”. 2 3Id € Aj99g : n(d), donde Aq99s = {dias de 1998}
y n(d) significa “el dia d cay6 nieve en el Irazt”. 3 Vt € T: s(t) = 180°, donde T = {tridngulos} y s(t) es la suma de los
dngulosdet. 4 YyeR,IreR,? =y. 5 xER, YR y>x. 6 YR VxR, y>x

62D

1 V. Elreciproco: “Si x> > 0 entonces x € Ry x > 0" F. 2 V. Reciproco: “Sin # 0, entonces existe 1/n”: V. 3 V.
Reciproco: “Sit?> =9, entoncest =3 0t = —3" V. 4 F. Reciproco: “Si todos los triangulos son redondos, todos los cuadrados
son rectangulos™: V.

63

1 Falsa. 2 Falsa.

64D

1 Falsa. 2 Verdadera.

65D

1 Wx:x+7>y2 Ix:p(x)VVY:—qy) 3 eZ: x> #x4 (Jy)pyA@x)qx). 5 () (p (x)A(EBx) (—q (x))

66T sea M(x,y) la proposiciéon “x es mayor que y”. Las premisas son VxvVy [M(x,y) — =M(y, x)] y M(2, 1). Por
particularizacién universal, M(2,1) — —M(1, 2); por modus ponens se obtiene =M (1, 2). Por tanto, el razonamiento es valido.
5

1 Plan: Como queremos obtener P, la idea es ver si podemos inferir =(R /A S) para obtener, por MT, = (=P V—-Q) =P A Q
en la primera premisa y concluir lo que necesitamos.

Primero usamos MTen (2) y (3): R —T,—T ... —R,
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Para negar (R /A S) usamos adiciony DM:  —R .. "RV =S =—=(RAS),

Tenemos, usando MT, (=PV—=Q) = (RAS),=(RAS) ... =(—=PV—=Q)
Usamos DN, DM vy simplificacion: -(=PV—=Q)=PAQ, .. P
81D
1
3. X S1
4. y SD2,3
5. yV(—z) A4
2
4. —q MT2,3
5. p SD1,4
3
c S2

—(aVd) MT1,3
(—a) A\ (—d) DeMorgan
-d S5

SANRCAN

52

1

1. M— N

2.N—O

3. M—0)— (N—P)
4. M —P)—Q

5. M — O SH1,2

6. N— P MP35

7. M — P SH1,6

8. Q MP47

1. QVT
2.Q—R
3. 7R

4. ~Q MT23
5. T SD14

6. TV S Adi5

8.3@‘3 De —(q — 1) se obtiene q /A =1, luego q y —r. Por modus tollens en (p A q) — T, se sigue —=(p /\ q); por De
Morgan, —p V —q. Como ¢, por silogismo disyuntivo resulta —p. De s V p y —p se obtiene s, y de s — t se concluye t por
modus ponens.

8.4@‘3 Es valido. Sean M: “es mamifero”, O: “toma oxigeno del aire” y B: “necesita branquias” De M — Oy M AV se
obtienen M y luego O; de O — —B se concluye —B.
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8.5 @‘B El argumento no es vélido: falta la premisa “sigue lloviendo”. Por ejemplo, sean L: sigue lloviendo, R: el rio crece,
P: el puente es arrastrado, C: un camino basta y E: los ingenieros se equivocaron. Con L =R =P =E =Fy C =V, todas las
premisas L — R, (LA R) — P,P — —C y C V E son verdaderas, pero la conclusion E es falsa.

56D

1.E—S

2. 7T — ]
3. EAJ

4. E Simp3
5.S MP14

6. ] Simp3

7. =T MT2,6
8. T DN7

9. TAS Adj8,5
37N
P:x+2<6
R:x<4
S:y<6

Q:x+y<10

Las premisas se pueden reescribir de la siguiente forma:

1. P—R

N

.SV-Q

w

. QAP

I

. Q Simp3
5. P Simp3
6. R MP1,5
7. S SD2,4

8. RAS Adj6,7

8.8@‘3 De las premisas 1, 2 y 3, por dilema constructivo, se obtiene (2x* = 18) \V (2x* = 18) y, por idempotencia,
2x? = 18. Al aplicar modus ponens con la premisa 4, se concluye x> = 9.



109

5.0

7

8.

9

8.11
1

1.

2.

Paso Formula

a. —(pAq)
-q—=T
s — T
—s — —(pV —q)
—pV—q
—sV -r
T —=(
—(pV—q)Vq
(—pAq)Vq
J- q

—-p

7@ ome o an o

-

. A MP4,2
. B— C MP15
. C MP6,3
-DVC Adi7

.D— C IDS8
DD

(~pV=q) — (rAs)
r—t

-t

—r MTS3,2

-1V —s Adi4

.~ (r/\'s) DM5

.~ (pV—q) MT1,6
p/Aq DMy DN7

P Simp8

. (RV Q) = —T Premisa
—Q V R Premisa

PV Q Premisa

. P— (RAS) Premisa

. Q=R ID2

Ley / Regla

Premisa

Premisa

Premisa

Premisa

DM De Morgan en a.)

IM Implicacién material en c.)
CP Contraposicion en b.)
DCfdg

DM + DN en h.)

AB Absorcién en i.)

SD Silogismo disyuntivo: e.) y j.)
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6. "PV (RAS) ID4

7. (FPV R) A (=P V S) Distributividad6
8. =PV R Simp7

9. P— R ID8

10. RV R DC3,9,5

11. R Idempotencial0

12. RV Q Adill

13. =T MP1,12

14. _TV U Adi13

15. =(T A—U) DM y DN14

Soluciones del Capitulo 2

21

1 3.2 2 3 3.4 15 2 6 0.7 1.8 2.

21®®

1 1.2 0.3 1. 4 2.

21

1 Existe por laderechayes1. 2 Noexiste. 3 4. 4 3. 5 Existe por la izquierday es —3. 6 Existe por la derecha y es 4.

2@

1 Existeyes0. 2 Existe porla derechayes—1. 3 Noexiste. 4 3. 5 Existeyes0. 6 Existeyes1.5.

21®®

1 Existe porla derechayes —3. 2 Existeyes1. 3 Existeyes —2. 4 Noexiste. 5 Existeyes(. 6 Existey es3.

3.1 @

2 _ -2 _
1 Para todo x # 3 (y x # —3, donde ninguna de las dos expresiones esta definida), pues ¥ —5x+6 _ (x=2)(x—3)

x2—9  (x—=3)(x+3)
factor x — 3 solo se puede cancelar si x # 3. 2 Porque el limite cuando x — 3 solo depende de los valores de la funcién para
x # 3, y ahi las dos expresiones coinciden (lo que ocurra o no en x = 3 es irrelevante). 3 Si. El limite en x = 3 no depende del
valor f(3); por ejemplo, f(x) =7 six # 3y f(3) =5 cumple ambas condiciones (esa f simplemente no es continua en 3). 4

y el

Paratodo a € R —{—1,—3}. (En a = —3 el limite es infinito; en a = —1 los laterales son % y —1. En a = —2 si existe y vale 4,
aunque —2 ¢ Dg, y en a = 1 ambos laterales valen 1.) 5 Por ejemplo, con a =0, f(x) = % y g(x) = —b;—lz ninguno de los

dos limites existe (los laterales son 1y —1), pero f(x) + g(x) = 0 para todo x # 0, de modo que lirrb [f(x)+g(x)] =0. 6 a)
x—
Parax > 1,[x — 1| = x—1 y entonces f(x) = 1y g(x) = 1; parax < 1, |[x — 1| = —(x — 1) y entonces f(x) = —1y g(x) = —1.

-1 -1
Como los limites laterales son 1 y —1, ninguno de los dos limites existe. b) Paratodox # 1, f(x)-g(x) = % . % =1,
asi que lirr% [f(x)g(x)] =1. 7 a=15. (Con a = 15 el numerador es 3(x +2)(x + 3) y el limite vale —1.) 8 Multiplique por
X—
el conjugado v/ ax + b + 2 arriba y abajo de la fraccion. Los valores requeridos sona =b =4. 9 Z

32@®D

1 —4.2 —4.3 —1. 4 Noexiste. 5 6. 6 5.7 6. 8 Noexiste. 9 2.

10D 2
1®® 2
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—o0 izq, 0o derecha.

1

g

00 izquierda, —oo derecha.

-3
4

.5 0, sia#0. 6 _—1

8

1

7 —20. 8 —=.

3

9

1.
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32@‘3 00 izq , —oo derecha.

33@‘3 0.
3@ o

5@% L
36@‘3 —g .

37 @& o
520D k:%.

6.1@‘3
1

1. 1.

2. No existe.
3. 2.

4. 1;1.

5. oo.

61D

2

1. oo.
2. No existe.
3. No existe.
4. 3.
5. 3.

5. 0.
6. No existe.

7. 0.

61D

4
1. 2.
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2. No existe.

3. —2.

4. No existe.

5. 2,5.

3. No existe.

4. No existe.

5. —2.
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P
:

funy
o

w

) .
g g~

:__—’—
KV

-10

1 2

-10

3 Un bosquejo posible: la grafica arranca en

(—3,—1) (punto lleno, por g.) pero con lirré L (x) =1, de modo que hay un salto en el extremo; entre —3 y —1 la curva llega
xX——

a —1 con un valor lateral distinto de 2 (asi lim1 f(x) no existe); en [—1, 1] es el segmento horizontal y = 2; a la derecha de
x——

1 baja hacia la asintota horizontal y = —1 sin cortar el eje X (c.), lo que obliga a un salto; en x = 3 hay una discontinuidad
evitable: el hueco estd en (3,1) y el punto lleno en (3, —1). 4 Un bosquejo posible: la grafica solo existe a la derecha de —3; en
x = —2 hay un salto (llega a 4 por la izquierda y sale de 5 por la derecha, ambos huecos); al acercarse a 2 por la izquierda baja
indefinidamente (asintota vertical); y en x = 3 hay un hueco en (3, 0), pues el limite vale 0 pero 3 ¢ Dy,.

5.1 @D

-1 3 1 V2
1 —4. 2 T'3 5.42.5 56?

10

11@‘3 00.
12@‘3 ;1 .

13@‘3 00.
1u®D

15D %ﬁ ~ —0,206748.

6@D® V2

2

7N 2
18O 5
19@‘3 ﬁ

20@‘3 00.

x| W
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21T®® %2 ~ —0,636620.

2@&® o
23N

20

e

5@

+ /3 = 3,23205.

N N =

26 @‘B 00 izquierda, —oo derecha.

7@
28N cosa
29@‘3 —sena.
10.1@‘3

10.20.30.4+oo.5—g.6—

12.13@‘3

1
1 —=.2 —7.33 4 —.5 1 6 0.
2 4

14.1@‘3

1 4+00. 2 —In4. 3 1.4 1.5 0. 6 1.

o
=

Soluciones del Capitulo 3

2.1@‘3 No, los limites laterales son distintos: lim ¢(x) =—13 y lim g(x)=g(—1) =—12.

x——1— x——1

22@®®

1 Falso. Por ejemplo, f(x) =

XZ—

no esta definida en x = 1 y sin embargo lirr% f(x) = 2. 2 Verdadero. Escribiendo
x—

f(x) = ——= - g(x) y aplicando el limite de un producto, lim f(x) =L-0=0. 3 Verdadero. Si a # —1 los limites laterales
Xx—a
son —(a+1) y a+1, distintos entre si; si a = —1 la expresién vale 0 para todo x # 3 y el limite es 0. 4 Falso. Por ser g

1
continua en x = 2 se tiene, por definicién, g(2) = lirr; g(x) =5. 5 i) Verdadero: ambos limites laterales valen 5 ii.) Falso:
x—

f no esta definida en x = —4.
11D

1 R—{1} 2 R—-{-1,2,3,4}
12

1 a=-1,b=12 a=1,b=2
13D

a (a=2yb=1)d(a=-2yb=-1)

b.a=2yb=1.
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4.4@‘3 No existe tal k: el empalme en x = k exigiria k* +5=k? +9, es decir 5 =9.

15D
1 Noenl 2 Noenl 3 Noenl 4 NoenO
16D
Laztc="lyn ible. 3 a= 2, c—>
a=3.c= o es posible. a=-—.c=7
61D a:O,b:2yc:I—51.
62D a—1yv=-¢
8.1@‘3 fnoes continuaen—lym:%.
Soluciones del Capitulo 4
21 @ (14373
1 4 1+4+3v3 1 1
1 —-15.2 -11.3 -.4 —.5 0.6 —~.7 g'(x)=2 b.8 Mx)==—==.9 g'(x) =1+ —.
A > g'(x) =2cex + (x) X1 g9'(x) +2\/§
10D hix) = —2
(x—1)2
11O . .
1 f'(x) =16x" —15x% 2 f/(x) = 4x1/3 —4x~1/3, 3 g’(z)zz\—/i—i—m. 4 h(z)=3—2z2+4+423-24%83 5
f/(s) =43 +3s2+65s+2. 6 f'(v)=3v—6v+2. 7 f'(y)=2+3y~2 8 f’(t):20t3/2—%. 9 f’(x):w.
cx +

2
10 ) =2+ <1> .

3—-t

;n (I+7)cosTt—senrt (1 —71)sent—cosT
1®D )= R e

2 _
2@ gy o2 -t

(u+2)2

3O f'(p) = —24p° —3p? —8p — 1.
11@®D 1y = 10— 2x

(x +1)3°

_ 442 _
5@® gy - Aot

(1—t)2(t—2)>

ut +8ud —13u? —14u—18
16D W)= P T

6412 + 481 — 12
! _
17O f(r)’—ﬂ(lfzr)z )

2 —2
18@‘3 g’(x) = —4x3arctanx + zxi
x*+1
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arccos x — arcsin x
19@‘3 g’'(x) = .

V1—x2
0@ W=
1+ cosx
21@% f’(u) = ;2
u(l—Inu)
22@‘3 £ (1) = 1+ Inu+e" (ulnxz—lnu— 1).
(1—ev)
23D £(z) = z2/3 (1 n 1H3Z>
/ —4t
20D /(1) = T
5@ gy = L‘thz”
t(t+1)
26@” h’(x) = cosx + sen x.
RGN W(z) e* (\/ﬁarccosz;rl).
V1 — 22 (arccos z)

fioy -1 _arccotz
2@ WE = i ms

(@ 2
1 f(y) =24 [(uz+3)4—1} (y2+3)°-y. 2 F/(8) =5sec(50) + 10sen?(50) sec’(56). 3 f(x) = 27(x —7)2/(x +2)*.
18t5 — 105t4 3tan2(x)sec2(x)(sin(x)+2)—cos(x)(tan3(x)—1)
, _ totm— 1ot / _
4 f (t) - 2(,[2 _5,[)3/2' 5 f (X) - (sin(x)42)?
2 2e* B
6 f/(x) = (4x—5) e+ 7 §(q)=5(q—3e?)" (1—e?). 8 f’(x):ﬁ. 9 )=t +t(2+1) .
eX

10N ) =3p2(pP—1) " —2p+52—10p) "
1™ f/(z) = 4271 (1—|—lnz)7Tl —|—%sz1 (1+ﬁ)_1.
12D f'(x) = 3e’*g (ln2 x) +2e%g’ (ln2 x) lnix

X

3@® gy =22y +6)

(y+3)

4@®® fa) — 2In (In (22° — 8z)) (62> —8) '

[(2z3 — 8z) In (22% — 8z)]

15 @‘b f/(X) _ sen(2x)(e"+secz(X+1))72cos(2x) (eX+tan(x+1))

sen? (2x)

16@% f/(w):$_g+w'

2lw—1) w cos(w?)
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17@‘3 h/(z) = 2 arccos (e Z) . ! . i

V- 7

z

B@D gy = darctan’(In(x +e*)) - (2x + )
= (X2+€X)~(1+In2(x2+ex)) .

3In3 -390 L g/ (x3 4 4) - X2
/ J—
19N v = 3D 1 1 .

o VI—2X(x+3) [ —2x 1 8
20@” f'(x) = (4x —1)2 (1_2x2+x+3_4x—1)'

210D )= v—17 ( 3 ! ! )

v+ 7BV \2v—2 2v+7 5_v

2@ f'(t) =2t 1Int.

23@@® f'(w) =e"w™ (w ! —Inw).
24D g'(z) = —2e'"**sec (e 7?*) tan (e! %) .

12uln® (3 —2u?)

25@‘3 h'(u) = e***"“(senu + ucosu) — 3o

26 @‘B h'(u) = —12ku? cos® (sen(ku?®)) sen(sen(ku?)) cos(ku?).

2u
27@‘3 g’'(u) =2cotuln(senu) — e

1—e2’

28D g'(u) = 3u?sec (u?) .

2 @®D®

|y = f'(Inz) —Z(Zlejl)f(lnl) . 2y = ef(w) [f (e™%) f'(u) — e “f (e V)] . 3y = onw2n—1¢ (W2n) _
2

RN (W), 4y = e |4 w) + 22 (1P w) | |

21 @D .

1 (f-9)'(2)=5.2 h(-1)=—6.3 (f/9)'(5)=8.4 q'4)=~—.5

16
a) (f+g)'(5)=-1.
b) (f-g)'(5) =8.
0 (f/9)'(5) = —8.
d) (9/f)'(5) =2.

o) (f_fg> (5)=8.



119

13D
a) f'(3) = %1 )
b o) =2

1a®@® (195 =8 vy <f_fg) (5)=8.

15D f’(l):;
@D f’(3):_1

? .
101D
1 Por definicién, g¢'(x) = }llig‘(t) (x—i—h)f(xﬁh) —xf() = f(x) + xf'(x). 2 g'(x) =
3 lim flx+h)— f(xﬂf(x+h) N _ 0. 3 a=2 yf(x) =x5. 4 £(0) =0, f(0) =1yf(x) = +1

5 Comoy’ = h+xh/ = (1 —x?)h, se obtiene xy’ = x(1 —x>)h = (1 —x?)y. 6 y’ = —(1 + 1/x)y?; por tanto,
xy’ = —(x + 1)y%. Ademas, yg — 1 = —y(x + 1), de modo que xy’ = y(yg — 1). 7 La derivada del primer término es
1/(1 + x?), igual a la derivada de arctan x; por ello, f’(x) = 0 donde f esta definida. 8

a) Al derivar f/(x) = f(1/x), f"(x) = —f'(1/x) /x> = —f(x) /x>
b) a=c, b=0.

d 2 2
9 —f(u)=f'(uu = e’zm("z]; = —,parax # 0.

dx x5’
2
10N =X
121®®
1 12—132/—;4)(/— X
3 ' C2z(wHz)—1  In(2x +y)(2x +y) +2x]

2y2e® —3x%y —ylIn’y

Ly ~ 2xIny —ycosy —ye2x’
) ,  senx—y?—1

- 2xy —eY
y el

© 1+43y2 —xexy’
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14.1@‘3

100 = (2n(x+ 1)+ 25) (x+ DY
x—1,x 2 _ _
_ ¥ (In (2x) +1) 3 h'(x) = (31r1 (x*+x) + (1)iex2) fﬂi" 21) (x3 —i—x)3X 2

(2x)*

2 g'(x

14.2@
Ly — (x +3)[sen(x) - (x +3) —cos (x) - (x +1)]
v = ex cos? (x)
_ (—39x°4+14x2—51x46)V/x2+1
2 h(x)= 2\4/{(;+1)(’;x+2)6’(
x (5% — 45x3 + 4)

(5x3 4 1)°

3 f'(x) =

16.1@‘3
" 2y

1 2z — _gdel—4a. 9 ' — 16(1 —|—2$)_3. 3 y'=10. 4 y"”" = —12(x + 1)—4, 5 y' = m 6
9

T y(l—Iny?

18.1@‘3
~1 -3

1 f'(x) = (13 —6x)e 2y f”(x) = (12x — 32)e~2*. Al sustituir, f” +4f' +4f =0. 2 A=B= ERR C=—.

182® D

1 Como F' = f’g+ fg’, al derivar otra vez resulta F” = g + 2f'g’ +fg”. 2 F" ={""g+3f"g’ +3f'g” + fg"".
F(4] :f(‘”g+4f”’g/+6f”g”+4f’g’”+fg(4).

"

Y

18.3@‘3 Yy’ = (2x +3)e** yy” = (4x + 8)e**; al sustituir se obtiene 0.

1 1
18.4@‘3 y' = Ecosx—k Esenx— 10e™™; por tanto, y’ +y = senx.

_ 2 2 ’
18.5@‘3 g = 7x cos(7tx) — sen(7x) vq" 7= sen(7rx) 7Ic:os(7tx)+ sen(7mx)

- — — . Al sustituir se obtiene —72g(x).
x2 X x2 x3 9(xJ

4 4(1-3%2 16x(1 —3x2
ﬁ yy” = % Sustituyendo estas expresiones, ambos lados son %

187N Q@) =s.

186N y' =

Soluciones del Capitulo 5

21 @

1 1.1m/s. 2 —87m/s. 3 —3.849m/s. 4 —3.8m/s. 5 —28.6356 m/s.

22®D

1 —343m/s. 2 —29.89m/s. 3 —29.4049m/s. 4 —294m/s. 5 —54.2218 m/s.
23N 1y =11479%m.
24D

1 (18 —4t) m/s. 2 4.5s. 3 4s. 4 Si, porque tarda menos en chocar que en detenerse.

2.5@‘3 Vi =7.

4.1 @‘B Recta tangente: y = —4x + 5. Recta normal: 4y = x — 14.
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12 f(x) = 2x% — x.

)
4.3@‘3 Parabola: f(x) = TX Recta tangente: 2x +y = 2.

4.4@‘3 Larectay = —x es tangente a la curva Gnicamente en P(3,—3), y larectanormalen Pesy =x—6. En Q(1,3)
se tiene /(1) = —1, de modo que la recta tangente en Q es paralelaay = —x: esy = —x + 4, y lanormalen Q esy = x + 2.

4.5 @‘B Recta normal: y = x — 3e~2. Recta tangente horizontal en: P(e ™!, —e™1).

16D w_1-——u+2)
4.7@91‘?5

1
1 y_i__ZS(X_&' 2 y—1=-2(x—

15D (3 15).

22

N A

1.9 (24
110D (—1,e1).
111D y—3:%(x+1).

1.12®H y—I—ZZZ(x—S).

4.13 @‘B La recta tangente es perpendicular a la rectay = —g en (—2,3) y (2,7). Posee rectas tangentes horizontales en

111D 5
4.15@‘3 236.
116D y=x+3In3.

La segunda recta tangente:y = x + T In8.

2
—2 (aunque f si es continua ahi), de modo que no existe recta tangente en ese punto.

6.1?‘3

1

1
4.19@‘3 f'(x) =2xsix > —1yf'(x) = 2 six < —1. Enx = —1 no hay derivada, pues f’ (—1) = —1 # f/, (—1) =

e
2.
1.
0.

—1.
3.

0 NN NG

e
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9 e,
0®% 1
1®% 1
2®® 1
3@®® 1
u®D
@& o
1®% 1
7®D 1
5®% 1
1@®@® o
20N o2
21®D 1o
2®D
3@ n
2@ .
2@ L
26N

27 @

e —(1+x
a) Sin=1entonces lim e-i+x
x—0" xm

x—(1 1
b) Sin =2 entonces lim w =-.
x—0+ xm 2
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. e —(1+x
c) Sin > 3 entonces lim # =400
x—0+ xm

51 @

X
1 El primer paso es valido (forma %), pero el segundo no: ya no es indeterminado, es de la forma %, y ahi no se puede

_ cos(1/x)
T 1/x

se obtiene la forma 0%, que no es indeterminada, asi que no procede aplicar la regla de L’Hépital. El limite correcto es +oo,
pues cos (1) = 1y x — +o0.

X

82N atbtcrd=—24
53@®® -2, -

. . . . senx . senx
aplicar la regla. De hecho el limite no existe: lim =400y lim
2 ~ T2
x—=0+ X x—0 X

= —00. 2 Alescribir x cos (1)

8.4@‘3 a=

N = W

8.5@‘3 Para x # 0, [x|* = Xl y xIn|x| — 0 cuando x — 0; luego lin}) Ix|* = e’ =1 = f(0) y f es continua en
X—r

x =0.

33 DD

1 Sea 0 el angulo entre la pared vertical y la escalera. Como la escalera mide 4 m,

X
e = —.
sen

Derivando respecto al tiempo t,

El extremo inferior se aleja de la pared a 25 cm/s, es decir,

a
dit‘ — 0.25 m/s.

Cuando el extremo superior esta a 2 m del suelo, y = 2

Como
Yy
0=-=,
cos 1
se tiene
2 1
0=-=—-.
cos i3
Sustituyendo,
1d6 1
—— = —(0.25).
2 dt 4(0 5)
Por tanto,
1d6
—— =0.0625,
2 dt

y entonces
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do
— =0.125.
at 0.125

Por lo tanto, el &ngulo aumenta a razén de

1
3 rad/s

o equivalentemente,

(0125 adls
101®®D

Se acerca a 0,480740 m/s.

Crece 18849,6 cm?/s.

Disminuye 0,00530516 cm/min.

Entran 9,29204 m®/s (= 9292,04 L/s).
Aumenta 0, 02083 cm/s.

Sube 6,25 cm/min.

615,752 km/h.

0,0796 dm/s, aproximadamente.

O 0 N U W N R

1. —3,65 m/s.
2. —5,613 m?/s.
3. —0,9869 rad/s.

10@‘3 Se acercan a una velocidad de 25 m/min.

11 @‘B 4,2 m/s.
12 @ ‘B -66,67 m/s.

13 @‘B 0,8418 cm/s, aproximadamente.

14@‘3 Disminuye a razén de 1,22 m/s.

15 @‘B Aumenta a razén de 0,28 m/min.

1@

1. Disminuye a razén de 750 km/h.
2. 20 min.
17 @‘B Aumenta a razén de 3,44 unid?/s.

12.1@‘3 a=-—2 y b =4. Esvalor minimo.

122 a:% y b=—1.

2 1 —4 7
123D f(x) = §x3 + gxz +3xtg
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12.4@‘3

1 F. Contraejemplo: f(x) = x° cumple f'(0) = 0 y es creciente, asi que en x = 0 no hay extremo. 2 F. Falta la hipotesis de
derivabilidad: f(x) = [x| es continua, f(—1) = f(1) y f’ nunca se anula. 3 V. Es exactamente el teorema de Rolle. 4 F. Que
f” se anule no basta: hace falta cambio de signo de f”. Para f(x) = (x — 2)* se tiene f”/(2) = 0 y no hay inflexién. 5 F.Puede
ser ambas cosas: f(x) = x* si x < 0y f(x) = \/x si x > 0 tiene un minimo en (0, 0) y alli cambia la concavidad. 6 V. Por
ejemplo f(x) = e *. 7 V.Sif’ < 0entodoR, f es decreciente y deberia cumplirse f(3) < f(1); pero 0 > —2. Contradiccion.

5@

1 ce ( ]foo, -3 [ U } %, +oo[ ) 2 Para ningtn valor de c. Como P” es un polinomio de grado 2, o tiene dos raices simples

3

(dos cambios de signo) o ninguna, o bien una raiz doble, en la que P” no cambia de signo. 3 ¢ € [ ! 1}

33
12.6@?‘3

1
1 x:i,x:O,x:l. 2 X:_E'
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1 Maxen (—3,297); min en (0,0)

2 Maxen (2,1); minen (—2,—%).

3 Maxen (1,—2); minen (e, —e)

4 Maxen (—%,1) ,0,1)y (%,1); min en (—%,—1) y (%,—1).

128

1 Crece en]—o00,—2[y en [0, oo[; decrece en [—2, 0]; max en (—2,3\74); min en (0,0).
1

2 Crece en [—2,0]; decrece en ]—o00, —2] y en [0, co[; méax en (0,1); min en <2, 3).

3 Maxen (0,—2); min en (2,2).

4 Max en (O, 64); min en (—2,5) yen (2,5).

5 Minen (0,In5).

2
12.9@‘3 k = 0. Se trata de un minimo, en <2, Z)

1210 o= 3 b=3c=0.
14.1@;3 1

1 z=—2,y=—.
FETpvT

2 x=3,y=1

3 w=0,y=—-1len—o0,y=1en oco.
4 u=-2,y=2u—4

5 x=0,y=—1en—o0,y =xen oo.

14.2 @%

1 f crece en los intervalos: ]2,4[ y |6, +ocol pues es donde f'(x) > 0.

2 Solo en x = 4; pues f'(x) = 0. Alrededor de este punto f’ cambia de signo.

3 Enx =2y x = 6;pues f'(x) = 0. Alrededor de estos puntos, f’ cambia de signo.

4 f es concava hacia arriba en los intervalos |1, 3, 15,7[ y 18, +-o00[; pues f’ crece.

5 Enx=1,x=3;x =5,x =7y x = 8; pues f’ alcanza méx. o min. relativos, o bien f’ no existe y hay cambio de monotonia

de f'.

14.3 @‘B

1 La grafica de f decrece en los intervalos: |—oo, —4.5[, ]—3.5, —2.5[, 12, 0[ y |1, +o0l, pues es donde f’(x) es negativa.

2 Enx =-3,5,x = —2yx =1, pues es donde f'(x) es cero y, alrededor de estos puntos, hay cambio de signo de ' de positivo
a negativo (recuerde que f es continua y el maximo puede ser “un pico”). En x = —2 y en x = 1 no podria ser un maximo local.
3 Enx = —4.5,x = —2.5y x = 0; pues es donde f'(x) es cero y, alrededor de estos puntos, hay cambio de signo de ' de
negativo a positivo.

4 f es concava hacia abajo en los intervalos |—4, —3[ y 11, +ool, pues ' es decreciente y por lo tanto f”(x) es negativa.
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5 En: x = —4,x = =3y x =1, pues es donde ' alcanza maximos o minimos, o bien, ' no existe y hay cambio de monotonia

de f'.
6

14.4 @ ‘B

A

-15pof

- 30}
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14.5 @‘B
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146D

| F(x) = — 10x
(4—x2)°

2t )_2u3+4

_10(3x%+4)
(—x2 +4)°
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Y
19
+7
+5
+3
+1
4 2
-1+
31
54
3
3<(x73)7+3x x73>
3 (x) = — 3 , "(x) =
9'(x) 20X (x—3)3 9"(x) 4x3 (x—3)°
Y
I
I
41 [
I
3 I
|
|
24 |
I
|
- — - - - - - - — = 1______ - —-—_-— - - - = >
|
|
HE S B
|
1+ |
I
5l !
|
\
3e X 3e 2 (—e* +1
4 hM(x)=——3, h”(x):—( 3 )
(14+ex) (e x+1)
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>

- - — — — — — — — — —

—3, A.0: cuando x — —oo0 : Yy = 4x.

JAV:x =

_ T
T4

14.7@‘3 AH cuando x — +oco0:y

14.8 @ ‘B
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16.1@‘3
1 2 dmdelargo,2 dm de anchoy % dm de alto.
 (£9)
37737
3 Alas2:21:36 pm.
4 y= %SX -+ 10.
5 Correr 68,956 m; nadar 50,364 m; 1,955 min.
6 Ladosrectosde 50 my ancho % ~ 31,83 m (radio % ~ 15,92 m). Areatotal delapista
m?

7 25cm X 6 cm.
8 200 m x 300 m, con la divisiéon paralela al lado de 200 m.
9 63.66 m el radio de los semicirculos, 200 m los lados rectos.

10@‘3 2.8794 cm el radio de la base, 8.6382 cm la altura; costo 23.44 colones.

11 @‘B 7.00527 cm el radio del cilindro, 7.00527 cm la altura del cilindro.

12@‘3 A =9 cuando x = 3.

13@‘3 18.

@D ﬂ,entre (1 1) y (7 _1).

8 24 88

15 @‘B Ancho y largo iguales: 25 metros.

. 5000+2500 7500
o T 00w

16 @‘B Los dos nimeros son iguales a /192 = 8v/3 =~ 13, 86 (suma minima 16v/3 = 27,71).

17 @‘B En el circulo hay que emplear 10 metros.

18 @‘b 4 dm el lado de la base, 2 dm la altura.

19@‘3 Ancho: %; largo: 3.

5
20@‘3 Largo (base) = 5v/2 ~ 7,07 y ancho (altura) = — ~ 3,54; area maxima = 25.

V2

21 @‘B Vol = 4000 cm? (base de 20 cm de lado y 10 cm de altura).

22 @‘B Largo 36 cm y ancho 24 cm.

~ 2387,32
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Soluciones del Capitulo 6

()" 4@)
In(3) In(3)

3 eqike*q—kC.

4 ———In|5+tln2 -2+ C.
In2

5

6

e +2u—e v+ C.
1+In(u2+1)+C.

53
7 %—cscr—l—C.

g SV 82
9 3 3\)%
1 /wh
9 3(4—1/\22—4lnw|—2)—i—C

10D 3 (4g2+7) +C.

1®® 31 2In(22+1)+C.

1 2
12@‘3 _3tanu_3( +tan (5))ln|1—tan5tanul+C
tan5 tan?(5)

3/2

3@ Lr2ana’ o

3

14@‘3 (Sug: Recuerde que tan?(x) = sec?(x) — 1)

sec® «

—seca+ C.

5@ x_142mImx—1/+C

6@ hn(ex+1)+cC

17&H —cos*(2x) +C.

4

2
3@ s o

2

19 @‘B (Sug: Recuerde que [x*]" = x*(1 + Inx))

x* + C.

20 ® arctanx + %ln (1+x?) +C.
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21@‘3 1senx2 + C.

2
3
p@w )

23@‘5 —%(1 + cosx)%/? 4 C.

- - 1 x
24 @ (Sug: Multiplique por T4 senx y separe)

tanx +secx + C.
25@‘3 V3+u?+C.

26 @% S x

27 @ ‘B (Sug: Sustitucién y luego separe en fracciones)

11In|x — 1| +x* + 6x + C.
28T 2/zFT14z414C
29@‘3 In|senx + cos x| + C.

30@ o) (Sug: Recuerde que csc(x) sec(x) = 2 csc(2x))
2
In Ite;n (x)] e

o 2 1 1
31@‘3 (Sug: Sustituicién y ol a1 ux 1)
1 vx+1—1
n|l———
vx+1+4+1

+C

32 W —4/1+/x+C.

3
33D 2V(X3+1) C2(x+1)+6Vx T
—12In (vVx+1+2) +C.

/ 3
34@‘3 2()(;_3)8\/X+3+16arctan( X2+3>+C.
35@ 2x+30x+ 69X +6In|yx—1|+C.

31n‘€/>?—1‘
——+cC

36D
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37@‘3 2v/x — 2+ V2 arctan ( \"52> +C

(NI

+C

38@‘3 —%yz (9—132)% _% (9_y2)
5.1@%

1 (Sug: Recuerde que sin®(x) =

3% + cos(2x) — % sen(4x) + C.
sec® x

C.
3—|—

3
(Sug: Recuerde que tan?(x) = sec?(x) — 1 y luego haga una sustitucién)

1

2’ca1an+C.1

4 gsec5z—§sec3z+C.
5 Inl4 + tanx| + C.

1+ sin(x)
: Multipli —
6 (Sug: Multiplique por 1+ sin(x)

y luego haga una sustitucion)
In|1 + senx| + C.
2 4
7 §(1 + cosx)7/? — g(l +cosx)?? + C.
8 2tanx +2secx —x + C.

1 1
9 1tan4x+ gtan6x+C.

10®H 7% (cos3x — 1 cos®3x) + C.
1D —%cot3x+cotx+x+C.

1 1
2% % tan®(5z) + G tan3(5z) + C.

71®H

x 4+ V9 +x2
3

1 In + C.

2 (Sug: Recuerde que sin?(x) =

3 arcsen (I) — ﬂ
2x 2
3 ————+C
25v4x%2 —25

4 (Sug: Completacion de cuadrados y haga sustitucion)

+C.

arctan(x + 1) x+1 N
2 2(x2 +2x +2)

5 (Sug: Completacion de cuadrados y u = x + 2)

x+2
9v—x2 —4x +5
6 4arcsenx + C.
7 7 _ )3
Vu 5_\/(u 5) ‘e
75u’

u
8 (Sug: Completacion de cuadrados y sustitucion)

+C.
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1
arcsen (i) —V3—-2z—2z2+C.

9 —arccot (\/ x2 4 2X> + C, en cada intervalo del dominio.

w®@% VB

cot(u) 4 csc(u)

11 @‘B (Sug: Sustitucion trigonométrica y multiplique por cot(w) T cse(w)

Vx2+3—-4/3

)

=

n + C.
V3

12 @‘B (Sug: Recuerde que tan?(x) = sec?(x) — 1)

V9x? — 4 — 2 arcsec (32)(> +C.

13@‘3 ~3 dx+7 ng/g<arctan <X+31>)+C

(x2+2x+4 V3

14 @‘B (Sug: Completacién de cuadrados y sustitucién)

1 N 3x+1+vV9x2+6x—8

=1 .
3 3 +C

15@‘3 arcsen(x — 2) + C.

16@‘3 (Sug: Reescriba cos?(x) = %COS(ZX) + 1y

2
arcsenz + zv/'1 — z2
2

+C.

17D _arctan (\/xz — 1) +vVx2—1+C.
01D

1 —e"w+2)+C.
41In |5y — 4|

2=t e

1 2
2 n10 {yln|5y —4y|—2y—
V1 —4y?
2
+C

3 yarcsen(2y) + +C.

P (p — 2) eP(P*Z)

et

2
C.
N

secx tanx + In|secx + tan x|
6 + C.

;T [cos(InT) + sen(In )] Lc

2
23
8 (y3+y)ln(y2—1)—%

W28w2+1 8w2+1
— C
2In8 mﬁ8+

y+1
—4 2In|—— |+ C.
Yy + n57ﬂ+
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10D —Inlz| +1Inlzl —Inlz+ 1|+ C.
(z+1)

1D xInjx| —x +C.

2

12@‘3 xsecx — In|secx + tanx| + C.

13 @13 x? arctan(x) + arctan(x) — x

+C.
2
14 @ ‘b Sug. Irou = e, luego partes.
2 ,—x2 —x2
xX-e e
- S
2 2

15@‘3 x —v1—x2-arcsenx + C.

20 _
16@‘3 e (Zsen3193 3COS39)+C.

17®H —e (W2 +2w +2) + C.

18D xln\/i—ngC.

19@‘3 senx - In|senx| —senx + C.

20@‘3 senx - In|senx| —senx + C.

9.2 @‘B (Sug: Use |x| = VX2 y eventualmente hay que racionalizar)

/ledx:/\/?dx

/@dx = X\/g/\;‘;dx

X\/ﬁ—/\/;dx

Como [x| = VX2 entonces

Ahorasiu:\/?yd\):dx

Z/de:xm

Es decir, .- /\/;dx:%+K

x—1
x+1

1
3 —T—|—ZlnIZp—ll—i—lnlpl—lnIp—&-ZI—i-C.

’-i—C. 2 2ln|x—1|+%1n(x2+1) —3arctanx + C.
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4
4 -~ — 3 —3In|lz+1/+3Injz—1]+ C.

“38 1 66 13 318 186

2 lnu—2— — hpPu+l———— +C.
S e e T B2 e P T mnn o T
6 3Infu+2/—3Inju—4/+C.
7 w+Inw|+2Injw+2|+9Injw — 4|+ C.
g ln\x—2liln\x+2liln\x—5|7 1 LC

12 28 21 x—5

9 2log,[3* — 2|+ 2log, [3* + 1| —3x + C.

10N x_Inlx+2Injx—1/+C.

- 1 1 LT
1 36 N8I+ g g k- 1+ C

- 2 arctan (2"“)
12@13 In|x 1|_1n|x +x+1|_ V3

3 : 5o G

13@‘3 3In x| + garctan (g) +In|x®+ 4|+ C.
1
11D 2In|x — 1|+ 3In|x + 2| — —— + C.

@D 2Inf2x +1/+ ¥ + C.

6@ 11Injx—1]+x2+6x+C.

13.5@‘3

1 Z(ex+1)*?—2\/ex+1+C.
3 1 1 2x +1
X 2 2 _ 2 X

2 4m+C. 3 21r1’4x +4x—|—5| 2arc:tan( 5 )—I—C.
—21In(2x) 4

4 ——— —+C.

Vx \/§+

1
5 garcsen(?)x —-1)— g\/6x— 9x2 + C.

6 —v4 —2x —x2 — arcsen <X\;51) + C.

3
7 §+ln‘x2—3x|+C.
1 5 X
8 3In|x —2| — =In|x? + 3| + — arctan () + C.
9x — 13 e
VX2 —=2x+2

10 2arcsen (ny) + (3 Iny) /4 —In’y + C.
2u
n@% Ve

1
12@‘3 arctan q + In|q| — Eln\q2 +1]+ C.
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(2 4)
@S @Y
32q+y/q%+8

14@‘3 In|sect+tant| —In|cost|+ C.

5@ L np+InBEt—2+C.

T

16s@®@® L2 (Inx) + C.

2

17@‘3 é\/sen(%c) —cos(7x) + C.

18D ! (cosy? +y*seny?) + C.

2

1 5 x+2
19N iy 21 4x+6 —arctan<>+C.
R NG

senx — 1
n|>7—~"-
senx + 2

20

RX

21 26Injx—3—2Injx—2| + ngz +C

2N n |sec (In(4z)) + tan (In(4z))| + C.

23N «In (x—|—\/x2+1) —vVx2+1+C.

240 —% sec*(1—u)+C

2x+5
5@® X2 ¢
V5 — 4x — x2

x 2 2
26@‘3 a x2 — X + —— ) + C, para a # 1. Para a = 1, la integral es x3/3+ C.
Ina Ina In‘a

27@‘3 2v/ex —1—2arctanve* —1+ C.

28@‘3 Sug:x:%

1 21
—arcsen () _ VX +C,six > 1;
X X

1 21
—arcsen () + X +C,six < —1.
X X

V1 —~2
29@13 _arcsenx_}lrl 1—x2+1 Lc
X 2 |V1—-x2-1

1 1
30@‘3 3x sen(3x) + 5 cos(3x) + C.
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31@‘3 % —arcseny + C.
-y

32 H 2,/1 +sen? (x) + C.

3@ exInjex +1/—e*+Inle* + 1]+ C.
@D 1 ¢

35T _5/1—x— 2 (yaresenx)’ + C.
36N o arctan(e ) + %ln(l +e2*) + C.

37D (x +1)In (x* + 2x + 5) — 2x + 4arctan (1) + C.

1,x/2

e

13.2 @ B Al derivar el lado derecho se obtiene 6—2 = 3
eX/24+2  1+42e /2

, que es el integrando.

133D i(e"lnx) =e¥lnx + e _ M_
dx X X

134D

1 Tomando u = Inxy dv = x™dx, se tiene du = dx/x yv = x"*!/(n + 1). La férmula resulta directamente de
Judv=uv— [vdu

2 Conu=sen™ !xydv=senxdx,du=(n—1)sen™?xcosxdxyv=—cosx. Al usar cos>x = 1 — sen® x y despejar
J sen™ x dx, se obtiene la formula.

1 X
3 Aplicando la formula anterior con n = 2 se obtiene / sen’ x dx = —5 Senxcosx + 5 +C.

13.5 @‘B

1 pw)=w?+w+2.
1
2 z’(r):2r3+2rf;+2.

4
z(r) = E+rz—ln|r|+2r—3.

137 12) =10,f(x) =2 +x +4.

Soluciones del Capitulo 7

2.1 ‘B

(e—1)°

2 45
33
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9
886
15

8 1ln g
6 15

9 In2—-1

10D

1®®

2%

3N

u®D

15D

1

7@

18

190N

20D

21D

2@
23 @

24D

)

16 — 53

104
In3 — —
36In3 9

28 —321In8
In*8

2e —1

2In4+4 2In25+4

14 35 ~ 0.185535

22D g(u) = arcsen (%) +v4—u?—1
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2.3@‘3 f es acotada y coincide con la funcién escalonada g (g = 0 en [a,c[, g = 1 en [c, b]) salvo en el punto x = c;
b b c b
entonces/ f:/ g:/ de+/ ldx =b—c.
a a a C

2.4@‘3 Con x = sent se tiene dx = cost dt, y los limites t = 0, t = 7t/2 pasan a x = 0, x = 1; luego ambas integrales

2
valen —.

3

*d x/aqdt
25T Con's = at se tiene ds = adt y a® + s = a?(1 + t2), de modo que / - / az(ai =
0 0

a? + s? 1+12)
1 X
— arctan (7>
a a

11D

1 0,74984;0,950158; 1,08461. 2 1,7154; -0,3125; -2,6054.

12D

1 Izquierdos: 0,982130; medios: 1,160614; derechos: 1,328703.
2 Izquierdos: 0,324540; medios: 0,410727; derechos: 0,324540.

13@®
1 -15
, 332
3
30
, =
2
; =16
3
6 10

n
b— b— b— 1
4.4@‘3 Con la particion regular x, = a + kb;a y &k = Xk: Zxk ¢ _ a na+ a. M =
= n n n
b— 2 b2 A2
, que tiende a a(b — a) + ( 2(1) = a cuando N — oo.

(b—a)?® n+1

a(b—a)+ >

158 20,375 < 24 < 27,875

6.1
1

F/(t) = —In(6 + t?)

2 F'(t) =tet
3 F/(r) = mcos(rm)y/sen?(rm) + 1
3/2
4 Fly) = 3561;23 ) sen(ev)
5 F/(x) = —cos(x?)
6 G’(x) =3x%Inx® —2xInx?
3(1 — 3x)°
/ _
7PN = a5

62D ¢ {7;+2nk v %T+27Tk, ke Z}

63D a) f(x) =2x1°, b)c=—

1
9

2

6.4@‘3 f(x)zx— y a=9

2
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658 porel TFC, f'(x) =

(pues a # 0); luego la grafica es concava hacia arriba.

66D
67D
6@
69N

X
va?+x2

-7
-1
X = iﬂ

x=0 o

10

y entonces T (x)

X2

Va2 +x2— ———
va? 4+ x2

(12

aZ 4 x2

(a2 +x2)

3/2

> O paratodox € R

6.10@‘3 12
5.1 @D

1 A= % (ul)?
2 A =18(ul)

4 2
Observe que: A = / <y +5— Y 2+
-2

2
) o

3 9
O bien: A:/ 2v/2x —2 dx +/ (\/2x727(x75)> dx
1 3

3 A= % (ul)?
4 A=4(ul?
5 A =09 (ul)?
6 A—68 (ul)
7 A =4 (ul)?
8 A= gg(ul)z
9 A=—"(ul)?

0

2 4
Observe que: A = / [4+y-— (—yz)] dy O bien: A = / (2—V—x) dx Jr/ 2dx +
0 0

4
6
/ 2 —(x—4)]dx
4

82N A =19 (w2
83 A~ 16042 (ul)?
84 A= % (ul)?
85N A= % (ul)?

86N A= W (ul)?
87 @@® A= % (ul)?

33@@D A 7 (ul)?

5.0@®D

3

A =~ 1,325 (ul)?

810N A ~3,6031 (ul)?
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811N A ~3,181 ()2
82D A= g (ul)?
101

Converge a:

AT

Converge a:
Converge a: —1.
Diverge.

Converge a:
Converge a:

.
n
ok
Diverge.
1

R NN Gk W =

Converge a: — si a > 0y diverge si a < 0.
a
3m?

C P —.
onverge a 0

\O

10N Converge a: 0.
11PN Diverge.

12N Converge a: v/8.
13D Diverge.

14N Converge a: 4 +2v2.
5@ Conversen

16@‘3 Converge a: 1.
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