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Prologo

Este es un libro de céalculo diferencial e integral escrito por la profesora Elsie Hernandez Saborio (q. e. p. d.), profesora
pensionada del Instituto Tecnolégico de Costa Rica. La primera versién aparecio en los afios ochenta: era una
edicién en papel, digitada en las antiguas maquinas de escribir. La version digital, de junio de 2016, fue impulsada
por el deseo de rescatar la obra de una profesora muy calificada en la ensefianza de la matematica. Por completitud,
se incluye un capitulo sobre “Razones de Cambio Relacionadas”, escrito por la profesora Sharay Meneses, también
profesora pensionada del Instituto Tecnolégico de Costa Rica.

Esta edicion afiade una version interactiva del libro, disponible en wimate.org/cdi/e/ y generada a partir del mismo
cddigo fuente en BIEX mediante make4ht. En ella, varias figuras dejan de ser estaticas: se han incorporado widgets
programados en JavaScript que permiten mover un punto, variar un parametro o recorrer una construccion y
observar, en el momento, como responde la grafica. La intenciéon no es sustituir el trazo hecho a mano ni el
razonamiento que lo precede, sino ofrecer un lugar donde la intuicion pueda ensayarse antes de formalizarse.

El libro contiene relativamente pocos ejercicios, pues su interés principal estd en la exposicion de la teoria y en los
ejemplos resueltos con detalle. Para compensarlo, se incluyen enlaces a Practicas de Calculo Diferencial e Integral, un
texto de ejercicios con respuestas que acompana a esta obra y que permite al lector pasar de la lectura a la practica
sin interrumpir el estudio de cada tema.

Rescatar un libro escrito a maquina hace cuarenta afios y devolverlo convertido en un texto que se puede leer,
imprimir y ademas manipular en una pantalla es, en buena medida, un acto de gratitud. Ojala quienes lo usen
encuentren en él algo del cuidado con que fue escrito.

WALTER MORA-FLORES
Editor
San Ramoén de Alajuela, 2026.
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Limites y continuidad de funciones

“ Idea intuitiva de limite

En esta seccién vamos a presentar la idea formal de limite como una operacion aplicada a una funcién en un punto.

Consideramos la funcién definida por f(x) = x> —1 con dominio en R . Nos interesa observar el comportamiento de la
funciéon f para valores de x cercanos a 2 pero no iguales a 2. Veamos las tablas siguientes:

X f(x)=x>—1 X f(x)=x>—1

1,25 0,5625 2,75 6,5625

1,5 1,25 2,5 5,25

1,75 2,0625 2,25 4,0625
1,9 2,61 2,1 3,41
1,99 2,9601 2,01 3,0401
1,999 2,996 2,001 3,004 / 2
1,9999 2,9996 2,0001 3,0004

1,99999  2,99996 2,00001  3,00004 Fig. 1.1

Puede observarse de ambas tablas que, conforme X se aproximaméasa 2, f(x) toma, cada vez, valores mas proximosa 3.

En este caso se dice que cuando x tiende a 2, que se simboliza x — 2, entonces f(x) — 3, osea f(x) tiende a 3.
Utilizando la notacién de limites escribimos

lim f(x) =3

x—2

m Area bajo una curva como un limite.

Nos interesa calcular el area de region limitada por la
parabola con ecuacion y = x? , el eje X 7y la recta
de ecuacién x = 1 . Dividimos el intervalo [0,1] en
partes iguales sefialadas por los valores:

123 n—1 1
Inlnlnl"'/ n 7

0

Formando sobre cada una de las partes, un rectingulo
cuyo lado vertical izquierdo toca a la parabola en un

punto, y cuya base mide — en cada caso. Luego, el area

n
de cada uno de estos rectangulos podemos expresarla
como sigue:
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Asi, la suma S,, de todas la areas de los rectangulos esta dada por la siguiente igualdad:

2 2 2
5n=1'0+1<1> +1(2> +...+1<n—1> _nn-1)2n-1)
n n n

n n n n 6n3

) 1
Puede observarse que si n toma valores muy grandes, S;, — =.

3

1
Como 12+22+32 4+ .. +(n—1)2= gn(n —1)(2n— 1), cuya prueba est4 al final del capitulo, entonces:

nn—102n—-1)

Sn = 6n3
1 1 1
de donde S, = 3 + (6n2 — 2n>
T do 1, = L i t Sh==+r
omando T, = 2 o entonces S, = 3 n

Observemos que sia “ 1 ” se le asignan valores positivos cada vez mas grandes, entonces T,, se aproxima a cero.

Si en la figura anterior se aumenta el nimero n de divisiones del intervalo, entonces crece el nimero de rectangulos
ylasuma S, de las areas de ellos se aproxima al area de la figura curvilinea.

1
Como T, se aproxima a cero cuando n crece indefinidamente, puede decirse que S,, = = 4+ 1, se aproxima al

3

, ;1 . 1
numero 3 y asi el area de la region tiende a 3

La expresién “ n toma valores positivos cada vez mayores” puede sustituirse por n — 400 ,( n tiende a mas

infinito) y como S,, — 3 (S, tiendea 3 cuando n — +o0 ) , entonces, volviendo a utilizar la notacién de
limites escribimos:

. . 1 1

Iim S,, = lim ( —|—rn) =3

n—+oo n—+oo \ 3

1
que se lee: el limite de Sy, , cuando n tiende a mas infinito, es 3

Es importante senalar que al estudiar el limite de una funcion, no se menciona el valor que toma la funcién exactamente en el
punto. Asi, en el ejemplo inicial, no importa cuél es el valor de f(2), sino el valor de f(x) cuando x tiende a 2. Esto se debe
a que el concepto de limite de una funcion en un punto es independiente del valor que toma la funcién en este.

Puede suceder que en dicho punto la funcién no esté definida y aun asi exista el limite. El siguiente ejemplo presenta esta situacion.

2x2 —3x —2

- paratoda x € R, x #2.

Sea f lafuncidn definida por la ecuacién f(x) =

La representacion grafica de f es:
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Fig. 1.3

De la grafica puede observarse que, aunque la funciéon f no estd definida para x =2, cuando x toma valores muy
cercanos a 2 la funcién se aproxima a 5, lo que escribimos como:

lim f(x) =5

x—2

BEEM Generalizacion del concepto de limite

Sea f una funcion definida para valores reales en los alrededores de un niimero b , aunque no necesariamente en b mismo,
como se representa graficamente a continuacion:

fx)
J/ [epp——

T
fx)

Fig. 1.4: lim f(x) =L, f(b) =L
x—b

Se observa que cuando x — b entonces f(x) — L lo que se escribe como: lirrllJ f(x) =L
X—

Recordemos que al calcular hl’I’é f(x) no importa que la funcién f esté o no definida en b ;lo que interesa es que f esté

xX—
definida en las proximidades de b.

Consideremos la siguiente representacion grafica de una funcién f cualquiera parala que f(b) =P
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Y

/

Y
K

x—>bex

Fig. 1.5: lim f(x) =L, f(b) #L
x—b

Observe que aunque f(b) # L, para valores de x proximosa b se tiene que f(x) — L, por lo que puede escribirse siempre
lim f(x) =L

x—b

Observe ahora la siguiente representacion grafica de una funcién f.

/
=

x—>bex

Fig. 1.6: lim f(x) no existe
x—b

En este caso, cuando x tiendea b por la derecha, que se escribe x — b, la funcién tiende a R, pero cuando x tiende a
b por laizquierda, (denotado x — b~ ) los valores de f(x) tiendena T.

Asi, la funcién f no tiende a un mismo valor cuando x — b, por lo que se dice que no existe lim f(x) .
x—b

1
Consideremos ahora la funcién definida por f(x) = —— con ¢ >0.
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1
Fig. 1.7: f(x) = —— ,con ¢ >0

Observe que cuando x — ¢t , entonces f(x) tiende a tomar valores positivos cada vez mayores, (es decir, f(x) — +00), y
que cuando x — ¢~ , f(x) toma valores negativos cada vez menores, ( f(x) — —oc0 ). Asi, f(x) no tiende a ningiin nimero
real fijo y se dice que lim f(x) no existe.

X—C

IR Formalizacion de la idea intuitiva de limite

En el ejemplo inicial se analizo el comportamiento de la funcién f con ecuacién f(x) = x> —1 en las proximidades de 2 .

Expresamos como lin} f(x) =3, el hecho de que para acercar los valores de la funcién tanto como se quisiera a 3 , era
X—

suficiente acercar adecuadamente x alvalor 2, (x #2).

De otra forma, puede decirse que |[f(x) — 3| es tan pequefio como se quiera, siempre que |x —2| sea suficientemente pequefio,
aunque no igual a cero.

Utilizaremos las letras griegas ¢ (epsilon)y & (delta) para escribir en forma mas precisa lo anterior.

€ y & son numeros reales positivos que indican qué tan pequerio queremos hacer el valor absoluto de la diferencia entre
f(x) y 3,y el valor absoluto de la diferencia entre x y 2 respectivamente.

Se dice entonces que [f(x) — 3| serd menor que ¢, siempre que |x —2| seamenorque & y [x —2|#0.

Luego, si para cada ¢ > 0 puede encontrarseun & > 0 tal que [f(x) —3| < e si 0 < |x —2| < &, entonces se dice que
lirré f(x) =3
xX—>

Observe que se establece la condicién 0 < [x — 2|, ya que Unicamente nos interesa saber como es f(x) para valores de x
cercanos a 2, no en 2 mismo, en cuyo caso |x — 2| seria igual a cero. Graficamente tenemos:

X

~— 26 2 240

Fig. 1.8: Gréfica de f(x)

Se tiene que, en el eje Y, los valores f(x) estinentre 3—¢ y 3+ ¢, siempre que los valores de x, enelejede X, se
localicenentre 2—06 y 2+0, osea [f(x) —3|<e si 0<|x—2[<5$.

En general, el valor de ¢ es escogido arbitrariamente, pero la eleccion de & depende de la eleccién previa de e . No se
requiere que exista un numero & “apropiado” paratodo ¢, sino que, paracada € existeun & especifico.

Al reducir € se puede escoger un 6 menor o igual al anterior; la definicién no impone una eleccion tnica de 6.

Luego, para el ejemplo inicial, decimos que lin; f(x) =3, pues paracada ¢ > 0, existe 6 >0, tal que [f(x)—3|< ¢,
x—

siempre que 0 < |x —2[ <.

En general, para una funcién f cualquiera, el lirrtl, f(x) =L significa que “la diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan
X—

pequeiia como se desee, haciendo simplemente que x esté suficientemente proximoa b, (x #b)

”»
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n Definicion de limite

Definiciéon 2-1

Sea f una funcidn definida en una vecindad del punto b , excepto posiblemente en x = b. Se dice que lirrt f(x) =1L, si
xX—

para cada ntimero positivo ¢, por pequerfio que este sea, es posible determinar un nimero positivo & , tal que para todos
los valores de x , diferentes de b, que satisfacen la desigualdad |x—b| < &, se verificara la desigualdad |f(x)—L| < €.

Luego, liII:L f(x) =L siysolosiparacada ¢ >0, existe >0 talque,si 0 <[x—b| <, entonces [f(x)—L|<e.
X—

En forma gréafica se tiene:

1
A 4
A
L+sd
L1 Ly
L-&-
} > X - } } > X
b b-5 b b+d
Fig. 1.9: Paracada ¢ >0, Fig. 1.10: existe & >0
y Yy
A A

L+8-/

L-g1
X ox
} / /! > X } > X
b-6 b b+d b g
Fig. 1.11: tal que,si 0 < |[x —b| < 3, Fig. 1.12: entonces |f(x) —L| < e.

También el lirrt f(x) =L puede interpretarse de la forma siguiente: como de la desigualdad |x —b| < & se deduce que
x—

[f(x) — L| < e, entonces todos los puntos en la grafica de la funcién con ecuacién y = f(x), que corresponden a los puntos
x que se localizan a una distancia menor que 8 , excluido el propio punto b del punto b, se encontraran dentro de una franja
de ancho 2¢ ,limitada por lasrectas y =L —¢, y =1L+ ¢, como se muestra en la siguiente figura:

A y = fx)

05 b beo

Fig. 1.13: Grafica de f(x)
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Puede decirse entonces que la definiciéon de limite dada anteriormente , establece que los valores de la funcion f se aproximan
aun limite L, conforme x se aproxima a un nimero b, si el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L se puede hacer
tan pequefia como se quiera tomando x suficientemente cercana a “ b ”, pero no iguala “ b ”.

Daremos ahora algunos ejemplos en los que se utiliza la definicion de limite:

Probar que lim (2x —1) =3

x—2
Solucion. Debe probarse que, dado ¢ > 0, existe & >0 ,talque [(2x—1)—3| < ¢ siempreque 0 < |x—2| < §.
Vamos a establecer una relacién entre [(2x —1) —3| y |[x —2|.

Como |[2x—1)—3|=2x—1—-3|=2x — 4| = 2(x —2)| = |2]|x — 2| o sea
[(2x —1) — 3| =2]x —2].

Entonces, para hacer |(2x —1) —3| menor que ¢, es suficiente que |x —2| < % , por lo que puede tomarse & = % .
Luego, dado € >0, existe d >0, (6= E) talquesi 0 <|x—2| <& entonces |[(2x—1)—3| < ¢.

2

€ ,

Probar que lim (4x —1) =11
x—3
Solucion. Dada ¢ > 0, debe encontrarse 6 >0 tal que |(4x —1) — 11| < ¢ siempre que 0 < |x —3| < §.
Como [(4x —1) —11] = |4x — 1 — 11| = |4x — 12| = |[4(x — 3)| = 4/x — 3| entonces para que |(4x —1) — 11| sea
3

2 por lo que podemos tomar § = 1

Luego, dado ¢ >0, existe & >0, (6 = %) tal que |(4x —1) — 11| < ¢ siempreque 0 < |[x—3| < d.

menor que ¢ es suficiente que |x — 3| <

Probar que lim (x* +2x) =3
x—1

Solucion. Debe encontrarse & en términos de ¢, (¢ >0 dada), tal que |x> +2x — 3| sea menor que € cuando
0 <[x—1]< §.Setiene que [x*+2x—3|=|(x—1)(x+3)=Kx—1]-|[x+ 3

Como lo que nos interesa es el limite cuando x tiende a 1, vamos a considerar los valores de x que estén cerca de 1,
pero que sean diferentes de 1.

Asi, tomamos [x —1| <1 dedonde —1 <x—1<1 yportanto0 < x < 2.

Vamos a determinar un nimero r parael que |[x + 3| <1 cuando |[x —1| < 1.
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De la desigualdad 0 < x <2 se obtieneque 3 <x+3 <5 porloque |x+3| <5 ypuede tomarse 1=5.
Luego |x —1]-|x+ 3| <5-|x—1| cuando |x—1| <1
£
Ademéas 5|x — 1| esmenor que ¢ si [x —1| < 5
. €
Por tanto, si se toma 6 como el menor de los nimeros 1 y 5 entonces

Ix24+2x—3|<¢e cuando 0 < |[x—1] <&

y

Q1| =

Por ejemplo, si se toma € =1 entonces d =

gl =

X2 4+2x —3|=x—1- x +3|<5x—1] <1 cuando 0 < [x —1| <

En general, determinar el linlla f(x) mediante el uso directo de la definicién es dificil, por lo que para hacerlo se contara con la
X—

ayuda de una serie de teoremas, que estudiaremos mas adelante.

Hemos dado un vistazo intuitivo y otro mas formal sobre la nocién de limite en un punto. En sintesis, lo que nos interesa saber
es el comportamiento de una funcion cuando la variable independiente tiende a un determinado valor en el eje X.

Ejemplo 6

Determinar los siguientes limites, utilizando para ello la representacion grafica de la funcion f que se da a continuacién:

1 lirrbf(x) Y
X—> }k
2 lim f(x)
x—2
3 lim f(x)
x—3
4 lim f(x)
x—4.5

5 lim f(x)

x——2
6 lim f(x)
x—7
Solucioén.

A partir de la grafica de f se tiene que:

1 limf(x)=3,

x—0

2 limf(x)=0, limf(x)=-2,

Xx—2 x—3

3 lim f(x)=0, lim f(x)=1,

x—4.5 x——2

4 lim f(x) =2

x—7
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Ejercicios

<@ 2.1 Determinar los siguientes limites, utilizando para ello la representacion grafica de la funcién g, que se da a continuacién

Fig. 1.15: Grafica de g(x)

1 lim g(x)
x——3

2 lim g(x)
x—0

3 lim g(x)
x—2

4 lim g(x)
Xx——2

5 lim g(x)
x—4

6 lim g(x)
x——1

7 lim g(x)
x—1

@& Ir a «Précticas de CDI»

BEEN Limites laterales

Hasta el momento hemos visto limites de funciones cuyo trazo es continuo, sin cortes o saltos bruscos. Sin embargo, existen
algunas funciones que presentan algunas discontinuidades, llamadas funciones discontinuas y que estudiaremos en el tema
continuidad de funciones. Nos dedicaremos ahora a estudiar los limites en este tipo de funciones.

Consideremos la siguiente representacion grafica de una YA 0/
funcién f , en la que existe una discontinuidad cuando 2 LI
X=a:

Notemos que cuando x tiende hacia “ a ” por la derecha I7:
de “ a ” la funcion tiende a 2 , pero cuando x tiende
hacia “ a ” por la izquierda de “ a ”, la funcién tiende hacia 1 .

/ Xo>a<x x
Fig. 1.16

»

Escribimos x — a' para indicar que x tiende hacia “ a ” por la derecha, es decir, tomando valores mayores que “ a .
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»

Similarmente x — a~ indica que x tiende hacia “ a ” por la izquierda, o sea, tomando valores menores que “ a ”.

Utilizando ahora la notacién de limites, escribimos lirn+ f(x) =2 y lim f(x)=1. Estos limites reciben el nombre de
X—a X—a—

limites laterales; el limite por la derecha es 2 vy el limite por la izquierdaes 1.

El limite de una funcién en un punto x = a existe solo si los limites unilaterales existen y son iguales, es decir, si f esta definida
en un entorno alrededor de a, excepto posiblemente en x = a, entonces

lim f(x) =L siysélosi lim f(x)= lim f(x)=L

x—a x—at x—a

Ejemplo 7

Determinaremos los limites en los puntos de discontinuidad de la funcién h cuya representaciéon grafica es la
siguiente:

y Se tiene que:

1 lim h(x)=3 vy

x—2+

2 lim h(x)=-1

X—2—

3 lim h(x)=-3 vy

x——1+

4 Iim h(x)=1

x——1—

EEEZM Definicion de limites laterales o unilaterales

Definicion 2—2 Definicion de limite por la derecha

Se dice que lim+ f(x) =L siysolosiparacada ¢ > 0 existe 8 >0 talquesi 0 < x—a < & entonces
X—a

[f(x) —L| < e. L esellimite por la derecha de f(x) en“ a”.

Fig. 1.18: lim} f(x) =L

X—a

Observe que no hay barras de valor absoluto alrededor de x — a, pues x —a es mayor que cero yaque X > a.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

2. | Definicién de limite | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 17

Definicion 2—3 Definicion de limite por la izquierda
Se dice que lim f(x) =R siy solo si paracada ¢ > 0 existe & >0 talquesi 0 < a—x < & entonces

X—a
[f(x) — Rl < e. R esellimite por la izquierda de f(x) en“a”.

Fig. 1.19: lim f(x)=1L

X—a
Note que la expresion a —x es mayor que cero, pues X — a~ porloque x < a.

En adelante, determinaremos los limites laterales a partir de la representacion grafica de una funcién cuya ecuacioén es dada.

Ejemplo 8

Determinar los limites, en los puntos de discontinuidad, de la funcién f definida por:

X+2 si x>1
f(x) =
—x2—1 si x<1

Solucion. Primero hagamos la grafica de la funcion.
El punto de discontinuidad se presenta cuando x = 1.

Luego: lim f(x) =3y lim f(x)=-2 6
x—1+ x—1—
Observe que el limite por la derecha (3), es diferente al 4

limite por la izquierda (—2). 2

> <

Fig. 1.20

Ejercicios

x—1 si x<0
@ 2.2 Represente la funciéon h definida por h(x) =
x+1 si x>0

y determine los limites laterales en el punto de discontinuidad.

@& Ir a «Préacticas de CDI»
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NOTA

Es posible demostrar que para que exista lim f(x) es necesario y suficiente que los limites laterales existan y sean iguales.
X—a

X—a

Es decir, lim f(x) =L siysolosi lim f(x) =Ly lim f(x)=L
x—at x—a—

Por consiguiente, si lim f(x) es diferente de lim f(x) se dice que lim f(x) no existe.
x—at x—a x—a

Ejemplo 9

18

x-—2 si x <2

Representemos graficamente la funcion definida por: f(x) = X si 2<x<4

4—x si x =4

Fig. 1.21

Como lim f(x) =2y lim f(x) =2, entonces lim f(x) =2
x—2+ x—2— x—2

Como lim f(x) =0y lim f(x) =4, entonces lim f(x) no existe.
x—4+ x—4— x—4

Ejercicios
<@ 2.3 Considere la representacion grafica de la funcién g definida por:

vV—>x—1 si x <=2 Y

A
x+3 si 2<x<1 41--
9(x) =
—1 si 1<x<3 3
(x —4)% si x>3 ,
Determine si existen cada uno de los limites siguientes: 1

% 1 7

[\C] p——"
[y
N
[¢8)
EN
(o)

-1

Fig. 1.22: Gréafica de g(x)

1 lim g(x)

x——2
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2 lim g(x)
x—1

3 lim g(x)
x—3

4 lim g(x)
x—4

5 lim g(x)
x—0

@& Ir a «Préacticas de CDI»

n Teoremas fundamentales sobre limites

En los apartados anteriores hemos determinado el limite de una funcién en un punto, utilizando para ello la representacion
grafica de la funcidn. Sin embargo, se hace necesario poseer otros criterios que permitan agilizar el proceso. Con este fin es que
estudiaremos algunos teoremas basicos para determinar el limite de una funcién en un punto.

Teorema 3—1 Sobre la unicidad del limite

Sea f una funcién definida en un intervalo I C R tal que a € L.Si lim f(x) =L y lim f(x) = M entonces L =M.
X—a X—a

O sea, el valor del limite de una funcion en un punto es tnico.

Teorema 3-2

c Si lim f(x) existe, es Gnico

XxX—a

9 Si P(x) es un polinomio, entonces lim P(x) = P(a)

xX—a

e Si lim f(x) =L y k es un niimero real entonces se cumple que limy_,, [k - f(x)] =k limy_, f(x) =k-L
X—a

e Sif y g son dos funciones para las que lim f(x) =L y lim g(x) = M entonces se cumple que:
Xx—a Xx—a

(2 ] lim [f(x) 4+ g(x)] = lim g(x)+ lim f(x) =L+M

X—a

O iim f0)- g =L-M

Para n par se supone que f(x) > 0 en los puntos considerados suficientemente proximos a a.
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[ Demostracion (p. 359) p J

20

Teorema 3-3
Sim y b son nimeros reales entonces lim (mx+b) =ma+Db
X—a

[ Demostracion (p. 359) p }

N Aplicacién del teorema

@ lim (3x+5) =3-2+5=11
x—2

@ lim (—4x+2)=-4-3+2=-10
x—3

Ejercicios
@ 3.1 Determine cada uno de los siguientes limites:

1 lim (5x —2)

x——3
2 lim (gx—|—1>
x—v2 \ 3
@& Ir a «Practicas de CDI»

Como consecuencia del teorema 3 - 3 se tiene que:

0 Iimx=a,conm=1,b=0enf(x)=mx+b

X—a

9 Iimb=b,conm=0enf(x)=mx+Db

X—a

Aplicacion del teorema.
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li =2
© lim x=v2
e 1im1\/§=\/§

X—>

5

Teorema 3-4

Si lim f(x) = L y k es un nimero real entonces se cumple que
X—a

lmy_q[k-f(x)] =k limy_, o f(x) =k-L

[ Demostracion (p. 359) p }

Aplicacion del teorema.

@ 1im3(2x+5) =3 lim (2x+5) =3(2-2+5) =27
x—2 x—2

©® lm %(3@: lim §(x) ~3 fim (x)zg(—l):—

x——1 x——15 5 x—-1

Ejercicios

@ 3.2 Determine cada uno de los limites siguientes:

1 lim Z(Zx— 1)

x—n/i

. 1
2 lim3 <3x+—>

X—T 5

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 3-5

Para a > 0, lim /x = v/a. En el extremo del dominio, lim +/x = 0.
x—a x—0+


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/
https://wimate.org/cdi/cdipracticas/CDIprhse6.html#x13ejercicios-l-mites-inmediatos-y-formas-indeterminadas

3. | Teoremas fundamentales sobre limites | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 22

[ Demostracion (p. 359) p J

Aplicacion del teorema.

o lim v/x = V5
x—5

. . 1 3v2
9 11n113\/§—3 hml\/g—S\/;_T
y—3 y—=

2 2

Ejercicios

@ 3.3 Determine los limites indicados:

1 lim4y/x
x—4

2 lim 5v/x

Xx—2

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 3-6

Sif y g son dos funciones para las que lim f(x) =L y lim g(x) = M entonces se cumple que:
XxX—a XxX—a

lim [f(x) + g(x)] = lim g(x) + lim f(x) =L+ M

XxX—a Xx—a

{ Demostracion (p. 359) p ]

Este teorema lo que nos dice es que el limite de la suma de dos funciones, es igual a la suma de los limites de cada una de las
funciones.

Aplicacion del teorema.

1 lim (2x 4+ vx) = lim 2x + lim vx =2-3+ V3 =6 +/3
x—3 x—3 x—3

2 lm (5+3vx) = im 5+ lim 3y/x = 5 + 3v2
x—2 x—2 x—2
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Ejercicios

@ 3.4 Determine los limites siguientes:

1 lim (5v/x +2)
x—5

2 lim (2x+7)

X— =

3

@& Ir a «Préacticas de CDlI»

El teorema 3 - 6 puede extenderse a un nimero cualquiera finito de funciones.

23

Teorema 3-7

Sif y g son dos funciones paralas que lim f(x) =L y lim g(x) = M entonces se cumple que lim [f(x) - g(x)]=L-M
Xx—a Xx—a Xx—a

[ Demostracion (p. 359) p ]

Es decir, el limite del producto de dos funciones es igual al producto de los limites de cada una de las funciones.

Ejemplo 18 Aplicacion del teorema.

O lim xv/x = lim x - lim v/x = 2v/2
x—2 x—2 x—2

9 lim x> = lim x-x= lim x- lim x=(-1)-(-1) =1

x——1 x——1 x——1 x——1

© 1im 2v/x(5x +2) = lim 2/x - lim (5x +2) =2v2- (5-2+2) = 24V2
x—2 x—2 x—2

Ejercicios

@ 3.5 Determine el valor de cada uno de los limites siguientes:

1 lim x%v/x
x—4
2 limx®

x—5
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@& Ir a «Préacticas de CDI»

El teorema 3 - 7 puede extenderse a un niimero cualquiera finito de funciones.

Corolario 1.

Si f(x) = x™ entonces lim x™ = a™, con n € N.
X—a

{ Demostracion (p. 359) p ]

Observe que x™ = x - x - X...x (n factores) por lo que aplicando el teorema 3 - 7 se tiene que:

Iimx™ = Iim [x-x-x..x]
X—a X—a

= limy_qx-limy_q (x-x-%...X)

= limx-limx- lim (x-x-x.x)
X—a X—a X—a

. lim x - Iim x... lim x
X—a xX—a xX—a

n factores

a-a-a..a (nfactores)
= a"
En particular, el limite de la enésima potencia de f(x) es igual a la enésima potencia del limite de f(x).

Es decir, lim [f(x)]" = [ lim f(x)]n.

X—a

24

m (Aplicacion del corolario).

2 5

lim x° = ( =

© inx-(3)
Xx— =

3

©® lim 2x¥=2 lim x¥®=2(-1)%=2
x——1

x——1

6
@ lim 3x +5)° = [lim(3x+5)} =[3-2+5°=11°
x—2 x—2

5
(4 ) lim (x*+3x)° = [ lim (x* + 3x)} =[(—1)?+3(-1)P = (-2)° =-32

X—— x——1
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Teorema 3-8

Sif y g son dos funciones para las cuales lim f(x) =L y lim g(x) = M entonces se tiene que:
X—a X—a

. f(x) lim, o f(x)
lim = =
x—ag(x) limyqg(x)

L
=M siempre que M # 0

{ Demostracion (p. 360) p- ]

Teorema 3-9

.1 .
ll_rg L = g Slemprequea #0

{ Demostracion (p. 360) p ]

Ejemplo 1WAl Aplicacion del teorema.

© 1im 3 2 +1)=3(-3) — (-3)2+1=-89.

x——3

9 hm—:—

x—5X

© i 2x—|—1 _limep(2x+1)  2:2+1 5
Xx—2 X a limx_>2 ﬁ N \/E N \/E ’
. i 2
lime, 5 357 = RSB

e _ limy_, _32x?+lim,_,_33
limy _, 3x3—lim,_, 31

2(=3)*43 _ 21 _ 3
= (=3P-1 — —28 — 4*

O in VEAx—2 V3432 T =V3+1
P 3x+1  32-3(3)+

Observe que en este ejemplo se han aplicado directamente los teoremas estudiados, sin hacer el desglose paso por paso como en
el ejemplo anterior.

Ejercicios

@ 3.6 Determine el valor de cada uno de los siguientes limites:

m 2x +3
x—>—1%x2 —5x +1
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 2/X+4x—5
2 )1(13; 3x3 -5

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 3-10

Sin > 1esentero, lim {/x = {/a para a > 0 y también para todo a € R cuando n es impar. Paran pary a = 0, el
X—a

limite es por la derecha y vale cero.

{ Demostracion (p. 360) p ]

Ejemplo kW Aplicacion del teorema.

o lim Vx = V5
x—5

9 lim V/x = V2
x—2

e lim V/x =v—-8=-2
x——8

o lim /x = V64 =2
x—64

Teorema 3-11
Si lim f(x) =L, entonces lim {/f(x) = p/lim f(x) = VL sise cumple alguna de las condiciones siguientes:
x—a x—a x—a
i. L2 0 y m es cualquier entero positivo.
ii. L< 0 y m esun entero impar positivo.

Para n par se supone que f(x) > 0 en los puntos considerados suficientemente proximos a a.

[ Demostracion (p. 360) p ]

H Aplicacion del teorema.

@O lim 5x+3= \/lim5x+3: V18
x—3 x—3
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©® lim V22 +3=/lim 2x2 +3={/2(-1)2+3="5
x——1 x——1

© lm Voxi2= i/ Jim 6x 12 = ¥/—10 = —/10
x——2 Xx——2

Ejercicios

@ 3.7 Determine el valor de cada uno de los siguientes limites:

1 limy X 11
x—4 2
5
2 lm (/524 = +4
x——5 X

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 3-12 De intercalacion

Sif, g y h son funciones tales que f(x) < g(x) < h(x) X

para todo x de cierto entorno reducido 6y de by

ademés lim f(x) = L = lim h(x) entonces se cumple
x—b x—b

que lim g(x) =L
x—b

Fig. 1.23: lim f(x) = lim g(x) = lim h(x) =L
x—b x—=b x—b

[ Demostracion (p. 360) p }

El teorema 3 - 12 nos dice que, si para x proximo a b, la funcidon g estd comprendida entre dos funciones que tienden a un
mismo limite L, entonces g(x) también tiende a L.
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Si g es una funcién tal que —x? < g(x) < x> para x # 0 y como lirrb (X)) =0y lirr}) x* = 0 entonces se tiene
X— x—

que lim g(x) = 0.
x—0
Sea ahora g una funcién tal que 5+ x < g(x) < x> —9x + 30 para x >5
Se tiene que lim (5+x) =10 y lim (x* —9x +30) =10
x—5 x—5

Luego Xlggl+ g(x) =10

Ejercicios

@ 3.8 Seaf una funcién tal que —(x —2)?> < f(x) < 0 para x # 2. Calcule lirr5 f(x)
xX—>

@ Ir a «Practicas de CDI»

BEEN Otros aspectos sobre limites

En algunos limites no es posible aplicar directamente los teoremas sobre limites, especialmente el del limite de un cociente de
funciones, ya que se presenta la forma indeterminada %. En estos casos se hace necesario realizar primero algun proceso

algebraico, para luego determinar el valor del limite. Es indispensable en esta parte tener muy en claro los conceptos sobre
factorizacidn, racionalizacion y valor absoluto.

2+ 2x—12
Caleolar [0y 3@ —5x—2.

Solucion. Si evaluamos el numerador se obtiene: 2(2)? +2(2) — 12 = 0 y en el denominador: 3(2)?> —5(2) =2 =0

",

Luego se tiene la expresion % que no tiene sentido.
Como x = 2 anula ambos polinomios, podemos hacer una factorizaciéon como sigue:

224+ 2x —12 = (x —2)(2x +6), 3x* —5x —2 = (x —2)(3x + 1). Luego el limite dado puede escribirse como:

lim (x—2)(2x +6)
x=2 (x —2)(3x+1)°
y simplificando se obtiene:

‘m 2x+6
x—23x +1

que si puede determinarse pues lirré 3x + 1 es diferente de cero.
X—

2x2 4+ 2x — 12 . 2x+6 10
= lim =
x—2

L ;i =
e 3x+1 7

x—2 3x2 —5x —2
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3 1— 2 _
Calcular lim Ll a)x” —ax
x——1 x2—x—2

Solucion. Evaluando nuevamente numerador y denominador se obtiene:

(-1°+(1-a)(-1’-a(-)=-1+1-a+a=0
(12— (-1)—2=1+1-2=0.

Puede escribirse el limite anterior ya factorizados los polinomios como:

_ 1 _
xli>n—11 % = XILIEl X(X%ZG) Simplificando la expresién anterior.
- —1(-1-aqa)
- -1-2
1
- ¢ ;_ Aplicando el teorema 3 - 8.

Ejercicios

) X3 =27
@ 3.9 Determinar: lim —
x—3 3x — x2

@ Ir a «Practicas de CDI»

3.1.1 Limites que involucran racionalizaciones

Ejemplo 23

Calcule im ———

X—2 \/_ \/)_(

Solucion. Como al evaluar el numerador y el denominador se obtiene cero en ambos, procedemos a racionalizar el
denominador de la forma siguiente:

o4 V2R (E (V24 VX
V2 =X V24X x—2 2—x

x2—4
5 _

lim
x—2

i (20224 VR)

x—2 —(X — 2)

= lim [~ (x +2)(V2 + V)]

Xx—2

en este ultimo limite no hay ningun problema y aplicando los teoremas respectivos se obtiene como resultado —8+/2.
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Ejemplo 24

2 _
Calcule lirré % Recuerde que (a —b)(a? + ab +b?) = a® — b3
x— —

Solucion. Como vuelve a presentarse la forma %, procedemos a racionalizar como sigue:

fim VX2 +6x—3 . /(X2 4 6x)2 + 3v/X2 + 6x + 32
X553 x—3 /(X2 4 6x)2 + 3V/X2 + 6x + 32

(VX2 +6x)3 —3°

)1(1_>rr5 [3/0x2 2 432 B
(x —3) [/ (x2 + 6x)2 4 3V/X +6x—|—9}

T (x =3)(x+9) B

St [3/0x2 24 32 N
(x—3) [/ T 6x2 + 37 +6x+9]

lim x+9
x=3 3/ (X2 + 6x)2 + 3V/x2 + 6x + 9

O | W~

Ejercicios

4—+/15—x
@ 3.10 Determinar lim —_—
x——1 X

@ Ir a «Practicas de CDI»

3.1.2 Limites con valor absoluto

X—a si x>a

Recuerde que [x — a| =

NV

—(x—a) si x<a

. x—2
Calcule )1(1_% -

Solucién. Como |2 —2| =10/ =0 y 22 —4 = 0 vuelve a obtenerse la forma %. Como aparece [x — 2| de acuerdo a
la definicion de valor absoluto se tiene que:

x—2 si x22
x—2| = g
—(x—2) si x<2
Asi, para valores de x mayores que 2 la expresion |x — 2| se puede sustituir por x — 2, y para valores de x menores
que 2 se sustituye por —(x — 2), por lo que se hace necesario calcular los limites cuando x — 2" y cuando x — 27,

es decir, se deben calcular los limites laterales.

lim =2 _ lim _x=2 lim t 1
x—2+ X2 —4  x—2+ (x+2)(x—2) x=2+x+2 4
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lim x=2] im _—x=2) im -t _ -1
xo2- X2 —4  x52- (x+2)(x—2)  xs2-x+2 4

;. . . X .
Como los limites laterales son diferentes entonces el im no existe.

x—2 X2 —

31

2x —6
leule lim -~ —°_
Caleule I 5 i =

Solucion. Vuelve a presentarse la forma %. Analizando el valor absoluto se obtiene que:

1—x si x<1
1—x|=
—(1—x) si x>1
Como se desea averiguar el limite cuandox — 3 y 3 esmayor que 1, entonces se analiza unicamente el siguiente limite:

lim —ZX —6 = lim —Z(X —3)
x=32—[1—x]  x232—[—(1—x)]

. 2(x—=3)
- >1c1—>n}°,2+1—x

. 2(x—3)
= Ilim ——=
x—3 3—x

= lim —Z(X )
T xo3 —(X—3)

= lim—2
x—3

- 2

En este caso el limite si existe.

Ejercicios

@ 3.11 Determinar el lim &
’ x——12x2 4+ 3x +1

@& Ir a «Précticas de CDlI»
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32

. 1+y—1
Calcular lim Y=Y~
y—=01—+1+y
Solucion. Al evaluar numerador y denominador en y = 0 se obtiene %. Aunque en este caso podria efectuarse una
racionalizacion, el procedimiento seria muy largo pues hay que racionalizar tanto el numerador como el denominador.

Por tanto, vamos a hacer un cambio de variable en la forma siguiente:

Se desea sustituir la expresiéon 1+ y por otra que tenga tanto raiz ctibica como raiz cuadrada. Luego, sea 1 +y = u®

observe que Vub = 13 vub = u?). Ademas cuandoy — 0 se tiene que u® — 1 or tanto u — /1, es decir,
q y Yy q yp

u — 1; en el limite original se sustituyey — 0 por u — 1

Vity-1 _ . Va1 o u?—1

Sustituyendo se tiene que: lim = lim

i Y, TR SRV e  PERYEC

Aunque vuelve a presentarse la forma %, la expresion ahora es facilmente factorizable. Asi:

lim u'—1 =  lim L—-Du+1)
us1l—ud sl (1—w(l+u+u?)
e 0w

u—1 (1 —u)(1+u+u?)

—(u+1) =2

W I+utuw) 3

V3 =2x—1
Calcular im —————
x—1 1—x

Solucion. Nuevamente, evaluando el numerador y el denominador en 1 se obtiene ”8—"

En este caso vamos a sustituir 3 — 2x por una expresion que posea raiz quinta. Tomamos entonces
3—2x = u® pues Vu® = uCuando x tiende a 1 se tiene que 3 — 2x también tiende a 1 y por tanto
=1y u—+v1dedondeu — 1.

Sustituyendo se obtiene que:

V3—2x—1 VAT |

e
= lim u—l
N u—l (2—3+ud)/2
-y 2(uw—1)
- us1l ub—1
= lim 2u—1)
Cowst (w2 u 1)
2 2

lim = =
ustw+uwd+ul4+u+1 5
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Ejercicios

1—vx—1
@ 3.12 lim X

x=214+ 71 —x

@& Ir a «Précticas de CDlI»

BEEM Limites que involucran funciones trigonométricas

Estudiaremos aqui los limites de las funciones seno y coseno, y algunos limites especiales que no pueden resolverse por los
procedimientos ya estudiados.

Teorema 3-13

lim senx =sen(a) y lim cos o = cos(a) donde & es un dngulo que se mide en radianes.
x—a x—a

[ Demostracion (p. 360) p }

Teorema 3-14

[ Demostracion (p. 360) p J

Observe que este limite no puede resolverse por los procedi- C
mientos ya estudiados de factorizacion, racionalizacion o
cambio de variable, y que al evaluar directamente se obtiene
la forma %.

Consideremos nuevamente un circulo unitario y designemos D\ N ¢
por x el angulo central MOB (siendo en radianes su medida), © B A0

con0 < x < o> como se muestra en la figura a la derecha.

Fig. 1.24
Puede observarse que: el area del triangulo AMOA es menor que el area del sector MOA y ésta es menor que el area del
triangulo ACOA (1). Ademas se tiene que:

0 EléreadelAMOA:%m.W:%&.SenX: se;x.
, 1 1 X
9 Elareadelsectorl\/lOA:E [9) AAOMZE.LXZE

© Elirea del ACOA =
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senx X tanx

2 S2572

Sustituyendo en (1): de donde senx < x < tanx

T
Como x € }0, = [ entonces senx > 0, por lo que podemos dividir los términos de la desigualdad anterior por senx, sin

alternar el sentido de la desigualdad, obteniendo entonces que:

X 1 senx
1< < por lo que cosx < <1
senx  COSX
—T sen(—x —senx  senx
Esta ultima desigualdad también es valida cuando > < x < 0 pues (=) = = y ademas cos(—x) = cosx
—X —X

senx . . .
Comocosx< — <1y hr% cosx=1y hn}) 1 =1, aplicando el teorema 3 — 12 se concluye que:
X xX— xX—

. senx
lim =1
x—0 X

Ejemplo 30

sen 3x

Calcular lim
x—0 X

Solucion. Observe que en este caso el argumento es 3x, por lo que en el denominador se necesita también la
expresion 3x, de ahi que se lleve a cabo el siguiente procedimiento:

. sen3x . sen 3x
lim = lim3-
x—0 X x—0 3x
3
— 3.limy X 3.9 = 3
3x

sen(x — 1)

lim

x—1 (X - 1)

=1 pues (x —1) — 0 cuandox — 1
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-2
Calcular )1(1_%“(325‘—_6))
Solucion.
. sen(x —2) . sen(x —2)
lim ——— = lim ————-
5 (Bx—6) 5 B(x—2)
L sen(x —2) 1'1 _ 1
T3 7 (x—2) 3 3
Calcular limM
x—0 X
Solucion.
lim sen(x/2) lim sen(x/2)
x—0 X T x—02- (X/Z)
B 1 imsen(x/Z) _1_1 B 1
o 2x-0 (x/2) 2 2

En los siguientes ejemplos utilizaremos un procedimiento comun en algunos limites trigonométricos y que consiste en multiplicar

por el conjugado de una expresion.

Ejemplo 34

Calcular lim ﬂ
y—0 y

Solucion. Multiplicamos por el conjugado de 1 — cosy, que es 1 + cosy, como sigue:

lim l—cosy _ lim (1—cosy ' 1—|—cosy>
y=0 y y—0 y 1+ cosy
1—cos® y

lim —— 2 9
gl—r{(l) Y(1+ cosy)

2
= lim Y gy Sy, SO0Y
y=0y(l+cosy) y—=0 y y—0l-+cosy
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tanx — sen
Calcular lim fanx—senx

x—0 X3
Solucion.
senx
limw = lim €O8X 3
x—0 X x—0 X

= lim

senx —senx Cosx

= lim

x—0 x3 cosx

senx(1 — cosx)
X0 x3 cosx

senx(1 — cosx)

= lim

x—0 x3 cosx

senx(1 — cos

3

im
x—0 X3 cos x(1 + cos x)

sen- x

lim
x—0 x3 cosx(1 + cosx)

. senx 1
= lim ( ) - lim el
x—=0 \ X x—0 cos x| 2
Ejemplo 36
T

sen(x — 5)

Calcular lim ———2>—

T 1—2cos x

X—)g

Ademas sen (x — g) — 0 cuando x — g

Luego:

., m 1 i
Solucion. Como cos 375 entonces 1 —2cos x — 0 cuando x — 3

T I T senx — v/3cosx
Desarrollemos, sen | x — 3 =senx cos 3~ sen 3 cOSX = ———————
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T
. Se“(x—g) . senx—+/3cosx
lim —2 = lim ——————————
7T 1—2cos x T 2(1—2cos x)
X— = X——=
3 3
. g senx — v/3cosx im senx + v/3 cosx
2(1 —2cos x) T sen x + /3 cos x
X— = xX— =
3 3
_ sen®x — 3 cos® x
= lim
T 2(1 —2cos x)(senx + v/3 cosx)
X4)3
. 1 . 1—cos®x —3cos®x
= lim - lim
T 2(senx 4 v/3 cosx) T 1—2cos x
iy X— =
3 3
1 1 1 V3
= ——Ilim 14+2cos x)= — -2 = — = —
2V3 Hg( Ve /3 3
Ejercicios

sec20 tan 30

@ 3.13 Calcular lim
0—0 50

. X senx
Calcular lim ———
x—01—cosx

@& Ir a «Practicas de CDI»

n Limites infinitos y limites al infinito

El simbolo co se lee infinito, es de caracter posicional, no representa ningin nimero real.

Si una variable independiente x esta creciendo indefinidamente a través de valores positivos, se escribe x — 400 (que se lee:
x tiende a mas infinito), y si decrece a través de valores negativos, se denota como x — —oo (que se lee: x tiende a menos infinito).

Similarmente, cuando f(x) crece indefinidamente y toma valores positivos cada vez mayores, se escribe f(x) — +o00, y si
decrece tomando valores negativos escribimos f(x) — —oo.

1
Consideramos la funcién f definida por f(x) = L, parax € R —{2}. Vamos a determinar el comportamiento de la funcién
x J—

cuando x — 2 cuando x — 400 y cuando x — —oo. Para ello nos ayudamos de las tablas siguientes:

x

‘ 3 ‘ 2,5 ‘ 2,3 ‘ 2,25 ‘ 2,1 ‘ 2,01 ‘ 2,001 ‘ 2,00001

1
x—2

‘1‘ 2 ‘3,33‘ 4 ‘10‘100‘1000‘100000

En este caso, cuando x — 21, osea, (x — 2, x > 2), la funcién f(x) tiende a tomar valores positivos cada vez mayores. Esto
podemos escribirlo como f(x) — 400 cuando x — 2%, es decir lirggr f(x) = +o0
X—
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X ‘ 1 ‘1,5‘ 1,6 ‘1,75‘ 1,9 ‘ 1,99 ‘ 1,999 ‘ 1,9999

‘ -1 ‘ —2 ‘ —2,5 ‘ —4 ‘ —10 ‘ —100 ‘ —1000 ‘ —10000

Ahora, cuando x toma valores cercanos a 2 pero menores que 2, la funcién tiende a valores negativos cada vez menores. Es

decir, f(x) — —oo cuando x — 27, o sea lirgl f(x) = —oo.
X—2
X‘4‘5‘8‘10‘100‘1000
1

5 ‘ 0,5 ‘ 0,33 ‘ 0,16 ‘ 0,125 ‘ 0,0102 ‘ 0,001002
X —

Tabla 1.1

Ahora observe que es x la que tiende a tomar valores positivos cada vez mayores, obteniendo como resultado que f(x) tiende a
valores cercanos a cero.

Asi lim f(x) =0, osea, f(x) — 0 cuando x — +o0.
X—r+00

‘ -3 ‘ -5 ‘ —8 ‘ —10 ‘ —100 ‘ —1000

=

1
x—2

‘ —0,2 ‘ —0,142 ‘ —0,1 ‘ —0,083 ‘ —0,0098 ‘ —0,000998

Tabla 1.2

m f(x)=0

En forma similar a la tabla anterior se tiene que f(x) — 0 cuando x — —oco es decir, li
X——00

Podemos representar graficamente el comportamiento de la funcion f en la forma siguiente:

Fig. 1.25: f(x) = 15

1
Consideramos ahora la funcién f definida por f(x) = —— para x € R — {0}, cuya representacién grafica es la siguiente:
X
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> X
Fig. 1.26: f(x) = —1
Podemos decir que:
1. f = — 1‘ f =
© i, 1) = ooyl ) =-+o0
e lim f(x)=0y lim f(x)=0
X—>—+00 X—+—00
Ejercicios
@ 4.1 Determine los siguientes limites,
y
. A
1 1
XLI{L g(X)
2 lim g(x)
x—1 ) N .
5 lim g(x) T T
x——11 9
4 lim g(x) :
x——1-
5 Xgrfm g(x) Fig. 1.27: Grafica de g(x)

6 lim g(x)

X—>—00

@& Ir a «Préacticas de CDlI»

Daremos ahora algunas definiciones sobre limites infinitos y limites al infinito.

Definicion 4-4
Se dice que f(x) crece sin limite cuando x tiende a ¢, que se denota lim f(x) = 400, si para todo nimero real N > 0,
X—C

(sin importar su magnitud), existe 5 > 0 tal que f(x) > N siempre que 0 < |x —c| < .
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Graficamente se tiene:

= C-5 ¢ Cc+o

Fig. 1.28: Grafica de f(x)

Esta definicion nos dice que es posible hacer f(x) tan grande como se quiera, (es decir, mayor que cualquier niimero positivo N),
tomando x suficientemente cerca de c.

Consideremos la representacién grafica de la funciéon f y

definida por:

1
f(x) = 2 para x € R—{0}

1
Demostremos ahora que lim 5 =t
x—0 X

> X

Fig. 1.29
1
Para hacer la prueba, debe establecerse que dadoun N > 0 existe & > 0 talque — > N siempre que 0 < |x —0] < 0.
X

1 , 1 /1 1
Observeque:?>N<:>x <N<:>\/7Z< N<:>|x|<ﬁ.

1 1
Luego, dado N > 0, escogemos & = — de tal forma que se satisfaga que 2 >N cuando 0 < [x| < é.

VN

1 1
Si tomamos, por ejemplo, N = 100 entonces 2 > 100 cuando 0 < |x| < es decir, cuando 0 < |x| < —.

1
V100 10

Definicion 4-5
Se dice que f(x) decrece sin limite cuando x tiende a ¢, que se denota por lim f(x) = —o0, si para todo numero real

X—C

N < 0, existe una & > 0 tal que f(x) < N siempre que0 < |x —c| < &
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Graficamente se tiene que:

c-0 C c+d

Fig. 1.30: Grafica de f(x)

La definicién anterior afirma que es posible hacer f(x) menor que cualquier nimero negativo N, tomando x suficientemente
cerca de c.

Ejemplo 38

Consideremos la representacion grafica de la funcion f definida por f(x) = para x € R —{4}

(x —4)?
y
A
4
= > X
i
Fig. 1.31

-2
Demostremos ahora que )l(lir}l m =

Para hacer la prueba debe establecerse que dado un N < 0, existe 8 > 0 tal que
0<|x—4|<b

< N siempre que

—2
(x —4)?

-2 2
— 4 <N <= — > (x —4)? (el sentido de la desigualdad cambia pues N < 0).

Ademasu > 4/(x —4)2 <:>1/ >\x 4],

Note que 4 [ —= N si tiene sentido pues N < 0

Observe que

[—2 -2
< N siysolosi|x —4| < ~ por lo tanto tomamos & = {/ —-.

Luego, x — N

2
—4)2
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[—2 -2
Asi, dada N < 0, existe 6 > 0, <5 = N) tal que m < N siempre que 0 < |[x — 4| < b

[ —2 1 1 —2
Si por ejemplo, tomamos N = —200 entonces § = 500 © €@ o= 100 = 10’ P°* lo que —4p < —200

1
siempre que 0 < |[x — 4| < 10

Definicion 4—-6

Se dice que f(x) tiende a +00 cuando x tiende a ¢ por la derecha, y se escribe lim f(x) = 400, si se cumple que a
x—ct

cada nimero positivo M , (tan grande como se quiera), corresponde otro nimero positivo d, (que depende de M) tal
que f(x) > M siempreque 0<x—c <.

Similarmente, se dice que f(x) tiende a +0o cuando x tiende a ¢ por la izquierda y se escribe lim f(x) = 400 si
X—C

f(x) > M siempre que 0 < ¢ —x < & (Observe que ¢ — X es mayor que cero pues X < ¢ yaque X — € ).

El comportamiento de la funcién f definida por f(x) = cuando x — 2, estd regido por la definicion anterior.

Los simbolos lim+ f(x) = —o00 y lim f(x) = —co se definen andlogamente, escribiendo f(x) < —M en vez de f(x) > M.
X—C X—C

(note que si M > 0 entonces —M < 0)

Gréficamente se tiene:

Y

Fig. 1.32: Grafica de f(x)

En esta representacion grafica se tiene que tanto al acercarnos a ¢ por la derecha como por la izquierda, los valores de la funcién

son negativos cada vez mayores, (mayores en el valor absoluto), es decir, se tiene que f(x) — —oo cuando x — ¢~ y cuando
+

x —ct.
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Definiciéon 4-7

Se dice que f(x) — +o0o cuando x — 4oc0 es decir, lim f(x) =400 si para cada nimero positivo M existe otro
X—-+00

nuimero positivo k, tal que f(x) > M siempre que x > k.

Podriamos representar graficamente este comportamiento de una funcién f como sigue:

Fig. 1.33: Grafica de f(x)

Observe que xg > k y que f(x9) > M. Podemos anotar que lim f(x) = +oo

X—+00
Ejemplo 39
Demostraremos que lim x® = 400 y
xX—+00 A

Solucion. Para probar este limite, se debe establecer
que dado un M > 0, debe existir k > 0 tal que x> > M
siempre que x > k.

Ahora, como x> > M si y solo si x > v'M, entonces,
para cualquier nimero M > 0, podemos tomar k = v'M
de tal forma que se cumpla que x> > M cuando x > k.

Por ejemplo, si M = 1000 entonces k = V71000 = 10.
Esto significa que f(x) = x> es mayor a 1000 siempre
que x sea mayor que 10.

La representacion grafica de la funcién f definida por
f(x) = x3, con x € R, se puede ver a la derecha.

Fig. 1.34

En forma similar a la definicién anterior pueden definirse lim f(x) = —oo, lim f(x) = —ocoy lim f(x) = +o0
X—+00 X——00 X——00

En las siguientes representaciones graficas vamos a ejemplificar el comportamiento de una funcion f en el que se evidencien los
limites anteriores:
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y Y y
A l\/r A
\ \ Pl

> x // > N

Fig. 1.35: lim f(x) = —o0 Fig. 1.36: lim f(x) = —o0 Fig. 1.37: lim f(x) = +o0
X—+00 X——00 X——00

2x
Consideraremos ahora la funcion f definida por f(x) = e En las siguientes tablas vamos a evidenciar su comportamiento
X

cuando x — +o00 y cuando x — —o0:

x | 5 | 10|15 20| 25 | 100] 1000

2
x 1,66 | 1,81 (1,87(1,9(1,92|1,98 | 1,998
x+1
Tabla 1.3
X -5 | -10 | =15 | =20 | =25 | —100 | —1000
2x
2,5122212,14|2,10 | 2,08 | 2,02 | 2,002
x+1
Tabla 1.4
En ambas tablas puede observarse que cuando x toma valores y
positivos o valores negativos cada vez mayores, (mayores en A

valor absoluto), se tiene que la funcién f tiende a acercarse a
2, por lo que se puede escribir que:

. . 2x
xlallirkloo)(#»l =2 yxlanzloox+1 =2

A continuacién hacemos la respectiva representacién grafica
de la funcién f:

2x
+1°

Fig. 1.38: f(x) = <

x #—1

Damos ahora las definiciones para los limites cuyo resultado es una constante cuando x — 400 y cuando x — —oo0.

Definicion 4-8
Sea f una funcién con dominio K tal que para cualquier numero c existen elementos de K en el intervalo [c, +ool.

El limite de f cuando x tiende a més infinito es L, que se representa lim f(x) =L, si para cada ¢ > 0 existe un
X—+00

nimero M tal que [f(x) —L| < ¢ paratodax € K yx > M.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

4. | Limites infinitos y limites al infinito | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 45

Probar que X1_1)111oo 2

iy X
Solucion. Hay que demostrar que para ¢ > 0 existe M tal que — 1‘ <€
X

+2
si x>M, xeR—{-2}

Se ti i P :
e tiene que -1 = = -
que | x+2 x+2|  [x+2|
X 2
ix entonces |x + 2| = x + 2 por lo que x+2 ‘ x+2
2

2
< g, o0sea, six > — — 2, por lo que podemos
€

Luego, dada € > 0 se cumple que X—T—Z —1‘ < ¢ siy solo si )

— 1| < ¢ siempre que x > M.

2 X
t M = — — 2 de tal fi ifi
omar . e tal forma que se verifique que s

1
I|l< =z si x>2

1
Por ejemplo, si ¢ = 5 entonces M = 2 por lo que: %4_2 - ‘ >

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

,X #£ =2

Fig. 1.39: f(x) = < j_ >

Definicion 4-9
Sea f una funcién con dominio K tal que para cualquier ntimero ¢, existen elementos de K en el intervalo ] — oo, .

El limite de f(x) cuando x tiende a menos infinito es L, que se representa lim f(x) = L, si para todo ¢ > 0 existe un
X——00

nimero M tal que [f(x) — L[| < ¢ paracadax € K yx < M.

Ejercicios

@ 4.2 Utilizando la definicién anterior y un proceso similar al desarrollado en el ejemplo inmediato anterior, pruebe que

x1—1>r£1c>ox+2 -

@& Ir a «Préacticas de CDI»
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XM Teoremas sobre limites infinitos

Teorema 4-15

Sin € N* entonces

. 1
lim — = +o0 sin espar
x—0— xX™

. 1
lim — = —o0 sin esimpar
x—0— xX™

[ Demostracion (p. 360) p }

enestecason =1

1
lim - =—c0 conn=1
x—0— X

Gréaficamente se tiene que:
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Y
4

=3\
Fig. 1.40

47

Ejercicios

<@ 4.3 Determine cada uno de los limites siguientes:

x—0+ X
x—0— X

. 5

3  lim —
x—0— X

@ Ir a «Practicas de CDI»
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48

Teorema 4-16

lim f(x) =0 y lim g(x) = c, entonces:
X—a xX—a

.glx) . N
o il—l;r(llif(x) =+4oosic>0yf(x)—0
1mM:—oo sic>0yf(x) >0~

.glx) , _
ilz}I(llif(X) =4oosic<0yf(x)—0

(2
eii_rg}l%:—oosic<0yf(x)—>0+
(4

[ Demostracion (p. 360) p J

Teorema 4-17

Si lim f(x) =c¢ y lim g(x) = 400 entonces
X—a X—a

© lim [f(x) + g(x)] = +o0

X—a

lim [f(x)-g(x)] =400 sic>0

X—a

X—a

. flx)
Jim 560 =0

2]
©® lim [f(x) - g(x)] = —c0 sic <0
o

Si lim f(x) =c¢ y lim g(x) = —oo entonces
X—a X—a

© lim [f(x) + g(x)] = —c0

X—a

lim [f(x)-g(x)] =—oc0sic>0

X—a

X—a

. flx)
Jim 560 =0

(2
o lim [f(x) - g(x)] =400 sic <0
(4

[ Demostracion (p. 361) p ]

Veamos algunos ejemplos de cada uno de los casos que se mencionan en los teoremas 4 - 16 y 4 - 17.

Ejemplo 47

O in =
x—=2+ X —2

Como x — 2%, entonces x > 2 por lo que x —2 > 0 y se dice que x —2 — 0. Asi, el numerador tiende a una
constante positiva y el denominador tiende a 0*.

. 2x
Por tanto: lim = +o00
x—2+ X —2

Como x — 27, entonces x < 2 por lo que x —2 < 0 y se tiene que x —2 — 0. Como el numerador tiende a
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una constante positiva y el denominador tiende a 0™, por tanto se obtiene que 11112'1 5 =7
Xx—27 X —

QO in >
x——1+2x 42
Como x — —11 entonces x > —1 por lo que 2x > —2 y2x +2 > 0 de donde 2x +2 — 0.

Asi el numerador tiende a una constante negativa y el denominador tiende a 0", por lo que se obtiene que
3x

li .
o x 2

O in >
x——1—2x + 2

Como x — —1~ entonces x < —1 y 2x < —2 de donde 2x + 2 < 0 y puede decirse que 2x +2 — 0.

Luego, el numerador tiende a una constante negativa y el denominador tiende a 0, por lo que se obtiene que

lim 3 +

= TO0
x——1—2x + 2
Ejercicios

@ 4.4 Calcular cada uno de los limites siguientes:

1—x

1 I
xinlz 3x+6

2 lim 2% _
D12~ (x/2)

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 4-18

Sean f y g funciones con dominios D1 y D; respectivamente y sea “a” un nimero tal que todo intervalo abierto que
contenga a “a” contiene ntimeros diferentes de “a” en D1 N Dy.

Si lim f(x) =c¢ y lim g(x) = 400 entonces
X—a X—a

o lim [f(x) + g(x)] = +oc0
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9 lim [f(x) - g(x)] =4oc0sic >0

© lim [f(x) - g(x)] = —c0 sic <0

e 1imLX)=0
x—a g(x)

50

[ Demostracion (p. 361) p }

Ejemplo 49

. 6
Calcule )1(1_)1’1} <5X + m)

6
lucion. E lim 5x =10 y lim —=-—5
Solucién. En este caso lim 5x =10y am (2x — 4)2

constante positiva, obteniéndose el resultado anterior al aplicar la parte 1 del teorema 4 - 16.

. 6
Luego: 71(1_% (SX + m) = +o0

= 400 pues (2x —4)?> — 0" y en el numerador se tiene una

Ejemplo 50

2
Calcule lim x+5
x—1t 1

x—1

2x+3
Y del teorema 4 - 18 concluimos que lim Xt =0
x—1+ 1

x—1

iy . . 1
Solucion. En este caso se tiene que lim (2x+3) =5 yque lim —— =400 (por parte 1 del teorema 4 - 16).
x—1+ x—=1+x—1

—X

Calcule lim
x——3+x+3

Solucion. Este limite anterior puede escribirse como lim ( (2 —x) - siendo
x——3+ x+3
1

x+3

flx)=2-x) y glx) =
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Calculamos el lim
x——3+x+3

Como x — —3" entonces x > —3 y x + 3 > 0; ademas la constante en el numerador es positiva por lo que

aplicando la parte 1 del teorema 4 — 16 se tiene que lim = +o0

x——-3+Xx+3

Ahora, el lirré N (2—x) =5, (5>0) yaplicando la parte 2 del teorema 4 - 18 se tiene que
X——

x——3+

lim {(2 —x)

51

Teorema 4-19
Sean f y g dos funciones y “a” un nimero con la propiedad mencionada en el teorema 4 — 18.

Si lim f(x) =c y lim g(x) = —oco entonces:
X—a XxX—a

0 lim [f(x) + g(x)] = —oc0

X—a

lim [f(x) - g(x)] = —cosic >0

X—a

X—a

M)
Jim 2o = °

(2
o lim [f(x) - g(x)] =400 sic <0
[+

{ Demostracion (p. 361) p ]

Calcule lim X3X
xX—2— 21
2
Solucion. Este limite puede escribirse como 11r£1 3x - %
X—2— _ 1
Como lim 3x =6y lim | % = —00,
X—2— x—2— 21
2
; . . 3x
aplicando la parte 2 del teorema 4 - 19 se obtiene que lim | = —00
x—2— 21

2
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Calcule lim |+ L + 4x

X—2— _
2 1
Solucion. En este caso f(x) = 4x y g(x) = =
-—1
2
Calculemos lim =
x—2— & _ 1
2 X X X
Six — 27 entonces x < 2, 5 <ly 5~ 1 < 0 por lo que puede decirse que 5 1—-0"

Como la constante en el numerador es positiva, aplicando la parte 2 del teorema 4 — 16 se deduce que:

li =—
o x T
2
. . . . 1
Por otra parte 11rr5 4x = 8, y aplicando el punto 1 del teorema 4 - 19 se obtiene que 11r£1 X +4x| = —oo
xX— Xx—=em |
2
Ejemplo 54
1—4
Calcule lim | = x
Xx—2— -1
2
Solucion. El limite anterior puede escribirse como hrél (1—4x) - %
x—2~ Z_1
. 2
Como lim (1—4x)=-7, (-7<0),y lim = = —00, entonces aplicando el punto 3 del teorema 4 - 19 se
xX—2— x—2— & 1
2
obtiene que:
. 1—4x
lim | = +o0
xX—2— Z_1
2
5+x 5+x
Calcule li ——— = 1li
e lim 55T = Jim
9+ 3x

Solucién. En este caso se tiene que lim (54+x) =21y lim = —oo por parte 2 del teorema 4 - 16
x——3~ x——3— 9+ 3x

(compruébelo). Luego aplicando el punto 4 del teorema 4 — 19 se tiene que:
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i 5+x 0
Xx——3— 1
9+ 3x

53

Ejercicios

@ 4.5 Calcule los limites siguientes:

5x
m
x——22 4%

1

lim 2-x
x—42x — 8

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 4-20

Si fy g son funciones tales que lim f(x) = 400 y lim g(x) = 400 entonces
Xx—=a Xx—a

Si fy g son funciones tales que lim f(x) = —oco y lim g(x) = —oco entonces:
X—a X—a

[ Demostracion (p. 361) p ]

Ejemplo 56

Calcular: lim
x—2+

2 —FX+1
(x —2)? x—2

e . . x+1
Solucion. En este caso calculemos: lim ——— y lim
x—2+ (x —2)2 7 x52+ x —2
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Como x — 2% entonces x > 2 yx—2 > 0 porloque (x —2)> >0 y+v/x—2 >0 osea (x —2)? — 0" y
2 x+1
. + . . = . s _ .
vx —2 — 0". Luego, se tiene que xh_gl+ 22~ 400 y Xlg% Nee i +00 (por teorema 4 — 16), y concluimos

de acuerdo al teorema 4 — 20 que:

54

lim 2 + L R +o0
x—2+ | (x —2)2 x—2|
Ejercicios
@ 4.6 Calcule cada uno de los limites siguientes:
1 lim L + >
x=1—|2—=2x x—1
x=1- | (2—=2x)(x — 1)
@ Ir a «Préacticas de CDI»
Teorema 4-—-21
Si f y g son funciones tales que lim f(x) = —oco y lim g(x) = —oco entonces:
XxX—a XxX—a
© lim [f(x) + g(x)] = —o0
X—a
O lim [f(x) g(x)] = +oo
X—a
[ Demostracion (p. 361) p J
Ejemplo 57
. . 2x
Calculemos: Xl}r,réf <13 y limy_,_3- m
Como x — —3~ entonces x < —3 porloquex +3 < 0,0seax+3 — 0~ y (x +3)2 — 0. Luego, se tiene que
2— 2
XE‘E} < _’_; = —o0o (por teorema 4 — 16 parte 2) y Xgrgi ﬁ = —o0 (por teorema 4 — 16).

Entonces, utilizando el teorema 4 — 21 se tiene que:

lim 2-x + 2 = —00
-3 [ (x+3) 0 (x+3)2]

lim Zox X ) +oo
Vo |x+3 (x+3)2)
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Ejercicios

@ 4.7 Calcule los limites siguientes:

x—2 2—x
. [3+x x—5}

2 lim .
x—=2— |x —2 2—x

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Teorema 4-22

Si f y g son funciones tales que lim f(x) = 400 y lim g(x) = —oo entonces:

li—I}}l [f(x) . g(x)] - e x—a x—a

[ Demostracion (p. 361) p }

Calcul lim m 1—x
mos: li i
alcuiemos x—2+ X —2 yx~>2+X—2

Como x — 21 entonces x —2 — 0" ademas 3x — 6 y1 —x — —1 cuando x — 2.

3x —X
Luego, se tiene que: lim =+oo y lim = —oo v aplicando el teorema 4 — 22 tenemos que:
& q x—2+ X —2 yx—>2+X—2 yap q
lim 3x 1—x
. = —00
x—=2+ [x—2 x—2
Ejercicios

. 2x  x—1
@ 4.8 Calcule Xlggl [x—i—l . x+1]

@& Ir a «Practicas de CDI»

Los teoremas fundamentales sobre limites son véalidos cuando x — a™,x — a™, x — +00 y X — —o0.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/
https://wimate.org/cdi/cdipracticas/CDIprhse6.html#x13ejercicios-l-mites-inmediatos-y-formas-indeterminadas
https://wimate.org/cdi/cdipracticas/CDIprhse6.html#x13ejercicios-l-mites-inmediatos-y-formas-indeterminadas

4. | Limites infinitos y limites al infinito | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

56

Nos interesa ahora analizar el comportamiento de una funcién cuando la variable toma valores infinitamente grandes, ya sea

positivos o negativos, es decir, cuando

X — —00 y X — +00

Teorema 4-23

. 1
c Sip > 0 es un nimero real, entonces lim — =0
x—+o00 XP

. 1
9 Sip es un nimero positivo tal que ¥x € R, xP € R, entonces lim — =0
x——o0 XP

{ Demostracion (p. 361) p ]

En particular, si P(x) = anXx™ + an_1x™"! 4 ... + a;x + ag, entonces

a 0 a 0 a 0
lim P(x) = lim a,x" 1+7n£+7n2z(—|—... —|—/Z2/ =
x—Foo x—Foo X X n

Iim — =5-0=0

X—+400 X

Ejemplo 61
. x+2 . X 2
lim = Iim | —+ —
X—+00 X3 xX—~+00 X3 XS
= lim (
X—+00

[
=
_l’_
o
|
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Ejemplo 62

. 3 . 3

XETOOX+1 - xlj}irkloo—l
x(l—i——)

X

. 3 1
= lim ST
X—+00 X 1+_
X

1
= 05 =0

2
lim — =
X Fb0 x5/3 0

Teorema 4-24

Sip es un nimero positivo tal que XP es un nimero real para x < 0, entonces lim 5= 0
X——00 X

{ Demostracion (p. 361) p ]

NOTA

Observe que, como x esta creciendo a través de valores negativos es necesario que xP sea un numero real, por lo que no tienen sentido
. 1 3
expresiones como: X2 0 Xi.
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Ejemplo 65
1 1
. 5+x3 . 5 x3
Jm e = Im oty
x3 x3 x3
-k 5 1
= A\ e T A
= 0

Note que si x = —oo entonces —x — +o00 por lo que \/—x si tiene sentido cuando x — —oo.

Daremos ahora ejemplos de limites cuando x — 400 y cuando x — —oo. Para calcular lilll f(x) y lim f(x) factorizamos
X—+00 X—>—00

la variable de mayor exponente como se evidencia a continuacion

68

Ejemplo

lim (3% —x%+1)
xX—+00

X—r 400

lim (3x®*—x*+1)

= lim x3 (
X—+00

lim x°
X—+00

x2 1
3_E+X3
1 1
(3——+—3
X X

3)

+00

)

1 1 3
Noteque;—>0, — =0y x? = 400 cuando x — 400
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Ejemplo 69

59

x| 3+ 1
. 3x+1 . X
lim = Iim —&
X—+00 2X — 3 X—+00 ( 3)
x2——
X
1
= lim X = Z, pues lim - =0y lim — =0
X—+00 2 _ § 2 x—+o00 X x—+oo X
X
Ejercicios
5x% —x2 +1

@ 4.9 Calcule x1—1>r£100 m

@ Ir a «Practicas de CDI»

m 2x2 —x +1
x—+oco  3x+5
1 1
2 o
22 —x+1 " (2 x+x2)
m S s < Jdm
* x(34+ -)
1 1
X(Z——+—2>
: X X
= lim

1 1
Recuerde que " —0, vy 2 — 0 cuando x — +o0.

o 5x% + 6x — 1
x——o0 x3 — x2 + 3x
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6 1
2 Z
s et S <5+x x2>
x——00 X3 — %2 + 3x T xS 3< 1 3>
X 1——+—2
X X
6 1
5+———2
= lim XX = lim — =0
X——00 3 X——00 X
X<1——+—2)
X X

60

Ejemplo 72

Calcular lim [V X2 +5x+1—2x]
X—>+00

lim [Vx2+5x+1—2x] lim \/x2 <1+§+l2>—2x]
X—r+00 X—+00 X X

X—+00

= lim \/_ 1+ = +l—2x1

1
= lim |X|\/1+§+7—2X]
X—+00 X X

Como x esté4 definida a través de valores positivos entonces |x| = x.

= lim X\/1+§+12—2x]
X—+00 X X
5 1
= limy_ o X 1+—+—2—2] = —0
X x

Vaxt+2x2+1-1

T
Bl x—1
2 1
AT T 1 x4 3+;+g -1
. VX +2x-+1— .
= Y n: 1
X1_1>r£1c>o ~—1 X1_1)11100 1 (Vx [x| sin es par)

2 1
|X|4 3+—2+—4—1
= lim X X
X——00 2x — 1

Como x crece a través de valores negativos se tiene que [x| = —x.
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/ 2 1
—x1/3 4+ ) + - 1
= lim X X
X——00 2x —1
2 1 1
4
x| =3+ +—=—-
( + x2 + x4 x>
= lim T
il
X (o] X(z o _)
X
2 1 1
4
3T e ¥ x —V3
= lim I =
jareink
X o0 2 -
X
Ejercicios

VB3 X2 —142x
@ 4.10 Calcule X1_1>r£100 A1

@& Ir a «Practicas de CDI»

Ejemplo 74

Note que v/x — +00 cuando X — +00

lim VX2 +1—x
x—+oo /x +2—1
1
3x2<1—|——>—x
oy VEALx il
x—=+00 /x+2—1 T xSt >
x<1—|——)—1
X
1
x%31+—2—x
= i 2
X o0
x2/1+ =1
X
1, 1 1, 1
= lim = lim
X—+00 2 1 X—+00 1+2 1
1+2_ s _
VW TR x VX
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lim [V2x2+x+4—/2x2 +3x — 2]

X—>—+00

Observe que:

/ 1 4 / 1 4
Iim VvV2x2+x+4= lim x| 2—|——+—2: lim x 24 -4 5 =+
X—r+00 x——+00 X X
. . 3 2
lim 2x2+3x 2= hm x| 2+———— lim x\/2+-——5 =
X—++00 X—>+00 X X

Luego se presenta la forma +0o — (+00) para la que no tenemos ningin teorema que nos permita dar el resultado.

Tenemos que:

lim (\/2x2+x+4—\/2x2+3x—2>

X—+00

V2x2+x+4+V2x2+3x—2
V2x2+x+4+V2x2+3x—2

= lim [\/2x2+x+4—\/2x2+3x—2}-

X—+00

. 22 +x+4—(2x2+3x—2)
= lim
x=400 \/2x2 + x + 4+ V2x2 + 3x — 2

B 6 —2x
x—-+00 1 3 2
x\/2+—+—+ \/2+———2
X X X
x(é—Z)
= lirf X
X=++00 4 3 2
X \/2+—+7+\/2+——7]
X X X
6
C x>0 1 4 3 2 V2+0+0+V2+0+0 2v2 V2
\/2+—+;+\/2+)—(—; v v v2 v2

Cuando se presenta esta situacion, primero racionalizamos y luego evaluamos el limite con el proceso que ya conocemos.

xl_lgl (V2 —x—vx3+1)

Observe que:

lim xz—x— 11m IXIUI—— hm —xy/l—— +ooy
X——00

lim v/x3+1= lim M/l—i——:—oo

X—>—00 X——00

Por lo que en este caso se presenta la forma +00 — (—00), 0 sea, +00 + oo para la que si existe un teorema y
concluimos que:
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lim (VX2 —x—vx3+1) = +o0
X—>—00

63

Ejercicios

@ 4.11 Calcule lim 3 x+ Vo9
x—=—c0 /—4x —5—1

@& Ir a «Practicas de CDI»

¥ Limites que involucran la funcién exponencial y logaritmica y algunas funciones

trigonométricas.

Recordemos primero el comportamiento de la funcion exponencial y el de la funcién logaritmica.

Teorema 4-25

o Iim a*=+0c0 sia>1

X——+00

o Iim a*=0 sia>1

X—>—00

® lm «*=0si0<a<l

X—+00

o Iim a*=+400 si0<ax<l1
X——00

e limy o Inx = +00

e lim,_o+ Inx = —o0

o limy_ 1+ Inx = 0"

e limy ,;-Inx=0" y

limy_,;+ Inx =0*

[ Demostracion (p. 361) p ]

0 Funcién exponencial creciente:

lim senx no existe
x—+o00

lim cosx no existe
x—+o00

lim tanx no existe
X—r 00

lim tanx = —o0
+
x=7

lim tanx = +oo
x—=5

. T
lim arctanx = —
X—+00 2

. T
lim arctanx = ——
X——00 2

. T
lim arcsenx = >

x—1—
. T
lim arcsenx = ——
x——1+ 2
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y
\

Note que:

4
3
2
/ lim a* =+o0
X—>+00
2 1

Iim a*=0
1 2 X——00

Y
=

Fig. 1.41: f(x) = a¥,cona > 1

9 Funcién exponencial decreciente:

Y
A
3
2
Note que:
\ Iim a*=0
X—+00
) 1 1 7> X lim a*=+o0
X—>—00
Fig. 1.42: f(x) = a*,con0< a< 1
e Funcion logaritmica de base e:
Y e Observe que: limy_; 1 oo Inx = +00 y limy_o+ Inx = —c0

e Ademas limy_ 1+ Inx =0" ylim, ;- Inx =0~

e Six — 1" entoncesx > 1 yInx > Inl, osealnx > 0y
por tanto Inx — 0.

Y
=

e Six = 17 entoncesx <1 ylnx < Inl porloquelnx <0y
Inx — 0~

Fig. 1.43: f: R™ —» R, f(x) =Inx

Tomando en cuenta las representaciones graficas de las funciones exponenciales y logaritmicas, estudiaremos limites que
involucran funciones de la forma G(x) = Kf(*) con k constante.

Ejemplo 77

o Calcular lim 3%/(2—x)
x—2+

2
Six — 27 entoncesx >2, 2—x <0, porloque—x+2—0" y 727)(_)_00

2—x

— —oo cuando x — 2% entonces 322~} — 0 pues estamos trabajando con la funcién

C
omo 2

exponencial con base mayor que 1.
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Luego lim 3%/~ =0
x—2+

© calcular lim 3%/

Xx—2—

2
Six — 2~ entoncesx <2, (2—x) >0, porloque (2—x) —0" y T — +00
Como el exponente de la funcion exponencial tiende a +oco entonces:

32/(27%) 3 400 cuando x — 2~ y por tanto lirgl 3%/(2=%) = J 0,
X—2

65

Ejemplo 78

1 2x/(x+1)
(Existe lim (Z) ?

x——1

iy . 1 .
Tratamos nuevamente con la funcién exponencial, pero ahora la base es a = g con 0 < — < 1 (Revise la

4

representacion grafica de f(x) = a* con 0 < a < 1))

Calculamos los limites laterales nuevamente pues el denominador de la expresion tiende a cero cuando x — —1.

1 2x/(x+1)
li -
© !n ( 4)

X
+1

x——1+
. . 2x
Six — —17" entoncesx > —1 y x+1 > 0 porloquex+1 — 0" ycomo2x — —2 se tiene que 1 — —00
1 2x/(x+1)
L li - =
uego XJ{I}+ <4) +o0
1 2x/(x+1)
li —
® in (;)
. _ _ 2x
Six - —17 entoncesx < —1 y x+1 <0 porloquex+1 — 0~ ycomo 2x — —2 entonces 1 — +o0
X

1 2x/(x+1)
Luego lim (—) =0.
x——1—\ 4

1 2x/(x+1) 1 2x/(x+1) 1 2x/(x+1)
Como lim (—> # lim (Z) entonces lim <4_L> no existe.

x——1—\ 4 x——1t x——1

;Existe lim dx+1
ebxiste In(2x +3)°
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Observe que cuando x — —1 se tiene que 4x +1 — —3 y 2x +3 — 1 por lo que In(2x + 3) — 0. Como el
numerador tiende a una constante, y el denominador tiende a cero, es necesario calcular los limites laterales como sigue:

x——1+ In(2x + 3)

Como x — —17 entonces x > —1 y 2x > —2 por lo que 2x + 3 > —2 + 3 y por tanto 2x + 3 > 1, de donde
In(2x +3) > In1 y se tiene que In(2x + 3) — 0

Luego lim —X*+1 _
ueeo M. In(2x+3) o

x——1—In(2x + 3)

Como x = —17 entonces x < —1 y 2x < —2 porlo que 2x +3 < —2 43 y por tanto 2x + 3 < 1, de donde
In(2x 4+ 3) < In1 o sea que In(2x 4+ 3) < 0 y se tiene que In(2x +3) — 0~

Por tanto: lim 1 400
or tanto: _— =
x——1—In(2x + 3)

;. . . 4x +1 .
Como los limites laterales son diferentes, se concluye que lim ————— no existe.
x——1In(2x + 3)

66

Ejercicios
x+2
4.12 ;Existe lim —————?
@12 st I G —x)
N 3
(Existe lim ———=?

x—1 4111(27( - l)

@& Ir a «Précticas de CDI»

€

;Existe lim a®**?

X—T7T

Solucion. Se deben analizar dos casos:

0a>1
°0<a<1

Ademas se debe tomar en cuanta el comportamiento de la funcién f(x) = senx en los alrededores de x = 7, pues

sen7t =0 ycscx =
senx

por lo que el denominador tiende a cero cuando x — 7.
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La representacion grafica de la funcién senx, en el y
. 3 A
intervalo [O, 5 esta a la derecha. 1
0.5
Observe que cuando x — 7" se tiene que senx — 0~ >
_ JT
y que cuando x — 71~ entonces senx — 0T, por lo que 3 37"
. 1 -0.5
im =—oco0 y lim =400
x—7mt senx x—7m Senx -1
Ahora analicemos el limite indicado. Fig. 1.44
0 Cuando a > 1:
@ lm a™* = lim a'/*"* =0
x—mt x—mt
o Lim a* = lim al/senx =400
X—T7T X—>T7T
Como los limites laterales son diferentes entonces lim a®*“* no existe.
X—TT
9 Cuando 0 < a < 1:
@ lim a™* = lim a"/*" =100
x—=mt x—mt
o lim a®* = lim a!/s"* =0
X7 X—7T
Luego, los limites laterales son diferentes por lo que lim a®“* no existe.
X—TT
Ejemplo 81
(Existe lim (In3)~'nx? y
x—7 \
1
Solucion. En este caso la base de la funcién exponencial
0.5
esln3 yIn3 > 1.
B : > x
Como s 2
tanx = —— ycosx — 0 cuando x — 7,
Cos X r
analicemos la grafica de y = cosx en los alrededores de Fig. 1.45
T
5
. e _ senx —senx )
Six — —— entonces cosx — 0~ por lo que — —00 y ———— — 400, es decir, —tanx — +o0.
2 Cos X Cos X
) T n senx —senx
Six — —— entonces cosx — 0" por lo que — +00 y ————— — —00, 0 sea, —tanx — —oo.
2 COs X Cos X
Luego al calcular los limites laterales se tiene que: lim (In3) ™" = 400 y lim (In3) ™"* =0,
x—ZF x—Z
porlo que lim (In3)~ "% no existe
x—3
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Ejercicios

cotx
@ 4.13 ;Existe lim () ?

x—2m \ 4

@& Ir a «Practicas de CDlI»

“ Continuidad de funciones
BEEE 'ntroduccion

Cuando empez6 a desarrollarse el calculo, la mayor parte de las funciones con las que se trabajaba eran continuas, y por lo tanto
no se sentia la necesidad de penetrar en el significado exacto de continuidad. Fue ya entrado el siglo XVIII que se presentaron
algunas funciones discontinuas en conexion con distintas clases de problemas fisicos. En particular, los trabajos de J.B.J. Fourier
(1758-1830) sobre la Teoria del calor, obligaron a los matematicos de principios de siglo XIX a examinar cuidadosamente el
significado de los conceptos de funcién y continuidad.

Una definicién matematica satisfactoria de continuidad, expresada enteramente por medio de las propiedades del sistema de los
numeros reales, fue formulada por primera vez en 1821 por el matematico francés Agustin-Louis Cauchy (1789-1857) (Apostol,
1977, 156). Antes de dar la definicién de continuidad de una funcién en un punto, veremos el comportamiento de algunas
funciones que no son continuas.

A pesar de que el significado de la palabra “continuo” parece intuitivamente clara a todo el mundo, no es facil imaginarse cual
seria una buena definicion de esta idea. Un diccionario popular da la siguiente definicién de continuidad:

Continuidad: Cualidad o condicion de ser continuo.
Continuo: Que tiene continuidad entre las partes.

Intentar aprender el significado de continuidad unicamente a partir de estas dos definiciones, es lo mismo que intentar aprender
chino con sélo un diccionario chino.

Ejemplo 82

Sea f la funcién definida por y

A

x+1 si x>-2 4

fx) = ’

2

—X x <2
Su representacion grafica est a la derecha. 5 . / 5 > X
En este caso la funcion f esta definida en —2 pues / 1
f(—2) =—1.
Fig. 1.46
Sin embargo el lim f(x) no existe yaque lim f(x)= Ilim (x+1)=—-1y lim f(x)= lim (—x)=2por
x——2 x——2+ x——2+ X——2— X——2=

lo que los limites laterales son distintos.
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Ejemplo 83

69

1
Sea g la funcién definida por g(x) = L para x € R, x # 2. Su representacion grafica es la siguiente:
X —_—
y
A
Fig. 1.47
Note que la funcién g no esta definida en 2 y que ademés lim g(x) no existe pues lim g(x) = +ooy lim g(x) = —oo.
x—2 x—2+ x—2—
Ejemplo 84
Consideremos ahora la funcién h definida por:
VX osio x>1
h(x)=4¢ 2 si x=1
x si o x<1
Su representacion grafica es la siguiente:
Yy
A
A TETEEE. "
1
7 i p ER R
-1
-2
Fig. 1.48
En este caso, la funcion h esta definida en 1 pues h(1) = 2, ademas lin% h(x) existe y es igual a 1, pero lin} h(x) # h(1).
x— x—
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Puede observarse que las graficas de las funciones f, g y h, presentan “saltos bruscos” o discontinuidades en los puntos en los
que no esta definida la funcién o en los puntos, en los que aun cuando la funcion esta definida, el limite de la funcion en ese
punto no existe, o su valor es diferente al que toma la funcién en ese punto. Luego, debemos establecer condiciones bajo las
cuales se sepa con certeza cuando una funcion es continua. De los ejemplos anteriores podemos deducir intuitivamente lo que
se establece en la siguiente definicion.

BEEM Definicion de continuidad

Definicion 5-10

Se dice que una funcién f es continua en c si y solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:
0 f(c) esta definida, (o sea, ¢ pertenece al dominio de f).
e lim f(x) existe.

© lim f(x) = f(c).

X—C

La funcién f sera discontinua en x = c si por lo menos una de las condiciones anteriores no se cumple.

Ejemplo 85

Determine si la funcion h definida por

y
Ix—4] si x#4 5\
3
2
1

h(x) =
4 si x=4

es o no continua en x = 4.

Fig. 1.49

Solucion. Se tiene que h(4) = 4 (es decir, 4 pertenece al dominio de h).
Ademés lim |[x — 4| =4 — 4| = 0.
x—4

Pero lirr}L h(x) # h(4) por lo que h es discontinua en x = 4.
xX—

<

3
Determinar si la funcién f definida por f(x) = 277( es continua en x = 2.
X2 —x
., . 3.2 ) )
Solucién. Primero, f(2) = i 3 por lo que f esta definida en 2.

Calculemos lim f(x):
x—2
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) . 3x 3-2 L1 .
lﬂ f(x) = )1(1_>rr5 2 x i1 2" 3 (de aqui )1(1_>rr£ f(x) existe).

Como lirr; f(x) = f(2) entonces f es continua en x = 2.
x—

Note que f no est4 definida ni en x = 1, ni en x = 0 por lo que f es discontinua en esos puntos.

71

Sea f la funcién definida

2 -2
f(x) =
-3 si x=-2
Determinar si f es continua en x = —2.

Solucion. Segun la definicion de la funciéon f(—2) = —3.

2 -2 2)(x—1
Ademas lim f(x) = lim >0 X=2 _ pim XF2DO=D 1) = 3,
x——2 x——2 x+2 x——2 x4+ 2 x——2
Luego lim f(x) = f(—2) por lo que f es continua en x = —2.

x——2

La representacion grafica de esta funcién es la siguiente:

Fig. 1.50

Ejercicios

4
<@ 5.1 Determine si la funcién f definida por f(x) = 2 esono continua en x = 0.

x2—9

23 los puntos x = —1yx =3.

Similarmente para la funcién h, definida por h(x) =
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BEEM Discontinuidades evitables

Si una funcién f es discontinua en x = a pero se tiene que lim f(x) existe, entonces sucede que f(a) no existe o que lim f(x)
X—a X—a

es diferente de f(a). Ambas situaciones se ilustran a continuacion:

> : X

1 a

Fig. 1.51: lim f(x) = Ly f(a) no existe Fig. 1.52: lim f(x) =Ly f(a) = m (con L # m)
x—a x—a

En ambos casos, la discontinuidad de la funcién puede evitarse predefiniendo la funcién de tal forma que f(a) sea igual al
resultado del lim f(x).

X—a

Sea f la funcion definida por y

2—x| si x#2
f(x) =
1 si x=2

Nry/wuamm

Determinemos si f es continua en x = 2.

Solucion. Se tiene que f(2) =1y que Fig. 1.53
Imf(x) =lm[2—x|=2—2/=0
x—2 X—2

Se observa que liné f(x) existe pero es diferente de f(2).
X—

Luego, si le asignamos a f(2) el valor de 0 (cero), la funcién es continua. Puede escribirse de nuevo la definicién de f

como sigue:
. Y
2—x| si x#2
6
f(x) = 5
. 4
0 si x=2
. ., E
La nueva situacion se observa a la derecha, \
1
> X
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La discontinuidad sera inevitable o esencial si el limite de la funcion en el punto de discontinuidad no existe.

Ejemplo 89

73

Consideremos la funcién definida por

,sen(x —1) |
(x+2) ——1 x#£1
f(x) =
9 si x=1
,sen(x —1)

Esta funcion es continua en todo R pues y = (x+2) es continua en R—{1} y f estd definidaen x =1

y se cumple

lim f(x) = lim (x + 2)zw
x—1 x—1

x—1

=32.1=9=1(1)

Ejemplo 920

Consideremos la funcién definida por
x> —4 si x>2
X si x<2

Analicemos la continuidad en x = 2.

Como f no esta definida en 2, automaticamente f es discontinua en ese valor. Sin embargo, si el lirr; f(x) existe puede
x—

redefinirse la funcién para que sea continua. Calculemos por tanto el lirré f(x).
X—

Para ello vamos a analizar los limites laterales como sigue: lim f(x) = lim (x> —4) =0 , lim f(x) = lim x =2.
x—2+ x—2+ X—27 x—2—

Como los limites laterales son diferentes entonces lirré f(x) no existe y la discontinuidad es inevitable, ya que no
X—

podemos redefinir la funcion.

La representacion grafica de la funcion f es la siguiente:
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7 1 5 3 i

Ejercicios

<@ 5.2 Para cada una de las funciones definidas a continuacion, determine si la funcidén es o no continua en el valor de ¢
especificado. En caso de discontinuidad, especifique si ésta es evitable o no. Si la discontinuidad es evitable, escriba la nueva

definicion de la funcion.

1 .
— si x# -5
1 f(x)=
0 si x=-5
2 —4t+3 P t43
t—3 °
2 g(t)=
4 si t=3
! 3_\@ si 1#0
3 h(r)=
2 si 1=0

@& Ir a «Préacticas de CDI»

BEXN Continuidad en un intervalo

Una funcién f definida en un intervalo I, es continua en el intervalo si es continua en todos sus puntos. Si el intervalo tiene sus
extremos, es decir, si I = [a, b], entonces

c f es continua para todo x tal que x € [a, b].
o f es continua por la derecha en “x = a”.

e f es continua por la izquierda en “x = b”.
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Es decir, f es continua en [a, b] si

Ejemplo 91

75

Consideremos la funcién f definida por f(x) = v4 — x2. y
A
Esta funcién es continua en el intervalo cerrado [—2, 2],
yaquesixg € ]—2,2[se tiene que
lim V4 —x2 =4/4— (xp)? 1
X—X0
ademas
> X

lim V4—x2=0=f(— 2 -1 ! 2

x——27+ .
Fig. 1.56

y lim v4—x2=0=1(2).

X—2—

La representacion grafica de esta funcién se muestra a la

derecha.

También se tiene que una funcién f definida en el intervalo [a, b[, es continua en ese intervalo, si y solo si es continua
en el intervalo abierto ]a, b[ y es continua por la derecha de “a”

Similarmente, para que una funcion f definida en el intervalo ]a, b] sea continua en ese intervalo, es necesario que f
sea continua en el intervalo abierto ]a, b[ y a la vez que sea continua por la izquierda en “b”.

Ejemplo 92

en el intervalo [0, 2.

Consideremos la funcién definida por f(x) = >

1 1
Para xg € ]0, 2], se tiene que Xh_rgclo N = e = f(xg).

Ademéas lim f(x) = lim !

x—0+ x—0+ /2 —x B

continua en [0, 2[.

x

1
E, por lo que la funcién es continua por la derecha en x = 0. Luego f es
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Considere la funcién f definida por f(x) =

4 . -3
13 en el intervalo } - 2} .

_ 4 4 _
Parac € ] 7,2 { se tiene que f(c) = 713 y >1<13}: *+3 213 por lo que f es continua en] 73,2 {
4 4
Ademas, xligL f(x) = )Eﬁl i3 7 f(2) y f es continua por la izquierda en 2.
-3

Luego f es continua en el intervalo } - 2} .

BEE Definicion de continuidad utilizando ¢ y &

Segun la definicion de continuidad, una funcién f es continua en un punto c si

lim f(x) = f(c).

xX—cC
Utilizando la definicién de limite, la anterior igualdad significa que para cada ¢ > 0 existe 8 > Otal que si0 < [x —c| < b
entonces |f(x) — f(c)| < e.

Sin embargo, ahora la restriccién 0 < |x — ¢| no es necesaria, ya que si toma |x — c¢| = 0 entonces x = ¢ y f(x) = f(c) por lo
que [f(x) — f(c)| = 0y cero es menor que ¢, lo cual cumple con lo que estipula la definicién de limite.

Luego puede decirse que una funcion f es continua en c si y solo si para cada ¢ > 0 existe 5 > O tal que si|x —c| < b entonces

[f(x) —f(c)] < e.

Note que si la funcién f es continua en c, entonces el punto (¢, f(c)) estd en la grafica de f y existen puntos de ella tan cercanos
como se desee al punto (c, f(c)).

Segun la definicion dada de continuidad, dada una € > 0 y para cualquier seleccion de las rectas cuyas ecuaciones son
y = f(c) — e,y = f(c) + €, existen rectas con ecuaciones x = ¢ — §, x = ¢ + 0 tales que la parte grafica de f que esta entre las
dos dltimas lineas, queda enteramente contenida en el rectingulo determinado por las cuatro rectas ya mencionadas, como se
muestra en la figura siguiente:

F(C)+8f-rmrmmmmrnnnenens
o)+& //

fc)
flo)-&

c-8§ ¢ c+6 X

Fig. 1.57: Grafica de f(x)
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n Teoremas sobre continuidad de funciones

Teorema 6—-26

Si las funciones f y g son continuas sobre los intervalos U; y U, respectivamente y si U = U; N U, entonces:
c f + g es continua sobre el intervalo U.
9 f — g es continua sobre L.

6 f - g es continua sobre U (producto de dos funciones).

f
e 5 es continua sobre U, excepto para a € U tal que g(a) = 0.

e Si g es una funcién continua en ¢ y f es una funcién continua en g(c), entonces la composicién de funciones f 0 g
es continua en c.

[ Demostracion (p. 362) p }

De esta manera se puede mostrar que los polinomios son funciones continuas en todo R. Ademas las funciones exponenciales,
logaritmicas, las funciones trigonométricas y las funciones trigonométricas inversas son continuas en sus respectivos dominios.
También las raices n—ésimas {/f(x) son continuas donde f es continua (siempre y cuando la raiz esté bien definida).

Teorema 6-27

La funcidn f definida por f(x) = P(x), donde P(x) es un polinomio real, es continua para todo nimero real.

(Recuerde que P(x) = anx™ + an 1 x" 1+ .. axx* + a;x +ap, an Z0,n € N,a; € Rparaie{0,1,..,n}).

[ Demostracion (p. 362) p- }

Segun el teorema, algunos ejemplos de funciones continuas son las siguientes:

O (x) =53 —4x* —6x+ 1.

e g(x) = vV2x* — §x3+4x—6.
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5x* —3x3 +2x + 1
; - zzz t XX_+2 es continua para todo x € R —{—2,—1, 1}, ya que el polinomio

en el denominador se hace cero cuando se evallaenx = -2, x = —lox =1.

La funcién f definida por f(x) =

2x2 4+ 7x +1

La funcién g definida por g(x) = 212 continua para x € R tal que x # -3y x # —4.

Teorema 6-28

Sean f y g dos funciones tales que f = {(x,u) talque u = f(x)} y g = {(w,y) talque y = g(u)}. Ademas
liin f(x) = dy gescontinuaen x =d.
X C

Entonces lim g[f(x)] = g [nm f(x)] — g(d)

X—C

[ Demostracion (p. 362) p J

Sean f y g dos funciones tales que:

f(x) =x2+1, g(x) = v/x.

x—2 X—

lim g[f(x)] = lim \/x2 +1= \/lim (x2+1) =5.
xX—2 x—2 x—2

Como lim f(x) = lirré (xX*4+1)=5 y g es continua para x = 5 pues lirr})\/;c =5= g(5), entonces
X—

Teorema 6-29

Si g es una funcién continua en ¢ y f es una funcién continua en g(c), entonces la composicion de funciones f o g es
continua en c.

[ Demostracion (p. 362) p ]
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NOTA

La continuidad de la composicion de funciones es valida para cualquier nimero finito de funciones, siempre y cuando se cumpla que cada
funcién sea continua en su respectivo argumento.

<

G Sean f y g dos funciones definidas por las siguientes ecuaciones g(x) = x* + 2x + 1, f(x) = V/x.

Note que g es una funcién polinomial y por lo tanto continua para todo x € R. La funcién f es continua para
x € [0,+ool.

Luego la funcién h = (fog)(x) = f(x? + 2x + 1) = v/x2 + 2x + 1 sera continua para los valores de x tales que
x% + 2x + 1 sea mayor o igual que cero.

Comox?>+2x+ 1= (x +1)?y (x +1)> > 0 Vx € R, entonces la funcién h sera continua para todo valor real.

1
9 Consideremos las funciones definidas por f(x) = % g(x) = 3x+ 1. La funcion f es continua para x € R —{0},

y la funcién g es continua para todo valor real por ser funcioén polinomial.
Luego la funcion h = f o g, dada por h(x) = serd continua siempre 3x + 1 # 0, es decir, siempre

-1
que x # 3

1
V3x+1

x2—4 2

. . X
> es continua siempre que
X

e La funcién h definida por h(x) = In <

S€a mayor que cero.
X+ 1 yorq

Esta tltima condicién se satisface cuando x €] —2,—1[ U ]2, +ool.

Teorema 6-30

La funcién seno definida por y = sen x es continua sobre todo su dominio, es decir, sobre todo R.

[ Demostracion (p. 362) p J

La funcién f definida por f(x) = sen () es continua siempre que x sea diferente de cero, pues en x = 0 se tiene
X

6
que _ no esta definida.
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Teorema 6 —-31

La funcién coseno denotada por y = cos x es continua sobre todo su dominio R.

{ Demostracion (p. 362) p J

€

La funcién h(x) = y/cosx puede considerarse como la composicién de las funciones con ecuaciones f(x) = /X,
g(x) = cosx. Como la funcién f es continua para x > 0y la funcién g es continua para todo x en R, entonces la
funcién h es continua siempre que cos x sea mayor o igual a cero, lo que sucede cuando

s

x € [(anl)g,(ZnJrl)z

}, ne Z, |n|par

RN Algunas propiedades de las funciones continuas

Daremos ahora algunas propiedades de las funciones continuas sobre un intervalo cuya interpretaciéon geométrica parece

hacerlas evidentes.

Teorema 6-32

Sea f una funcién continua en un punto interior ¢ de su dominio, tal que f(c) # 0. Existe entonces un intervalo
Jc —68,c + [ en el que f tiene el mismo signo que f(c).

[ Demostracion (p. 362) p- }

La interpretaciéon geométrica estd a la derecha. J
En este caso f(x) > 0 para x cercano a c, pues f(c) > 0. FC) prmmmmmmm s

O f-ceccsccacnsananannaaas

o
B
on

/s

Fig. 1.58: Grafica de f(x)

Teorema 6-33 (Teorema de Bolzano)

Sea f una funcién continua en cada punto de un intervalo cerrado [a, b], con a < b, tal que f(a) y f(b) tienen signos
opuestos. Entonces existe por lo menos un punto x = ¢ en el intervalo abierto ]a, b[ tal que f(c) = 0.

{ Demostracion (p. 362) p J
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Geométricamente puede interpretarse este teorema como sigue:

La gréafica de la funcién continua con ecuaciéony = f(x), que une los puntos P(a, f(a)) y Q(b, f(b)), donde f(a) < 0y f(b) > 0,
(o bien f(a) > 0, f(b) < 0), corta o interseca el eje X en por lo menos un punto, como se representa en las figuras siguientes:

> <
—> <

Qb f(v)

P(a,f(a))

»>X

~ IS

Q(b,f(v)

P(a,f(a))

Fig. 1.59

Note que f(c) = 0. En este caso f(c1) =0, f(cp) =0y f(c3) =0.

Ejemplo 101

Consideremos la funcién f con ecuacién f(x) = x> — 4 en el intervalo [—1, 2].
Como f(—1) = =5, (=5 < 0), f(2) =4, (4 > 0), entonces existe por lo menos un x = c en] — 1,2[ tal que f(c) = 0.

En este caso ¢ = \3/Z Gréficamente se tiene:

N
NG PSR

)

Fig. 1.60
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102

Consideremos ahora la funcién con ecuacién f(x) = x> — 2x? — 4x en el intervalo [—2, 4].

Como f(—2) = —8 y f(4) = 16, entonces existe por lo menos un valor x = c en el intervalo | — 2,4 tal que f(c) = 0.

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

y
A
1
10 i
1
5 i
Ly
2 /1 1 2 rignd
[ 5
)
-10
Fig. 1.61

Note que la funcion interseca al eje X en un valor entre —2 y —1 en x = 0, y en un valor entre 3 y 4. Resolviendo

f(x) = 0 se obtiene que ¢; = 1—+5,c0=0,c5 =1+ V5.

Teorema 6 —34 (Teorema del valor intermedio para funciones continuas)

Sea f una funcién definida y continua en cada punto de un intervalo [a, b]. Si X1 y X, son dos puntos cualesquiera de
[a, b] tales que x1 < X2 y f(x1) # f(x2), entonces la funcién f toma todos los valores estrictamente comprendidos entre

f(x1) y f(x2) por lo menos una vez en el intervalo ]x1, x5 [.

{ Demostracion (p. 362) p J

Graficamente se tiene lo siguiente:

Fig. 1.62: Grafica de f(x)

En otras palabras, si en los extremos del segmento dado la funcién toma valores diferentes f(x1) = A, f(xp) = B, siempre
se encontrard un punto x = C, comprendido entre X1 y X, tal que f(c) = k, cualquiera que sea el nimero k entre los valores A y B.
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Consideremos la funcién f con ecuacién f(x) = -
X

1
definida en el intervalo [2,4}, cuya representacion

grafica est4 a la derecha.

1 1 1
En este caso f <2> =2yf(4) = 1 (obviamente 2 # ZL)

1
Sif(x) =1existex =1, (1 € } 2,4{) tal que f(1) = 1.

2 2

>,
>

3 1 3 2
Sif(x) = = existe x =, <c € } 2,4[) tal que f(c) = =; en este caso ¢ =

12 2 4

Fig. 1.63

1 1
Entonces, segun el teorema 6 — 34, siempre se encontrara algin valor entre 5 4 cuya imagen esté comprendidaen2y —.

3

Es necesario hacer notar que el Teorema del Valor Intermedio es valido unicamente cuando la funcién es continua en un intervalo

dado.

En caso de que la funcién sea discontinua, el teorema no siempre se cumple.

Ejemplo 104

Consideremos la funcién g en el intervalo [0, 2] definida
por

2x2+1 si xe [0,1]
g(x) =
3
_X+§ si xe [1,2]

La representacion grafica se muestra a la derecha

1

que 9(2) = —5.

2

Fig. 1.64

Note que la funcidn es discontinua en el intervalo [0, 2], pues en x = 1, el lim g(x) no existe. Se tiene que g(0) =1y

x—1

1 1
Si se toma un valor k entre 5y 1,< <k< 1), no existe ningun valor ¢ entre 0 y 2, tal que g(c) = Kk, pues
la funcién nunca toma valores entre E y 1. Si se trazara una recta con ecuacion y= 1, ésta nunca intersecaria a la curva.

De aqui que la condicién de continuidad en el intervalo es indispensable para que se cumpla el teorema.
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XM Continuidad y funciones inversas

Antes de establecer las relaciones entre las funciones inversas y los teoremas sobre continuidad, daremos las siguientes
definiciones.

Definicion 6 —11 (Funcidn estrictamente creciente o estrictamente decreciente)

Se dice que una funcién f definida en un intervalo [q, b] es estrictamente creciente, si para cada x; € [a, b], x5 € [a, b]
con X1 < X se tiene que f(x1) < f(xz).

)
flx)< fix,)
f () [T

> X

Q feemeaad
£< 3

Ry

S

Fig. 1.65

Similarmente, una funcién f es estrictamente decreciente si x; < x; pero f(x1) > f(x2).

AY
\

flx)

ftx) > fix)
fx,)

\; X
a x X, b
X > X,

Fig. 1.66

La funcién con ecuacién f(x) = x?> — 1 es estrictamente creciente en el intervalo de [0,2], como se muestra en la
grafica siguiente:
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Fig. 1.67
La funcién con ecuacién f(x) = —J/x es decreciente en el intervalo [—8, 1] como se muestra en la figura siguiente:
y
A
o]
1
1 x
3 % ) 5 T
1N
Fig. 1.68

Consideremos ahora la grafica de una funcién f, denotada por y = f(x), que es continua y estrictamente creciente en un
intervalo [a, b]:

B
N—

Y
=

a X b

Fig. 1.69

Segtin el teorema del Valor Intermedio, si “y” estd comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe por lo menos unx € [a,b]
tal que y = f(x). En este caso, como f es una funcion estrictamente creciente, siy € [f(a), f(b)], existe un tnico valor
x € [a,b] tal quey = f(x).

Podria establecerse una nueva funcién g que tomara a “y” como la variable independiente, de tal forma que x sea igual a g(y).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

6. | Teoremas sobre continuidad de funciones | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

Esta nueva funcién g recibe el nombre de funcién inversa de la funcién f y se denota por 1.

Definicion 6—12 (Funcidn inversa)

Sea f una funcién determinada por {(x,y)/y = f(x)}. Si existe una funcién ! tal que x = f~!(y) siy solo siy = f(x),
entonces f~! recibe el nombre de funcion inversa y esta determinada por {(y,x)/x = f~(y)}. El dominio de ! es el
rango de f y el rango de f~! es el dominio de f. Asi:

f:la,b]l = [f(a),f(b)l,y = f(x).

(x,y) con
y=fx)
> X
Fig. 1.70
107
La funcién f : [0, +oco[— [1,4+o0[, f(x) = x*> + 1 tiene y
como funcién inversa, la funcion definida por: A y=x2+1
f1: 01, +oo[— [0, +oolf 1 (x) = vx — 1. 4
La representacion grafica de ambas funciones se muestra 3
a la derecha
2 y=x
y=Vx-1
1
3 1 3 7 X
-1
Fig. 1.71



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

6. | Teoremas sobre continuidad de funciones | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

XM Propiedades de las funciones inversas

87

Teorema 6-35

Si una funcién f es continua y estrictamente creciente en un intervalo [a, b], entonces:
0 Existe la funcién inversa f~! en el intervalo [f(a), f(b)].
e f~1 es estrictamente creciente en [f(a), f(b)].

e f~1 es continua en [f(a), f(b)].

[ Demostracion (p. 363) p ]

Ejemplo 108

Sea f la funcién definida por: f : [1, +oco[— [0, 400, f(x) = x2—1.
Su representacion grafica es la siguiente:

y
A

3

2

1
i 7> X
Fig. 1.72

Se observa que f es continua y estrictamente creciente en (1, +ool. Luego, segun el teorema existe una funcion inversa
f~1 que también es continua y estrictamente creciente.

Dicha funcién esta definida de la manera siguiente: f~! : [0, +-0o[— [1, +ool, f 1 (x) = v/x + 1.

Su representacion grafica es la siguiente:

A
3
2
1
i 7> X

Fig. 1.73
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Teorema 6 —36

Si una funcién f es continua y estrictamente decreciente en un intervalo [a, b] entonces:
o f posee una funcién inversa denotada f~1, definida en [f(b), f(a)].
o f~1 es decreciente en [f(b), f(a)].

o f~1 es continua en [f(b), f(a)].

[ Demostracion (p. 363) p ]

Ejemplo 109

Consideremos la funcién f definida como sigue:
f:]—o00,0] — [0, +o0o], f(x) = /—x.

La funcién f es continua y estrictamente decreciente por lo que posee funcién inversa que también es continua y
estrictamente decreciente. Dicha funcién esta definida por:

1[0, +o00[—] — 00,0, F1(x) = —x2.

La representacion grafica de ambas funciones es la siguiente:

y
A
2
1
\ -
y = > X
A
2
1
T 3 2 >
Fig. 1.74: f Fig. 1.75: f!

Ejercicios
@ 6.1 Aplicacién del teorema 6 — 35 y/o teorema 6 — 36

1 Sea f la funcion definida por f : [-3,0] — [—8,1], f(x) = —(x + 2)°. Represente graficamente esta funcion.

Si f cumple las condiciones del teorema 6 - 35 o del teorema 6 — 36, determine f~! y haga la respectiva representacion
grafica.
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2 Proceda en forma similar a lo enunciado en el punto anterior para

£ {1,4-00[% 0,2 x — f(x) = X1

2 X

@& Ir a «Préacticas de CDlI»

NOTA

Los teoremas 6 — 35 y 6 — 36 enunciados anteriormente, seran de gran utilidad cuando estudiamos las funciones trigonométricas inversas y
sus derivadas en el proximo capitulo.

XM Valores maximos y minimos para funciones continuas

Definicion 6 —13 Maximo absoluto y minimo absoluto

Sea f una funcién real de variable real definida en un conjunto U de niimeros reales

0 Se dice que la funcién f posee un maximo absoluto en el conjunto U, si existe por lo menos un valor ¢ en U tal que
f(x) < f(c) para todo x € U. El nimero f(c) recibe el nombre de maximo absoluto en f en L.

e Se dice que f posee un minimo absoluto en U si existe un valor d en U tal que f(d) < f(x) para todo x € UL

<

Consideremos la funcién f definida por:

x+1 si x<1

f(x) =
X2 —6x+7 si x>1 / -
74 A I
=t

en el intervalo [—2,4].

Su representacion grafica en este intervalo se muestra a
la derecha Fig. 1.76

o Como f(x) < f(1) para todo x € [—2,4] entonces el maximo absoluto de la funcién es (1) = 2.

9 Como f(x) > f(3) para todo x € [—2,4] entonces el minimo absoluto de la funcién es f(3) = —2.
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Consideremos la funcién f definida por f : [—4,0[ —
o 1] ot
0, =41 =—.
Su representacion grafica estd a la derecha.
En este caso f(x) < f(—4) para todo x € [—4, 0], por lo

-1
que f(—4) = 5 e el maximo absoluto de f.

Sin embargo, esta funcién no posee un minimo absoluto.

Note que lim — = —o0
x—=0— X

Fig. 1.77

Teorema 6 —37 Teorema de acotacion para funciones continuas

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] entonces f es acotada en [a, b], es decir, existe un nimero

k > 0 tal que |f(x)| < k para todo x € [a, b].

[ Demostracion (p. 363) p }

Una demostracion de este teorema aparece en el libro “Calculus”

112

de Tom M. Apostol.

Su representacion grafica se muestra a la derecha

Se observa que f es continua para todo x € [1,4].

1
Note que 5 < f(x) < 2 1o que puede escribirse como —2 <

Luego

2
x‘ < 2parax € [1,4] porlo que f es acotada en [1,4]

Fig. 1.78

1
5 < f(x) € 2, de donde —2 < f(x) < 2.
,4].
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113
. y . 5 (x —2)?
Considere la funcion definida por: f: [0,5[ — —5,2 , flx)=2— —
Su representacion grafica es la siguiente:
Yy
2
1 2 3 » > X

|

]

]

]

]

|

B2 femmmm e

Fig. 1.79

Se observa que f es continua para todo x € [0,5[.

Se tiene que _75 < f(x) < 2parax € [0,5], porlo que _75 <flx) <2< g de donde _75 < f(x) < g y por tanto

If(x)] < gparax € [0,5L

Luego f es acotada en [0, 5.

Si una funcién f es acotada en un intervalo cerrado [a, b], entonces el conjunto de todos los valores de f(x) esta acotado tanto
superior como inferiormente.

Luego, este conjunto posee un extremo superior y un extremo inferior denotados por sup f e inf f respectivamente. Se escribe
entonces:

sup f = sup{f(x)/a < x < b}

inff =inf{f(x)/a < x < b}

El sup f es la menor cota superior del conjunto de valores de f; s6lo es un maximo si la funcién lo alcanza.
Elinf f es la mayor cota inferior del conjunto de valores de f; solo es un minimo si la funcién lo alcanza.

Para cualquier funcion acotada se tiene que inf f < f(x) < sup f para todo x € [a, b].

-5 (-5
En el ejemplo inmediato anterior se tiene que el sup f es 2, y que el inf f es - (2 < f(x) < 2>.

Teorema 6 —38 Teorema del maximo (minimo) para funciones continuas

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces existen puntos ¢ y d en [a, b] tales que f(c) = sup f
y f(d) = inff.
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{ Demostracion (p. 363) p ]

Segun el teorema, podemos decir que si f es continua en [a, b] entonces el sup f es su maximo absoluto, y el inf f es su minimo
absoluto. Luego, por el teorema del valor intermedio, los valores que toma f estaran en el intervalo [inf f, sup f].

Es indispensable que el intervalo sea cerrado, pues de no serlo, puede ocurrir que aunque una funcién sea continua en un
intervalo abierto, no alcance en él ni su valor maximo ni su valor minimo.

<

Sea f la funcién definida por f : } _72_r’ 0

T [ — R, f(x)=tanx.

Su representacion grafica es la siguiente:

X
Fig. 1.80
. —T T . .. . . .
Observe que aunque f es continua en | —, 2 no posee ni maximo ni minimo absoluto y no tiene cotas superior ni
inferior reales. En los reales extendidos, inf f = —oco y sup f = +o0.

Ejemplo 115

1 1
Sea f la funcién definida por f:]0,4] — [4_1' %) [, f(x) = <

1

1
En la gréafica siguiente puede apreciarse que f(x) > 4 parax €10,4], por lo que inff = T Sin embargo f no posee

un valor maximo absoluto.
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Ejemplo 116

Sea f la funcién definida por f : [0,3] — [0,4], f(x) = (x — 1)2.

Su representacion grafica es la siguiente:

Yy
A
8
6
/.
1
|
2 i
1
[ |
-2 -1 1 2 3 4 7

Fig. 1.82

En este caso, el intervalo en el que esta definida la funcién f si es cerrado. Note que f(3) > f(x) para x € [0, 3] por lo

que existe ¢ = 3 en [0, 3] tal que f(3) = sup f. Ademas f(1) < f(x) para x € [0, 3], por lo que existe d =1 en [0, 3]
tal que

f(1) = inff.

Se tiene entonces que sup f es el maximo absoluto de la funcién y el inf f corresponde a su minimo absoluto.
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Derivadas

“ Introduccion

El problema de la tangente. "Muchos de los problemas importantes del analisis matematico pueden transferirse o hacerse
depender de un problema basico que ha sido de interés para los matematicos desde los griegos (alrededor de 300 — 200 a.C). Es
éste el problema de trazar una recta tangente a una curva dada en un punto especifico a ella.

Este problema fue resuelto por métodos especiales en un gran numero de ejemplos aislados atn en la temprana historia de
las matematicas. Por ejemplo, es bastante facil resolver el problema si la curva es un circulo, y todo estudiante ha visto esta
solucion en su geometria de secundaria. Sin embargo, no fue si no hasta el tiempo de Isaac Newton(1642 — 1727) y de Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) que se dio un método general sistematico para obtener la solucién. En este sentido se acredita a
estos dos hombres la invencion del calculo.

Aungque el problema de la tangente pueda parecer de poco interés a los no matematicos, el hecho es que las técnicas desarrolladas
para resolver el problema son la mera columna vertebral de gran parte de la ciencia y la tecnologia actuales. Por ejemplo, la
direcciéon del movimiento de un objeto a lo largo de una curva en cada instante se define en términos de la direccién de la
recta tangente a la trayectoria de movimiento. Las 6rbitas de los planetas alrededor del Sol y las de los satélites artificiales
alrededor de la Tierra, se estudian esencialmente comenzando con la informacién sobre la recta tangente a la trayectoria del
movimiento. Un tipo diferente de problemas es el de estudiar la descomposicion de una sustancia radioactiva tal como el radio
cuando se conoce que la razon de descomposicién en cada instante es proporcional a la cantidad de radio presente. La clave de
este problema asi como la del problema del movimiento, esta en un analisis de lo que queremos designar con la palabra razén.

Como pronto veremos, este concepto esta tan intimamente relacionado con la pendiente de la recta tangente a una curva, que
la formulacién matematica abstracta de un problema sobre razones es indistinguible de la formulacién del problema de la tangente.

Empezamos con el problema de la tangente no solo por su importancia historica y practica, sino también porque la intuicién
geométrica del lector contribuiré a hacer concreta la que, de otro modo, seria una nocién abstracta” [1, pag 323].

Definiciéon 1-1

Recibe el nombre de recta secante cualquier recta que pase por dos puntos diferentes de una curva.

En la siguiente figura se ha representado graficamente una recta L secante a una curva:
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Fig. 2.1: Recta secante a una curva

Como al conocer la pendiente de una recta y un punto de ella, la recta queda completamente determinada, se tiene que el
problema de trazar una recta tangente a una curva dada, por un punto de ésta, se reduce a encontrar la pendiente de la recta.

Consideremos la representacion grafica de una curva con ecuacién y = f(x), donde f es una funcién continua.

Yy

A T

fx)=y / Qlxy)

P,
fa) =y, (%5,75)

— / X, X >

Fig. 2.2: Grafica de f(x)

Se desea trazar la recta tangente en un punto P(x,, Y, ) dado de la curva.

Sea PQ la recta secante que pasa por los puntos P(x,,Yo) y Q(x,y) de la curva.

— f(x) —f(x
La pendiente de esta secante, denotada mg esta dada por: mg = Y=Y _ () = flxo)
X —Xo X —Xo

Como la pendiente de una recta es igual a la tangente del angulo que forma la recta con la parte positiva del eje X, y como 0 es
ese angulo para la recta secante, entonces:

f(x) — f(xo)
X —Xp

mg = tan® =
Supongamos que existe una recta tangente a la curva en P(x,, Yo ). Sea PT dicha recta.

Mantenemos ahora el punto P fijo y hacemos que el punto Q se aproxime a P, a lo largo de la curva. Cuando esto sucede,
la inclinacion 0 de la recta secante se aproxima a la inclinacién de o de la recta tangente, lo que puede escribirse como éimp 0 =a.
—

En igual forma, la pendiente de la secante tiende a la pendiente de la tangente, es decir, éimp tan© = tan o
—

Ademas, cuando Q tiende hacia P, la abscisa x tiende hacia x, por lo que (%imp tan © = tan o puede escribirse como lim tan6 = tan «.
—

Xo
f(x) —f(x
Luego lim tan® = lim fld) = fxo) =tan .
X—Xo X—Xo X —Xo

. T(x) —f(x
Si denotamos por m¢ (X, ) la pendiente de la recta tangente a la curva en P(xo, Y, ), entonces my(xo) = lim M.
X—=Xo X — Xo
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Definicion 1-2

La pendiente de la recta tangente a la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (x,, Yo ), denotada m(x,) es igual al
. f(x) —f(xo)
lim ——

, siempre que este limite exista.
X—Xo X — Xo

117

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuacién f(x) = x> — 3x, en el punto (1, —2).

Solucion. La ecuacién de la recta tangente es: y = mx + b. Utilizando la definicién 1 -2 vamos a averiguar la
pendiente en (1, —2).

Asi:

=lim (x —2) = —1

x—1

Luego my(1) = —1, porlo que y = —x+b. Para averiguar b, sustituimos el punto (1, —2) como sigue: —2 = —(1)+Db
de donde b = —1.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente esy = —x — 1.

La representacion grafica de la curva y de la recta tangente es el siguiente:

y
A
2
}i\ 2 > X
2
3

Fig. 2.3: Recta tangente a f(x) = x> — 3x, en el punto (1, —2)



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

1. | Introduccién | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

Definicion 1-3

Se dice que la recta normal a una curva en el punto P(x,, Y, ), es la linea que pasa por P y es perpendicular a la recta
tangente en ese punto. Ademas, recuerde que dos lineas no verticales son perpendiculares entre si, si y solo si sus

pendientes tienen valores reciprocos negativos.

Si mt es la pendiente de la recta tangente y my la de la recta normal, entonces:

—1
mN = — (mT.mN = —1)
mr
y normal
tangente
A
25 \
2
1.5
1
0.5
> X

0.5 1 1.5 2 7

Fig. 2.4: Recta normal y tangente

Ejemplo 118

4
Determinar la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién f(x) = — ,x > 0, en el punto (2,2).
X

-1

Solucion. Como my = —, averiguamos primero la pendiente de la recta tangente. Asi:
T
f(x) —f(2
mr(2) = lim (x @
x—2 x—2

4 4 8 —4x
i X2 : 2x
= ImS— = m=T
5 Como mt(2) = —1, entonces mn(2) = 1. La ecuacién de la
—2x —2x
= Imn—y T My
— lim M — lim ;2 -1
x—2 x(x —2) x—2 X

recta normal es: y = 1x + b. Sustituyendo en la ecuacioén anterior x = 2, y = 2 se obtiene b = 0.

Por tanto, la ecuacién de la recta normal es y = x.
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La representacion grafica de la curva y la recta normal es la siguiente:

recta normal y = x

2 AN 6 8 10

4
Fig. 2.5: Recta normal a f(x) = L en (2,2)

La ecuacion de la recta tangente es y = —x + 4.

Ejercicios

@ 1.1 Determinar la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién f(x) = 2x* — 5,
en el punto (1,—3).

@ Ir a «Practicas de CDI»

<

Determinar la ecuacion de la recta tangente a la parabola y y=4dx-4
con ecuaciéon y = x?, y que es paralela a la recta con A
ecuaciéon y = 4x.

Solucion. Recuerde que si dos rectas son paralelas y=4x
entonces sus pendientes son iguales.

Note que en este caso no nos indican el punto de
tangencia en la curva.

Como la recta tangente es paralela a la recta de ecuacién
y = 4x, entonces my(x,) = 4.

Calculemos mr(x,):
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mr (XO) = lim

= Iim (x+xo)
X—Xo

= Xot+Xo =2Xo

Como mr(x,) = 2x, se tiene que 2x, = 4 y por tanto x, = 2.
Six, = 2 entonces Yy, = 2> = 4. El punto de tangencia es P(2,4).
La ecuacion de la recta tangente es: y = 4x + b.

Sustituimos (2,4) y se obtiene que b = —4.

Entonces la ecuacién de la recta tangente es y = 4x — 4.

Estudiaremos ahora un segundo problema que involucra un limite similar al utilizado al determinar pendiente de una recta
tangente a una curva.

Dicho problema es el de determinar la velocidad de una particula en un instante de tiempo t,.
Recibe el nombre de movimiento rectilineo el efectuado por una particula a lo largo de una linea recta.

Sea s la funcioén con ecuacién s(t) = t? + 1, que describe la distancia dirigida de la particula a un punto fijo O, en cualquier
tiempo t, (s se mide en metros y t en segundos).

Cuando t = 0, la particula se encuentra a 1 metro de O y cuando t = 3 segundos la particula est4 a 10 metros de O, como se
representa a continuacion:

t=0 t=3
01 10

wnyY

Fig. 2.7
La velocidad promedio de la particula es la razon del cambio en la distancia dirigida desde un punto fijo, al cambio en el tiempo.

10—-1

30 = 3 metros por

En este caso, en el lapso de tres segundos, la velocidad media, denotada vy cq4, esta dada por Vineq =

segundo.

Note que la velocidad promedio de la particula no es constante, y que ademas ésta no proporciona informacion especifica
referente al movimiento de la particula en cualquier instante determinado.

Para el movimiento anterior, la velocidad media desde t = 3 segundos hasta otro tiempo t cualquiera, esta dada por:

s(t) —s(3)  s(t)—10
t—-3  t-3

Vmed =

Si quisiéramos determinar la velocidad al final de 3 segundos, es decir la velocidad instantanea cuando t = 3 no podriamos
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averiguarla con la formula anterior, pues si se sustituye t = 3 el denominador se hace cero.

Sin embargo, cuanto més corto sea el intervalo de t a t = 3 seg, la velocidad promedio estara mas cerca de lo que intuitivamente
se consideraria como la velocidad instantanea en t = 3 seg.

Surge asi la siguiente definicion sobre la velocidad instantanea:

Definicion 1-4

Si una particula se mueve sobre una linea recta de tal forma que su distancia dirigida s, a un punto fijo de la recta esta
dada en funcién del tiempo por la ecuacion s = s(t), entonces la velocidad en cualquier instante t; es:

v(t1) = lim 75(” —s(t)

, siempre que este limite exista
t—t t—4H

Ejemplo 120

Si s(t) = t? + 1 describe la distancia dirigida de la particula a un punto fijo O, en cualquier tiempo t entonces,
utilizando la definicién 1 -4, se puede averiguar la velocidad en el instante t = 3 seg, de la siguiente forma:
. s(t)—s(3)
CIRRUE =
. tP+1-10
= lim ————
t—3 t—3
= lim £-9
i3 t—3
. (t=3)(t+3)
= lim—F———
t—3 t—3
= lim(t+3)=6
t—3
Luego, la velocidad cuando t = 3 seg es de 6 metros por segundo.

La velocidad instantanea puede ser positiva o negativa, segun la particula se mueva a lo largo de la recta en direccion positiva o
negativa; es cero cuando la particula est4 en reposo.

La rapidez de la particula en un instante de tiempo t, se define como |v(t1)|, siendo simplemente la magnitud de la velocidad, es
decir, su valor absoluto, por lo que sera siempre positiva o nula.

La aceleracion es una medida de la variacion de la velocidad. La aceleracion es cero si una particula se mueve sobre una recta
con velocidad constante.
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Sila velocidad v de la particula est4 dada por la ecuacién v = v(t), donde t es el tiempo, entonces la aceleracion en el instante
t = 11, se define como el limite de la aceleracion media de la siguiente forma:

a(t;) = lim M
t—t t—14

Observe la semejanza con la definicion 1 -4 (velocidad instantanea) como limite de la velocidad media.

La ecuacion s(t) = t? + 2t describe el movimiento de una particula sobre una recta. La distancia al origen esta en
metros y t estd en segundos. Calcular la velocidad cuando t = 3 seg.

Solucion. Se debe determinar la velocidad instantanea cuando t = 3 seg

Wl = =

. t242t—15
= 111’1’17
t—3 t—3

. (t=3)(t+5)
= lim—————
t—3 t—3

= lim (t 4+ 5) = 8 metros por segundo.
t—3
Asi, cuando t = 3 seg, la velocidad de la particula es de 8 metros por segundo.
Una particula P se mueve en linea recta de acuerdo con la ecuacién s(t) = 15t — 3t2, donde s, en metros, es la
distancia al punto de partida en el tiempo t, (en segundos). Determinar la distancia de P al punto de partida cuando la
velocidad es nula.

Solucién. Debemos averiguar primero la velocidad de la particula en cualquier instante t,.

V(te) = lim S =5(t)
t—to t—1,

o 15t — 3t — (15t, — 3t2)

=1i
t—t, t—1t,
. 15t —15t, — 3t> + 3t2
= lim
t—to t—1,
_15(t—to) —3(2 —t2)
= lim
t—to t—1,
. 15(t—to) —3(t—to)(t + to)
= lim
t—to t—1,
. (t—15)(15 =3t —3t,)
= lim
t—t, t—1t,

= lim (15— 3t —3t,) = 15 — 6t, metros por segundo.

t—to

Ahora averiguaremos el valor de t, para el que la velocidad se hace cero:

5
V(ty) =0 <= 15—6t, =0 < t, ==

> segundos

Por 1ultimo, calculemos la distancia que ha recorrido la particula al cabo de t, = =

> segundos.
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5 5 5\% 75
S <2> =15 <2> -3 (2> =7 = 18,75 metros.

Ejercicios

@ 1.2 Dos particulas p; y p2 parten de un mismo punto en una recta y se mueven a lo largo de ella segin las ecuaciones
s1(t) = t2 —4t,y, s»(t) = 3t — t2, donde s7 y s, estan en metros, y t en segundos.

1 ; En qué tiempos tendran las dos particulas la misma velocidad?

2 Determine las velocidades de las particulas en los tiempos en que estan en la misma posicién sobre la recta.

@& Ir a «Practicas de CDI»

n La derivada de una funcion

En la resolucién de los dos problemas anteriores: el de trazar una recta tangente a una curva dada y el de determinar la velocidad
instantanea de una cierta particula, se obtuvo como resultado dos limites:

mrlxo) = lim 0V TFlXe) 4y gy T8 = (o)
X—=Xo X — Xo t—=te t—1,

Ambos limites tienen basicamente la misma forma y son casos especificos de un tipo especial de limite que se define a continuacion.

Definicion 2-5 Derivada de una funcion

Sea f una funcién real definida en un intervalo I C R. Sea x, € I

f(x)—f
La derivada de f en el punto x, , denotada f'(x,), esel lim M
X—Xo X — Xo

si este limite existe.

Note que, la pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (x,, f(x,)), es precisamente
la derivada de f evaluada en x,.

También, si una particula se mueve a lo largo de una linea recta de acuerdo con la ecuacién de movimiento s = f(t), puede
observarse que V(t1) en la definicién 1 -4 de la particula en ti, es la derivada de f respecto a t, evaluada en t;.

Si en la definicién 2 - 5 se sustituye x — X, por h, entoncesh — 0 cuando x = X, y X =X, + h.

Luego f'(x,) = lim flxo + 1) = flxo)

- , si este limite existe. La funcién f es derivable en x, si f/(x,) existe.
h—0

Si f/(x) existe para cada x en un intervalo I, (I C R), se dice que la funcién f es derivable en I; se escribe f/(x) =
. f(x+h)—~f(x)

lim ——.

h—0 h
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Utilizando la definicién 2 - 5 (derivada de una funcion), determinar la derivada de cada una de las funciones cuyas
ecuaciones son:

© (x)=5¢-3

Se debe calcular el lim w
h—0 h

La expresion f(x + h) indica que la funcién f debe evaluarse en (x + h). Asi, f(x + h) =5(x + h) — 3.

Luego:
. f(x+h)—f(x)

/ —
f(x) = lim, h

. 5(x+h)—3—(5x—3)
= lim

h—0 h

. 5x+5h—3—-5x+3
= lim

h—0 h
= lim oh
T h=0 h

f'(x) = lim5=5
h—0

Por tanto, si f(x) = 5x — 3 entonces f/(x) = 5.

(1) f(x):%,x#o

En este caso f(x + h) = x fh)z

Luego:

Fx) — }11{{}) f(x + h})L f(x)
3 3

-,

R
" h—0 hx2(x +h)?

. 3x2 —3x%2 —6xh —3h2
= lim
h—0 hx2(x + h)?

L —3h(2x+h
"~ ho0 hx2(x +h)2
im —3(2x +h)

h=>0 x2(x + h)2

—6x —6

T2 3

3
Sif(x) = 2 entonces f'(x) = ——.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

3. | Notaciones para la derivada de una funcién | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

O sw=(2u+17
En este caso g(u+h) = 2(u+h) + 12
Luego:

g/(u) _ }1113}) g(u"f'h}i_ g(u)

. Ru+h)F12—(2u+1)?
= lim
h—0 h

= lim

Ru+h)+1+2u+1DI2(u+h)+1—(2u+1)]

h—0 h

= lim

u+2h+142u+1)2u+2h+1-2u—1)

h—0 h

. (Au+2h+2)(2h)
= lim
h—0 h

= lim 2(4u +2h +2)
h—0
g'(uw)=24u+0+2)=8u+4

Sig(u) = (2u+ 1)? entonces g’ (u) = 8u + 4.

104

Ejercicios

@ 2.1 Determine, utilizando la definicién 2 - 5, la derivada de cada una de las funciones cuyas ecuaciones son:

1 ft)=vt+1, t>-1
2 flx)=x>+2x*>—4

3y
3 == -2
g(y) ) y#

@& Ir a «Précticas de CDI»

n Notaciones para la derivada de una funcion

Sif esuna funcién derivable en un intervalo I, (I C R), el proceso por medio del cual se obtiene f/(x), da origen a una nueva

funcién que recibe el nombre de funcién derivada.

El dominio de f’(x) esta formado por todos los ntimeros del dominio de f para los que exista f'(x).

Por ejemplo, si f(x) = v/x conx > 0 entonces f'(x) =

1
2y/x

esta definida Uinicamente para x > 0.
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Siy = f(x), con f una funcién derivable, entonces la derivada de f puede denotarse por:

df

o T duese lee: derivada de f(x) respecto a x.
dy . « »
9 gy duese lee: derivada de "y” respecto a x.

e y’ que se lee: “y prima”.

n Continuidad y derivabilidad

En el capitulo anterior se estudiaron las condiciones para que una funcién fuera continua en un punto. También se determino la
continuidad en un intervalo, que puede asociarse con la representacion gréafica de una curva que no tiene “brincos” o “saltos
bruscos”.

Vamos ahora a relacionar la continuidad con la derivabilidad de una funcién f en un punto x,, por medio del siguiente teorema.

Teorema 4-1

Si una funcién f es derivable en un punto x,, entonces f es continua en Xx,.

[ Demostracion (p. 363) p }

El reciproco del teorema 4 — 1 no es cierto. Es decir, el hecho de que una funcién sea continua en un punto no implica que sea
derivable en éL

Antes de estudiar algunos ejemplos, necesitamos conocer las siguientes definiciones sobre derivadas laterales.

Definicion 4-6

Sif es una funcién continua definida en x = x,, entonces:

f(x) —f
c La derivada por la derecha, que se denota f’, (x,), se define por la igualdad: f/ (x,) = 1im+ %,
X—Xo - Ao
siempre que el limite exista.
e L . L ’ . ’ T f(x) —f(xo) .
a derivada por la izquierda, denotada f’ (x,), se define por la igualdad: f’ (x,) = lim . Siempre
X—Xo — Xo

que el limite exista.

Como consecuencia de la definicion 4 - 6, se tiene que f'(x,) existe siy solo si existen las derivadas laterales y ambas son
iguales. Asi: f/(x,) existe <= f/,(xo) = (xo)
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x+1 si x<1
Consideremos la funcién f definida por: f(x) =

—x+3 si x>1

Vamos a determinar si f es continua en 1y si f'(1) existe.

Para lo primero tenemos que:
o f(1) existe pues f(1) =—1+3=2

li = lim (— =2
eComng{Lf(x) XH{L( x + 3) .Y

lim f(x) = lim (x+ 1) =2 entonces lim f(x) = 2.

x—1— x—1— x—1

Luego f es continua en x = 1 pues lirq f(x) = f(1).
X—

Para lo segundo determinaremos las derivadas laterales.

Como f/, (1) # f’_ (1) entonces f’(1) no existe.

Luego, se ha comprobado que aunque f es continua en
x =1 se tiene que f no es derivable en x = 1.

La representacion grafica de la funcién estd a la
derecha.

Note que en x = 1 la grafica de f tiene un “pico”, siendo
precisamente en x = 1 donde no es derivable la funcion.

. f(x)—f(1) . —X+3-=-2 . —(x=1)
! _ -4 _ _ _
0 er(l) N xllglﬂL x—1 xllgl* x—1 xllg’&r x—1
O )= tim WM x P22 2T
x—1— x—1 x—1— x—1 x—=1-x—1

Fig. 2.8

124

X si x>0

Sea f la funcion con ecuacion: f(x) =

vV—x si x<0

Determinemos si f'(0) existe y si f es continua en x = 0.

Calculemos las derivadas laterales:
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ef’(O)—limu:hmmzlim\/__x.\/__X m X — lim E — e

f
N T x—=0-  x—0 x—0— X x—=0" X /=X  x=0" Xy/—X x—=0— {/—X
Luego f! (0) # f/_(0) por lo que f no es derivable en x = 0.

Probemos ahora si f es continua en x = 0:

0 (0) existe pues f(0) = 0; f(0) =+/—0=+0=0.

9 lim f(x) = lim x> =0y lim f(x) = lim v—x =0.

x—0+ x—0+ x—0— x—0—

Ejemplo 125

Entonces f es continua pero no es derivable en x = 0.

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

10

=Y

Fig. 2.9

En (0,0) hay una tangente lateral vertical por la izquierda y una tangente lateral horizontal por la derecha; no existe
una Unica recta tangente a toda la curva.

El hecho de que f no sea derivable en cero, esta relacionado con el hecho de que una recta vertical no tiene pendiente.

y y X2 —4 si x<2
Sea f la funcién con ecuacién:f(x) =
x—2 si x>=2



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

4. | Continuidad y derivabilidad | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

Como lim+f(x) = 1im+ Vx—2 =0y lim f(x) = lim (x*—4) =0

x—2 x—2 Xx—2— Xx—2—
Entonces lirra f(x) existe y ademads lirr; f(x) = f(2), porlo que f es una funcién continua en x = 2.
xX—> X—

Estudiemos ahora las derivadas laterales:

, o f(x)—1(2) Vx—2-0 Vx—2 1
0 fi (2) = lim = lim = = lim = 400
x—2+ x—2 x—2+ x—2 x—=2+ X — x—2+ /x — 2
_ 2 _
O (2= lim F)=f2) _ g X420 2D H2D) o) =4
X—2— x—2 xX—2— x—2 X—2— x—2 xX—2—

Determinemos si esta funcién es continua y derivable en x = 2. Se tiene que f(2) existe pues f(2) = v/2 —2 = /0 = 0.

108

Como f/, (2) # f’(2) entonces f'(2) no existe.
Nuevamente, aunque una funcién sea continua en un punto esto no garantiza que sea derivable en él.

La representacion grafica de esta funcion es la siguiente:

A Tangente en x = 2

-1 1 p 3 4 5 6

Fig. 2.10

En x = 2 la tangente lateral derecha es vertical y la izquierda tiene pendiente 4; no existe una tnica tangente a toda la curva.

Ejercicios
@ 4.1 Para cada una de las funciones cuyas ecuaciones son:

-1 si x<0

ef(x): , X0 =0
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O fx)=k-3, xo=3

1 Determine si f es continua en Xx.
2 Halle f/, (xo) y " (xo).
3 Determine si f es derivable en x,.

4 Haga la representacion grafica.

@& Ir a «Préacticas de CDI»

n Teoremas sobre derivadas

Aunque dada la ecuacién de una funcién es posible obtener su respectiva funcién derivada utilizando la definicién 2 - 5, para
algunas funciones este procedimiento resulta sumamente tedioso. Surge entonces la necesidad de simplificar este proceso, lo
cual puede lograrse al estudiar los teoremas sobre derivadas.

Teorema 5-2

La derivada de una funcién constante es cero.

[ Demostracion (p. 363) p J

Ejemplo vty Aplicaciéon del teorema

0 Si f(x) = 8 entonces f'(x) = 0.

9 Si f(x) = 5v/2 entonces f'(x) = 0.

4
Sif(x) = entonces f'(x) = 0.
e () 542 &)
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Teorema 5-3

df d
Si f(x) = x entonces f es derivable sobre R y —

[ Demostracion (p. 363) p J

Ejemplo 1) Aplicacion del teorema

Teorema 5-4

Paran € Q, f(x) = x™ es derivable en los puntos interiores con x # 0 donde la potencia es real, y f'(x) = nx™~!. Para

x > 0 siempre vale la formula. En x = 0 se debe comprobar la derivabilidad por separado: para exponentes enteros
positivos es valida (si n = 1, la derivada es 1); no se debe deducir derivabilidad sélo de que x™ esté definida.

[ Demostracion (p. 363) p }

Ejemplo k(] Aplicacion del teorema

@ sif(x) = x? entonces f/(x) = 2x>~1 = 2x! = 2x.

0 Si f(x) = x° entonces f/(x) = 5x>~1 = 5x*.
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Teorema 5-5

Si la funcién f es derivable sobre un intervalo K y ¢ es un niimero real, entonces la funcién g para la que g(x) = ¢ f(x)

d df
es derivable sobre K, ademas a[c f(x)] =c —.

dx

[ Demostracion (p. 364) p }

El teorema 5 - 5 afirma que la derivada del producto de una constante por una funcién derivable, es igual al producto de la

constante por la derivada de la funcion.

Si f(x) = 5x entonces f'(x) =5 %x =5.-1=5.

d ,

Si f(x) = —2x° entonces f/(x) = —2 —x> = —2(3x?) = —

dx
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NN

15
4x4
=3 -1y 1o
D,|(227 | =2[—27 :‘7.17

Teorema 5-6

Si f y g son dos funciones derivables sobre un intervalo K, entonces la funciéon h = f + g es derivable sobre K y
ademas i[1“(7() + g(x)] = af + dg ara x € K
dx I = Tax P ’

[ Demostracion (p. 364) p ]

Se tiene entonces que la derivada de una suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de cada una de las funciones.
También:

d%[fl(x) (%) + F3(X) oot ()] = %fl(x) n d%fz(x) + di;(ﬁ(x) - dixfn(x)

donde fy, f5, ..., . son funciones derivables sobre un intervalo K.
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7 7 7 5
d = d . = d d = d 7 = 1
T2x2 +x = —2x2 4 —x 1 =2 X2 x 1 =2 2x2 2= VAN —
dx[ x2 +x] dx Xe dxX dxX + dxX ZX X x x2
d it oq d — 1
— [ x+2x3+5x] = —x3 + —2x*4+ —5x=-x 3 +2.-3x2+5-1= 6x2 + 5.
dx[\/;c—l—x—l—x] o~ +dxx+dxx 3X + x* + 3\%?—1—x+

Sif y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcién f — g es derivable sobre K, y ademas para cualquier
x € K se tiene que
d _df dg

—[f(x) — g(x)] "k A

5x% — i5 =10x — 0 = 10x.
X dx
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Teorema 5-7
Sif y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcion H = f - g es derivable sobre K, y ademas

para cualquier x € K se tiene que dix[f(x) - gx)] = f(x)% + g(x)%(x).

[ Demostracion (p. 364) p ]

Puede decirse que la derivada del producto de dos funciones, es igual al producto de la primera funcién por la derivada de la
segunda, mas el producto de la segunda funcién por la derivada de la primera.

Ejemplo 141

d d d 1
a[%(ZX2 +x)] = %a(zx2 +x) 4 (2% + x)as& = x(4x + 1)+ (2x* +x) s
regla del producto anterior no se aplica a la raiz cibica por separado; directamente, f(h)/h = Vh(2h 4 1) — 0, por
lo que f'(0) = 0.

parax #0. Enx =0, la

%[(4x3—5x2+6)(\/§+2x = (4x° — 5x* +6)5- \/_—|—2x \/_—|—2x 4x —5x2 +6) =

(4x3 —5x% + 6) (27 +2) + (Vx4 2x)(12x> — 10x + 0).

Ejemplo 143

—X[(ax3 —bx? +¢)(5x 2 4+ kx)], con a, b, ¢, k constantes.

= (ax®* —bx? + c)i(5x_3 +kx) + (5x 3 + kx)i(ax3 —bx% +¢)
dx dx

= (ax® —bx? +¢)(—=15x"* 4+ k) + (5x 3 + kx)(3ax? — 2bx).
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Teorema 5-8

f
Sif y g son dos funciones derivables y si g(x) # 0 sobre un intervalo K entonces la funcién h = — es derivable sobre

df dg
K, y ademas para cualquier x € K y se tiene que i <f(x)> 9(x )& — flx )dx
> Y p q y q ax \ g(x) HOL

[ Demostracion (p. 364) p }

Puede decirse que la derivada del cociente de dos funciones es igual al denominador multiplicado por la derivada del numerador,
menos el numerador multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido por el cuadrado del denominador.

Ejemplo 144

d /5x2—x+1
dx \ x3+4x2

(x3+4x2)dix(5x2—x+1) —(5x2 —x+1)

di(x + 4x%)

[x3 4 4x2]2

(x3 +4x%)(10x — 1 +0) — (5x% — x + 1)(3x% + 8x)
N [x3 + 4x2]2

~10x* — %3 + 40x% — 4x? — 15x* — 40x> + 3x3 + 8x? — 3x? — 8x
[x3 + 4x2)2

~ —5xt 4+ 2x3 4 x2 — 8x
[x3 + 4x2]?

conx #0,x # —4

Ejemplo 145

d (\/—+5> (4x? +2 \/"+5 f+5 4x +2)
= -

4x2 4+ 2 [4x2 + 2)2
B (4x2 +2) (2\/_)—(\/77—1-5)(87()
o [4x2 + 2]?
2+ 1—/x- 8x(y/x+5)
B VX (4x2 4 2)2
2+ 1—8x(x + 5v/x)
B Vx(4x2 4 2)2
1—6x% — 40x\/x

= , conx>0

Vx(4x2 + 2)2
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< o > (%—2)-2—2x<%x32)

(Vx—2p

1

29/x —4— %x?
V27

69X —12-29x  4Jx—12
3(vx—2)2  3(Vx—2)?

Los pasos con x~2/3 requieren x # 0; en x = 0, el cociente incremental de la funcién original tiende a 2/(—2) = —1,
y la férmula final también da ese valor

con x # 8.

n Derivada de una funcién compuesta (Regla de la cadena)

Si consideramos las ecuaciones y = u®, u = 5x? + 8 entonces puede escribirse “y” como y = (5x2 + 8)5.

En igual forma, siy = /1, u = 4x? + 5x + 2 entonces puede expresarse “y” como y = VAXZ 4+ 5x + 2.
En general, siy = f(u), u= g(x) entoncesy = f(g(x)).

Las ecuaciones anteriores dan en forma explicita las siguientes funciones:

f={(uwy)/y="~fw}

g={(xw/u=gx}

h={(xy)/y="flgx)}

La funcién h para la cual h = f(g(x)) recibe el nombre de funcién compuesta y se escribe h = (f o g)(x) = f(g(x)).

Observe que los elementos del dominio de h son los x que pertenecen al dominio de la funcién g, tales que g(x) pertenezca al

dominio de f.

Ilustraremos lo anterior con el siguiente diagrama:

h=fog

Fig. 2.11: Dominio de una funcién compuesta

Otros ejemplos de funciones compuestas son:
@ h(x) =V6x—4 =f(g(x)) donde f(x) = X yg(x)=6x—4

@ h(x) =¥+ =f(g(x)) donde f(x) = e* yg(x) =3x>+1
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Determinaremos ahora la derivada de una funcién compuesta.

Teorema 6-9

Si la funcién g = {(x,y)/ y = g(x)} es derivable sobre un intervalo S; y si la funcién f = {( )/ y="flu } es
derivable sobre un intervalo S, tal que Sy = {g )/ x € 51} entonces la funcién compuesta f o g es derlvable sobre Sq
d df(u)

y a[f(g(X))] =30 g'(x),con u=g(x) yxe€S.

[ Demostracion (p. 364) p ]

Esta formula recibe el nombre de Regla de la Cadena.

i[f(3x2 + 1] =F'(3x*+1)- i(3x2 +1) = (3x*+1) - 6x
dx dx

I Corolario 2.
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d
Si g es derivable y u +— uP es derivable en u = g(x), entonces ™ [g(x)]P = plg(x)]P~'g’(x). Parap € Q se aplica en los

puntos donde la potencia es real y g(x) # 0; los ceros de g se estudian por separado, salvo las potencias enteras positivas.

{ Demostracion (p. 364) p J

El corolario es una aplicaciéon inmediata de la regla de la cadena en la forma 4y = j—ﬁ . j—z cony =uP, u=g(x)y
dy
—~Z —p.upr!
du_ P
Ejemplo 150
d
—(5x +3)*
dx( x+3)
En este caso u = 5x + 3, por lo que
—I[(5x+3)*] = 4(5x+3)°- —(5x+3)
dx dx
= 4(5x+3)*-5
= 20(5x+3)°
d 4 2 -2 4 2 3. 4 a4 2
a[(?)x +5x°+4)7°] = —2(3x"+5x"+4)7"- E(BX +5x° +4)

—2(3x* +5x% +4)73 . (12x3 + 10x)

4 oera = Lt
dx dx

]. 2 —1

5 (5x"+4)7 - (10x +0)
5x

V5x2 + 4
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| =

(6x* + 7x2)%

%\4/ oxt +7x2 =

X

(6xF 17X T - (2453 + 14x)

== o

12x3 + 7x
2¢/(6x* + 7x2)3

Ejemplo 154

d 1 12x
—\/5x+ V6x2+1 <5+—>
dx 2vV6x2 +1

2/5x + vV6x2 + 1
_ 1 [ 5Vex2+146x
2/5x + V62 + 1 Vé6x2+1

Ejercicios

@ 6.1 Determine la derivada de las funciones con ecuaciones:

2x
1 f(x) =6x>+
) Vxd+1
2
5 f.()()2557( +1
2x

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Diferenciales. Interpretacién geomeétrica
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Incrementos

este punto antes de definir el diferencial y dar su inter-
pretacion geométrica.

Al dar la definicién de la derivada de una funcion f como el

f h)—f
}lllrrb w se utiliz6 h para sefialar un namero fee+h)
-

distinto de cero tal que x + h pertenece al dominio de f .

fx)

Graficamente se tiene la representacion de f y la recta
tangente:

Fig. 2.12: Grafica de f(x) y la recta tangente

Puede decirse que h es la diferencia entre las abscisas de dos puntos de la grafica de f. Esta diferencia recibe el nombre de
incremento de x y se denota por Ax.

f h) —f
Para una funcién f, dada al sustituir h por Ax en la expresién w , se obtiene

o f(x+ Ax) —f(x

f(x + Ax) — f(x)

Ax de donde

Siy = f(x) entonces el incremento en “y” correspondiente al incremento Ax de x, que se denota por Ay, esta dado por
f(x + Ax) — f(x).

Asi, Ay es el cambio en “y” debido al cambio Ax en x.

Ay f(x+ Ax) —f(x)

Larazon — = B wa— recibe el nombre de razén promedio de cambio de f o de “y”, respecto a x, para el intervalo
[x,x + Ax].
) d A . f(x+ Ax) —f(x . , . , . . ,
La derivada: <2 = lim —2 = lim flx+ Ax) = () recibe el nombre de razén instantanea de cambio o simplemente razén
dx  Ax—=0Ax  Ax—0 Ax

de cambio de “y” o de f respecto a x.

155

Siy = 2x% + 1 hallar Ay en términos de x y Ax.

o Determinar Ay para:
O <=1 Ax=01
O =10 ax=001
Solucion.
Ay = f(x + Ax) — f(x)
=2(x+Ax)2+1—(2x>+1)
=2(x% + 2xAx + (Ax)?) +1—2x*> —1

= 2x2 4 4xAx + 2(Ax)? — 2x2
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= (4x + 2Ax)Ax

@ Parax =1, Ax =0.1 se tiene que:
Ay = (4-1+2-0.1)0.1 = 0.42

Puede decirse que existe un incremento de 0.42 en las ordenadas debido a un incremento de 0.1 en las
abscisas.

o Parax =10 y Ax = 0.01 se tiene que:
Ay =(4-10+2-0.01)0.01 = 0.4002

9 Hallar la razon promedio de cambio de “y” respecto a x para el intervalo [2, 2.5] y para el intervalo [2, 2.01].

Solucion.

La razén promedio de cambio de “y” respecto a “x” esta dada por:

Ay f(x +Ax) — f(x)  (4x + 2Ax)Ax

— = de dond
Ax Ax Ax ¢ donde
A
A—z:4x+2Ax

A
En el intervalo [2, 2.5] se tiene A—z =8+2(05)=9 vy el intervalo [2, 2.01] se obtiene

A
Y g4 2(0.01) = 8.02
Ax

e Hallar la razén de cambio de “y” respecto a “x”. Determinar el valor de esta razén en 2 y en 4.

Solucion.

3] «

La razén de cambio de “y” respecto a “x” esta dada por:

lim Ay = lim (4x +2Ax) = 4x
Ax—0 AX  Ax—0

En 2 esta razén instantinea es 8 y en 4 toma el valor de 16.

156

Demostrar que la razén de cambio del volumen de una esfera con respecto a su radio, es igual al area de la superficie
de la esfera.

Solucion.

4
El volumen de una esfera de radio v es V = —7tr°

3

La razén de cambio del volumen con respecto al radio esta dado por:

ArSo Ar
. Vir+Ar)—V(r)
= lim
Ar—0 Ar
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4 4
~7i(r + Ar)3 — gnr3

Ar—0 Ar

4 134 312Ar + 3r(Ar)? + (Ar)2 —13
Ar—03" Ar

4 Ar(3r? 4 3rAr + (Ar)?)

AT—>03" Ar

I
5
\
A

I
3
\
A

= 47r? expresion que corresponde precisamente al area de la superficie de la esfera.

Diferenciales

Sea f una funcién definida por y = f(x), derivable sobre un intervalo S.

Sea Ax diferente de cero tal que Ax + x pertenece al dominio de f y el punto (x + Ax, f(x + Ax)) esté en la gréifica de f como
se muestra en la siguiente figura:

K (Nx+x, y+AY)
R AN ] S
T
VAN
[ SEEEEERRERD e
x Ax +x >

Fig. 2.13: Grafica de f(x)

Sabemos de la definicion 2 - 5 que:

f(x + Ax) — f(x)

f'(x) = lim si el limite existe

Ax—0 Ax
luego:
o (BY Y = i (AYY) L b ) — () () —
Jim, (G0 =709) = fim, (33) - fim, 700 =09 =) =0
A
de donde para cualquier € > 0 existe 8 > 0 tal que A—z — f'(x)| < € siempre que 0 < |Ax| < § o sea, |Ay—f'(x)-Ax| < ¢]Ax]

siempre que 0 < |Ax| < &.
Lo anterior significa que |Ay — f/(x)Ax| puede hacerse tan pequefio como se quiera, tomando |Ax| suficientemente pequefio.

Luego, f’(x)Ax es tan buena aproximacion para el incremento Ay como se desee, tomando |[Ax| suficientemente pequefio.
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Definicion 7-7

Sif es una funcién tal que f/(x) existe sobre un intervalo S y si Ax es cualquier ntimero distinto de cero, la diferencial
de  con respecto a x es igual f/(x) multiplicada por Ax. Esta diferencial se denota por d,f(x) de tal forma que

dyf(x) = f'(x)Ax

Sif(x) = 4x? 4+ 1 entonces dyf(x) = 8xAx.

Ejemplo 158

Consideremos ahora una funcién compuesta h = f(g) donde y = f(x) x = g(t) siendo t la variable independiente
final y “x” la variable intermedia. Luego y = h(t).

Aplicando la definicién 7 - 7 tanto a “y” como a “x” se obtiene: dyy = h'/(t)At, dix = g’(t)At.
Utilizando la regla de la cadena para derivar h respecto a t se obtiene que h/(t) = f’(x)g’(t).
Luego diy = h/(t)At = /(x)g’(t)At = f'(x)d¢x, formula que se escribe usualmente dy = f/(x)dx, y que se lee

como la diferencial de “y” es igual a la derivada de “y” con respecto a “x”, multiplicada por la diferencial de “x” donde
dy, dx son diferenciales con respecto a la misma variable.

Definicion 7-8

Si una funcién f esta definida por y = f(x) entonces la diferencial de x, que se denota dx, esta dada por dx = Ax donde
x es la variable independiente final, y ademas, la diferencial “y” es siempre: dy = f’(x)dx.

En la figura 2.13 es facil observar que dy es una mejor aproximacion de Ay conforme Ax se hace cada vez mas pequefia.

Determinar Ay, dy, Ay — dy paray = x> — 3x, x = 2; Ax = 0.03

Solucion. Consideremos f(x) =y = x> — 3x. Calculemos primero el incremento:
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Ay = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)? — 3(x + Ax) — (x* — 3x)

— Ay = x> + 2xAx + (Ax)? — 3x — 3Ax — x* + 3x

= Ay = 2xAx + (Ax)? — 3Ax

= Ay = (2x + Ax — 3)Ax

Parax =2, Ax =0.03; Ay = (4 + 0.03 —3)(0.03) de donde Ay = 0.0309
Ahora calculemos la diferencial dy:

dy = f'(x)dx = (2x — 3)dx

Luego parax =2, Ax = 0.03 se tiene que dy = (2 -2 — 3)(0.03) = 0.03

Por tltimo Ay — dy = 0.0309 — 0.03 = 0.0009.

124

Ejemplo 160

Utilizando diferenciales, calcular aproximadamente el valor de v/122.
Solucién. Tomemos f(x) =y = /x, x = 125, dx = Ax = —3.
Nos interesa determinar una aproximacion ay + Ay parax = 125 y dx = —3.

Para ello calculamos el diferencial de “y”:

«

1
dy = f/(x)dx = ——dx; sustituyendo “x” por 125 y dx por —3 se obtiene que:
y (x) N y P y dxp q
— -1 -1 -1 -1
3\3/(125)2 \3/(125)2 56 5 25

dy

Luego dy = —0.04, y =5 =+v/125
Asi aproximamos Yy + Ay parax =125, dx = Ax = -3 cony + dy =5—0.04 =4.96

Luego v/122 ~ 4.96

-

Solucion. Sea A(x) =y = x* donde x es el lado del cuadrado, A denota su area.

Se desea determinar cuanto aumenta el area cuando la longitud del lado pasa de 5 cm a 5.01 cm.

El lado de un cuadrado es igual a 5 cm. Hallar el incremento aproximado de su area si el lado aumenta 0.01 cm.
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Calculemos la diferencial de area. Asi:
dA = f’(x)dx = 2xdx, donde x =5 y dx = 0.01
Luego:

dA = 10(0.01) = 0.1 y aproximamos A + AA parax = 5, dx = 0.01 con A + dA = 25+ 0.10 de donde
A + dA = 25.10, area del nuevo cuadrado.

El incremento aproximado del area es de 0.1 cm?.

162

Al calentar una esfera de radio R = 9 ¢m, su volumen aument6 32.47t cm3. Hallar aproximadamente el alargamiento
del radio de la esfera.

Solucion.

Seaf(R) =y = §7TR3 la ecuacion para el volumen de la esfera.

En este caso conocemos el incremento del volumen de la esfera y lo aproximamos mediante dV ~ 32.47 cm3.
Debemos averiguar la diferencial o el incremento del radio, es decir dx = Ax(dR = AR)

Como dV = f’(R)dR = 47R?dR; dV = 32.4t cm® y R =9 cm entonces:
32.47t cm3 = 47(9 cm)?dR y por tanto dR = 0.1 cm.

El radio de la esfera se alargd aproximadamente 0.1 cm.

Ejercicios

@ 7.1 Resuelva los problemas siguientes:

1 Hallar el valor aproximado de (99) .

2 Seau = f(x) yv =g(x), donde f y g son funciones derivables sobre un dominio comin. Exprese la diferencial del
producto uv en términos de las diferenciales de u y v.

3 Un paralelepipedo rectangular de 10cm de altura tiene por base un cuadrado cuyo lado es igual a 20cm ;Cuéanto aumentara
el volumen del paralelepipedo si el lado de la base se alarga 0.02cm?

4 De cada cara de un bloque cubico de madera se saca una capa de 0.3cm de espesor. Si el bloque tenia originalmente 7cm
de arista, aproximadamente ;cuanto va a decrecer el volumen a causa del proceso?
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@& Ir a «Préacticas de CDI»

Nota: A partir de la notacion diferencial se tiene que dy = f'(x)dx por lo que se puede dividir por dx obteniéndose por tanto
dy
= 3

El usar el cociente de diferenciales para denotar la derivada de f se debe a Leibniz y se utiliza a veces al denotar las derivadas de
orden superior.

que f/(x)

n Derivadas de orden superior

Si f es una funcién diferenciable, es posible considerar su funcién derivada como:

f'={(xy)/y= %} para x en el dominio M de f.
f'(x+h) —f'(x)

Si para algunos valores x € M existe el }llirrb I dice que existe la segunda derivada de la funcién f que se
—
2 d
denota por f”(x) o @f (x), que equivale a ™ [a} . O sea, la segunda derivada de la funcion f se obtiene

derivando la primera derivada de la funcién.

163

Si f(x) = 5%3 4+ 6x% — 5x + 1 entonces:
f'(x) =15x* +12x —5 y

f’(x) = 30x + 12

Ejemplo 164

x2 4 3x

entonces:

Sig(x) =
(x —1)(2x +3) — (x*> + 3x) B x2 —2x—3

g'(x) = x—1) T o1 y derivando nuevamente
"(x) = (x—1)2(2x —2) — (x2 —2x —3)2(x — 1)

s (x— 1)
 (x—=Dl(x—1)(2x —2) —2(x* —2x — 3)]

a (x—1)*

8
(x—1)°

Por tanto g”(x) =
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2 3
“_»

Similarmente podemos decir que la derivada de o2 respecto a “x” es la tercera derivada de f respecto a “x” que se denota )
X X
o f(x).

daf
La derivada de la tercera derivada es la cuarta derivada e Yo podriamos continuar sucesivamente hasta la enésima derivada
X
n

de f que se denota por —— o f (") (x). Generalmente se habla del orden de la derivada; asi la primera derivada es la derivada

de primer orden, la segunda es la de segundo orden, la enésima derivada es la derivada de orden n.

165

Determinar g”(x) si g(x) = v'x?> + 2x 4+ 3,donde Dy = R.

Solucion.
Obtenemos primero g’(x)

"(x) = _x+l
J VX2 +2x+3
Luego:
VEF 22X +3— (x+1)
g’ (x) = TS 3)2V XEXHS v se tiene que:

2
24+ 2x+3)VX2+2x + 3

Ejemplo 166

Determinar £/ (x) si f(x) = 2x3 — 4x5 + x

Solucion.
Se tiene que:

f'(x) = %x‘g — gx? +1
f'(x) = %‘Lx?s + %x%

Por ultimo:

20 s 192 _s
— 3 5

F1 _ <Y _ 17e
() = 55x7 = 135*
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n

d"y
Siy= determi —.
iy = 4/x determinar o

En este caso debemos dar una forma general para la derivada de orden n, partiendo de las regularidades que se
presentan en las primeras derivadas que calculemos.

Asi:
’ lx%l
v=3
-1 5 -1 —e2un
y” = T 7 — > 2

15 - 15 —cea-
4) _ = e
B TLE T

5) _ 105 o 105 _es

YTt T

—1)+t11.3.5.7. . — (an—
y(“]z( 1)n+ti1-3 52n7 o (2n 3)x 2n—1) paran > 2.

Ejercicios

d"w | W 1
siw = .
dun 1+2u

@ 8.1 Obtener

@& Ir a «Practicas de CDI»

Una aplicacion de la segunda derivada

Anteriormente hemos estudiado que si s = s(t) nos indica la distancia de una particula al origen en un tiempo t, entonces

d
as(t) es la velocidad en el tiempo t.

d
Al calcular la derivada de la velocidad respecto al tiempo, es decir, al calcular av(t) se obtiene la aceleracion instantinea en el
2
tiempo t. Si denotamos esta aceleraciéon por a(t) se tiene que a(t) = @s(t), es decir, la aceleracion es la segunda derivada

de la distancia respecto al tiempo.
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<

Sea s = cont > 0, la ecuacién que determina la distancia en el tiempo t (en segundos) de una particula al

32
12 4 12
origen en un movimiento rectilineo. Determinar el tiempo, la distancia, y la velocidad en cada instante en que la
aceleracion es nula.

Solucion.

32
Sis= e entonces la velocidad v esta dada por:

—64t : . 19282 — 768
(P s'(t) y la aceleracion es a = i - V(1)

Averiguemos el tiempo en que la aceleracion se hace cero:

v(t) =

at) =0 < 1922 —768 =0 <= t? =4 «— t=2

Luego, la posicién cuando t = 2 es s = 2 metros y la velocidadent =2 es v = —m/seg.

Ejemplo 169

Determinar la pendiente de la recta tangente en cada punto de la grafica de la curva con ecuaciéon y = x* + x> — 3x2,
en los que la razén de cambio de la pendiente es cero.

Solucion.
Se tiene que y’ = 4x> 4 3x? — 6x da la pendiente de la recta tangente a la curva.
Ademas y” = 12x? + 6x — 6 determina la razén de cambio de la pendiente.

Debemos averiguar los valores de x en los que esta razon de cambio es cero;
1 1 7
Entonces y :0<:>6(2x—1)(x—|—1):0<:>x:§ox:—1

1 ) AT (1 1 1\ -7 B .
Luego, cuando x = 5 la pendiente es y <2) =4 <8) +3 (4> —6 (2> =57 cuando x = —1 la pendiente
esy (—1)=—4+3+6=>5.

170

Siy = f(x) es la ecuacidon de una curva, se sabe que f’(x) determina la pendiente de la recta tangente a la grafica de f
en un punto (x,y).

2

Se tiene que —1‘; es la razdn de cambio de la pendiente de la recta tangente respecto a x. Mas adelante utilizaremos

la segunda derivada de una funcion para determinar los extremos relativos de una funcion y para determinar la
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concavidad de la grafica de una funcién.

Determinar la razén de cambio de la pendiente en (3,27) para la curva con ecuacién y = (2x — 3)3.

Solucion.
La razén de cambio de la pendiente estd dada por la segunda derivada de la funcién, asi:

dy d (dy\ d n B
w_a(a>_a[6(2x—3)]_12(2x—3).2_24(2x—3)

En el punto con coordenadas (3,27) la razén de cambio de la pendiente es:
24(2-3—-3)=24(6—-3) =72

d2
Luego d—:z’ — 72 en (3,27).

n Derivada de la funcion logaritmica

Vamos a estudiar la derivada de la funcion f definida por f(x) = log_x, dondex e Ry a € R" talque0<a<lo6a>1

Teorema 9-10
Sia>0y a#1, ysi x>0, entonces la funcién log , = {(X,y)/ y =log x, x €]0, —i—oo[} es derivable sobre su

1
dominio ]0, +oo] d log, x = < log, e, x> 0.

Y

[ Demostracion (p. 364) p }

Aplicacion del teorema,

o i10 x—llo e
dx gZ _X g2

eilo x—llo e
ax 81T 08
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Teorema 9-11

Seaa >0y az#1, silafunciong = {(x, u)/u= g(x)} es derivable y g(x) # 0 sobre un conjunto M, entonces la fun-

cion F definida por F(x) = log, |g(x)|, x € M, es derivable sobre M y F/(x) = di;c log, [ul = %(log(1 e)dixu, x € M.

[ Demostracion (p. 364) p }

Ejemplo bkl Aplicacion del teorema,
10x

d 2 _ 1 _
o alog3(5x +1)= 521 log, e(10x) = 521 log, e

d 1 1 log,e
ealo&\/;—ﬁ logze~m— o x>0

ei 10 X+1
ax & i3

x*+3 o e_(x2+3)—(x+1)(2x)
T xt1 8 (x2 +3)2
_L‘X—XZ 10 e X>—1
T2 t3) BE

En particular si la base de los logaritmos es e entonces el log, x se denota por In(x), y:

~1:1, esdeciri lnxz1
X dx X

x| =

oilnx—llo e=
dx Tx Be €=

9 Si g(x) es una funcién derivable con g(x) # 0 entonces:
d

1 d

In|g(x)| = ﬁa(g(ﬂ)

dx
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d 1 d
C x4 = —— S (A
o n(vx+1+x) \/m—i—xdx( x+14+x)

1 1—+5
X > .

1
= . —|—1 ,
vx+14+x <2\/x—|—1 ) 2

—1r12x:—[lnx]2:2[1nx]-ilnx:ZInx-lzzlnX
X X
177
4t +5) = Lnpe 4 5)
dx dx
=4[In(x*> +5))° - L(ZX)
x2+5
(2
:8x In’(x* 4 5) CER
x2+5
d 3 —12x—1 -1
a[lﬂ(SX‘Fl)-‘LX]—m—‘l—W, X>?.
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Ejemplo 179

d 2
dx <ln(x + 1))

_d =
= — (2In(x+ 1))

1 —2
x+1  (x+1)In(x+1)

=—2[n(x+1)]2-

Ejercicios

@ 9.1 Siln50 =3.912 calcule, utilizando diferenciales, un valor aproximado a tres decimales de In(50.4).

@& Ir a «Practicas de CDlI»

m Derivada de la funcion exponencial

La funcién exponencial de base a,cona >0 y a # 1, tiene como dominio R y como dmbito ]0, +-ool.

En el teorema siguiente se dara la derivada de la funcién exponencial.

Teorema 10-12

—a*=a*Ilna

dx

[ Demostracion (p. 365) p }

Ejemplo k(1] Aplicacion del teorema

d X __ nX
(1) 5.2 =2"In2

d X _ AX
(2] LY =44
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o d 1 x 1 x 1 1 — ln 2
JRN— - el —_ n-—-——=
dx \ 2 2 2 2%

3\ L3
3) M3

2n
7N
> W
N———
X

Il

. . . d d
Observe que si la base de la funcidén exponencial es e, entonces d—e" =e*Ilne=e¢e"-1 de donde —e* = e*.
X

Teorema 10-13

Sia>0, con a#1, ysi g={(x,y)/y=g(x)} esderivable sobre M entonces la funcién compuesta f(x) = ag)

d
es derivable sobre M y aag(") =a%Ina %, para x € M.

{ Demostracion (p. 365) p ]

d d d
Igual que el caso anterior, si la base de la funcién exponencial es e, entonces —e9*) = e9®) Ine d—i de donde aeg(x] =

dg
g(x) =9
e dX.

Ejemplo k3l Aplicacion del teorema

(1) Aosx _pqnp. sy = 25%(In2) - 5 = 5(2°*In?2)
dx dx

e %3(x2+1) — 3[x2+1) In3- d;‘;((XZ + 1) _ 3(X2+1)(11’13)(2X)

dx
d
< I

d
5 R

d 1 4Vx1n4
© 4+ =4FIn4. —="—"2_

2yx 2V

d
e2x _ er_(ZX) — 262x
dx

65x+1 — 565x+1

Ejercicios
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@ 10.1 Determine la derivada de cada una de la funciones siguientes:

2 g(x)=3e"
3
3 h(t)= poTa

2—-5¢

5 f(x) = (x2 + e*x3) In(1 +27%)

@ 10.2 Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuacién y = 3 e 2* tal que sea paralela a la recta con
ecuacion x +y = 2.

<@ 10.3 Determinar la ecuacion de la recta tangente trazada a la curva con ecuacién y = e2* en el punto de su interseccién
conelejeY.

@ 10.4 La dependencia entre la cantidad x de sustancia obtenida en cierta reaccion quimica y el tiempo t de reaccion se
expresa por la ecuacién x = A(1 — e ¥!). Determinar la velocidad de reaccion.

@& Ir a «Practicas de CDI»

n Derivadas de la funciones trigonométricas

A continuacidn se presentan las derivadas de las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
cosecante.

Teorema 11-14

o g d d d 2
Para todo x en el dominio de cada funcién se cumple que: — senx = cosx, — cosx = —senx, — tanx = sec”x,

dx dx dx

d d d
— cotx = —csc?x, — secx = secx tanx y —— CSCX = —cscxcotx.
dx dx dx

{ Demostracion (p. 365) p J

d
o — senx = cosx
dx

Utilizando esta como guia, junto con el teorema 5 — 8 (derivada de un cociente de funciones), se pueden realizar las
respectivas demostraciones sobre las derivadas de las funciones trigonométricas.
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En general, aplicando la regla de la cadena para funciones compuestas, se cumple que

.49

i(sen[g(x)]) = cos[g(x)] ™

dx

i[sen(6x)] = cos(6x) - i6x =6 cos(6x)
dx dx

d d COS /X

— sen 3x:cos\3/§~—\3/§:3—\/_

dx dx 3/ %2

d 4x 4x d 4x 4x 4x 4x 4x
—[sene*™] = cose™ - —e*™* =cose™™ - e -4 =4e" cose
dx dx

d d
—X(sen4 x) = a[(senx)‘l] = 4(senx)® - cosx = 4sen®x cosx

Ejercicios

@ 11.1 Determine la primera derivada de cada una de las funciones con ecuaciones:

1 f(x) =sen(5x> — 2x2 + 4)
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d
9 — COSX = —senx
dx

En general, si uw = g(x) aplicando la regla de la cadena se tiene que ™ [cosu] = —senu - ™

137

i[cos(8x3)] = —sen(8x%) - i(8x3) = —24x? sen(8x%)
dx dx

i(cos3 x) = i[(cosx)?’] = 3(cosx)?(—senx) = —3 cos®*x senx
dx dx
Ejercicios

@ 11.2 Determine f’(x) si:

1 f(x) = cosV/x2
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2 f(x) = cos (3x—|— 1)
X

3 f(x) =+/cosx, XE]2T17T—§,2T17T+§ ,MeZ

4 f(x) =4 cos3*

@& Ir a «Préacticas de CDI»

t
9 d Zr;(x) =sec’x, con x # (2n+1) g, neZz

En general, su u = g(x) entonces aplicando la regla de la cadena se obtiene que

dtanu sec?(1) du
dx dx

sec?(In x)

4 tan(In x) = sec?(In x)i In x = , x>0
dx dx

d 2 sec” x
—V/tanx = -sectx =

1
dx 2/tanx 2V/tanx

Ejercicios
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@ 11.3 Determine f’(x) si

1 f(x) = et
2 f(x) = Vvtan2x

3 f(x) = tan®(2x)

@ Ir a «Practicas de CDI»

d 2
—[cotx] = — , M, ne’l
e dX[co ] csCXx, X # M, n

Siu = f(x), aplicando la derivada para la composicién de funciones se obtiene que

dcotu csc?y T
dx dx

139

d
—(cot5x) = —csc® 5x -5 = —5 csc? 5x
dx

i(cot3 5x) = i[(cot5x)3] = 3(cot5x)? - —csc® 5x -5
dx dx

—2(—csc? x) 2 esc? x
(cotx)2  (cotx)?
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Ejercicios

@ 11.4 Determine f’(x) si

1 f(x) = cot(5%)
2 f(x) = 2+v/cotx

3 f(x) =cot(5x> +5 In x)
@ Ir a «Practicas de CDI»

d
e a(secx) =secx tanx, x#(2n+1)=, neZ

N A

Siu = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que % (secu) =secu tanu %u.

i[sec(2x2)] = sec(2x?) tan(sz)i(sz) = 4x sec(2x?) tan(2x?)
dx dx

= e%°% gecx tanx
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Ejercicios

@ 11.5 Determine f’(x) si

@& Ir a «Practicas de CDI»

d
o d—[cscx] = —cscx cotx, x #nm ne L
X

Siu = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que dix (cscu) = —cscu cotu dixu'

141

dix[csc(Z +x2)] = —csc(2 + x%) cot(2 +x?) %(2 +x2) = —2x csc(2 +x2) cot(2 4+ x?)

Ejemplo

d d
a[csc(Z")] = —csc2* cot2* a2" = —csc2® cot2*2¥In 2 =—-2% In 2 csc2* cot2*

Ejemplo

d 1
—In (cscx) = —— - (—cscx cotx) = —cotx
dx cscx
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Ejercicios

@ 11.6 Determine f’(x) si

1 f(x) = esex’

2 f(x) = Jcscx

2
3 f(x) ZCOt(x+1>' x # —1

@& Ir a «Précticas de CDI»

n Derivadas de las funciones inversas

Previo al estudio de las funciones trigonomeétricas inversas, es necesario determinar la derivada de la funcién inversa de una
funcién dada. Para ello consideremos el siguiente teorema.

Teorema 12-15

Sea f una funcidn estrictamente monotona y continua en un intervalo [a, b] y ¢ la funcién inversa de f.
Si f/(x) existe y es diferente de cero para x €]a, b[, entonces la funcion derivada g’(y) también existe y no es nula en
el correspondiente “y” donde y = f(x).

Ademas se tiene que g’(y) Ik o sea % (y) = %

dx

[ Demostracion (p. 365) p J

Note que siy = f(x) entonces x = g(y) correspondea f(y), y (f })/(y) =

dx
Consideremos la funcién definida por:

f :]0, +oo[—>] — 3, +ool, f(x)

Esta funcién posee funcién inversa definida por:
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g :1 —3,+00[—10,+ool, g(y) = Vy +3

1
2y +3

Se tiene que g’(y) =

Como

1 1 1

T2/ 3413 2/ 2
1 1

2 /(x)
dx(X 3)

Note que: Vx2 = [x| = x pues x €]0, 40|

y =x*>—3 entonces g’(y)

202

Seay = f(x) = x® la ecuacién de una funcién definida en R tal que g(y) = Jy =x, osea f!(x) = J/x.
1

3

Se tiene que g’(y) = y como y = x> entonces

y) = 1 1 _L_ 1
IWIZ 07 ~ 3o 3¢ ()
o d 1
ASI.EX—@

dx

El teorema 12 - 15 sera de gran utilidad cuando determinemos las derivadas de las funciones trigonométricas inversas.

m Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas

Conviene recordar que:

0 Si una funcién es continua y estrictamente creciente (o decreciente) en un intervalo, entonces posee funcién inversa la
cual también es continua y estrictamente creciente (o decreciente).

e Las funciones trigonométricas son periddicas por lo que la correspondencia entre la variable independiente y la dependi-
ente no es uno a uno.

De aqui se tiene que la inversa de una funcién trigonomeétrica no es una funcion, es una relacion.

Sin embargo, si se restringe el dominio de una funcién trigonométrica se establece una relaciéon biunivoca y la inversa de la
funcién trigonométrica si es una funcién.

Funcion seno inverso

Al considerar la grafica de la funcion seno:
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N

——— =41y

w
—_—— =y

-1
Fig. 2.14: Grafica de la funcién seno

Se observa que en varios intervalos, por ejemplo:
] [3m 5m) [-5n —3n
2721727227 2]

etc, la funcién seno es continua y estrictamente creciente, por lo que podria escogerse alguno de ellos para definir la funciéon

. ., . -7 T .,
inversa de la funcién seno. Usualmente se toma el intervalo BT Luego, se define la funcién seno como:

F={(x,y) talque y = senx, con x € {_27(,721] ye[-1,1]}

. . . . . . . —T T . L. .
La funcion F asi definida es continua y estrictamente creciente en el intervalo [, — |, por lo que existe una unica funcion,

2
definida en el intervalo [—1, 1], llamada funcién seno inverso. Esta funcién, denotada arcsen, se define como sigue:

—T T

f:[-1,1] — {2,2

] , f(x) = arcsen x

- T
Se tiene entonces que Yy = arcsenx <= x =seny, y € [2, 2} .
—TT T

Luego, arcsen(r) con 1 € [—1,1], es el tnico ndmero t € [2,2

] parael cual sent = .

arcsen0 =0 pues sen(0 = 0. ]

arcsen < ) T sen (7-[) L
= — pues - =—
2 g P 4 V2
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<
I
w
)
2
&

\ y = acrsen(x)

|
|
|
|
|
|
1

—— == —| |y
oY e - — — —

-7

Fig. 2.15: Grafica de la funcién seno y arcoseno

Derivada de la funcion seno inverso

- 7
Como Yy = arcsenx <= X = seny, para Yy € [7, E] , x € [-1,1], aplicando el teorema 12 - 15 (derivada de una
funcién inversa) se tiene que:
d 1 1
— (arcsenx) = =
dx d cosy
—seny

dy

Como cos? y +sen? y=1, ycosy >0 para y € [%T, ﬂ entonces cosy = /1 —sen? y = /1 —x2 pues x = seny.

Luego: %(arcsenx) = \/% para x €] —1,1[
d ' (x)
En general — (arcsenf(x)) = —————, f(x) €] — 1, 1L
general g faresen 1(x)) = — s 1)
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i(arcsen5x2) S S . i(57(2) o X x| < L
dx 1— (5x2)2 dx V1 —25x% V5

4 (arcsen v/x) =
dx

) 1 3 arcsen” x

d 3
— (arcsenx)” = 3(arcsenx)” - , x€]l—1,1[
dx( ) ( ) V1—x2 V1—x2

Ejercicios

. d .
@ 13.1 Determine —h(x) si:
dx

2x
1 h(x) = —
(x) = arcsen <x i 1)

2 h(x) = arcsen(2x? + 3). Determine primero si existe algin x real en su dominio

@& Ir a «Practicas de CDI»

Funcioén coseno inverso

Como en la funcién seno, la funciéon coseno es continua y estrictamente decreciente en varios intervalos por ejemplo:
[—27t, —, [0, 7], [271, 371, etc, por lo cual debe restringirse su dominio de tal forma que posea funcién inversa.

Sea entonces la funciéon F tal que:

F={(xy) talquey = cosx, con x € [0,7, y € [-1,1]}
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La funcién F asi definida es continua y estrictamente decreciente en el intervalo [0, 7], por lo que posee funcién inversa. Esta
recibe el nombre de arco coseno, (o funcién coseno inverso), y se denota arccos.

Se define de la siguiente forma:

f:[-1,1] — [0,7], f(x) = arccos x

Se tiene que Yy = arccosx <= x =cosy con Yy € [0, 7]

Luego, arccos(k) con k € [—1,1], es el Gnico nimero « con « € [0,7t] para el que cos x = k.

arccos(—1) =@ pues cosm = —1

_\/g 57 57 _\/:-_3
arccos T :? pues cos ? =

arccos(0) = g pues cos (g) =0

arccos 1 = E ues CoOS (E> = 1
2) " 3P 3) 72

La representacion grafica de la funcion coseno y la de la funcién arco coseno es la siguiente:
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Y y
\ = cos(x
1 y ) k7r Y = acrcos(x)

148

NE

Y
=

Fig. 2.16: Grafica de la funcidén coseno y arcocoseno
Derivada de la funcion coseno inverso

Comoy = arccosx <= x = cosy para y € [0,7, x € [—1,1], aplicando el teorema 12 - 15 (derivada de la funcion
inversa), se tiene que:

(arccosx) = ! R
dx d N

& cosy —seny seny

Como cos®> y +sen? y =1, yseny >0 para y € [0,71] entoncesseny = /1 —cos? y = /1 —x2 pues x = cos y.

d
Luego: a(arccos x) = con x €] —1,1][

V1—x2
En general i(arccos f(x)) = i S . af f(x) €] —1,1[
I T VTR & o

d -1 d -3 1
—(arccos(3x) = — — (Bx) = ——, |x
dX( (3x)) 1—(3x)2 dx 1—9x2 3
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d (arccos(e*)) = ! e’ = —¢ x <0
dx 1— (ex)? V1 —e2x’

Ejercicios

d
@ 13.2 Determine <9 si:
dx

1 g(x) =arccos(2x + 1)

2 g(x) = arccos (2—X>

arccos x

@ Ir a «Practicas de CDI»

Funcion tangente inversa

. o - . . -t T
Igual que en los dos casos anteriores, vamos a restringir el dominio de la funcién tangente al intervalo ] >3 [ en el que es

continua y estrictamente creciente, por lo que posee funcién inversa.

Luego se define la funcién tangente como:

G = {(x,y) tal que y = tanx, con x e]?,g[, y € R}

Se define la funcién tangente inversa, también llamada arco tangente, y denotada arctan, como:

—mt 7|
f:R— ] TRE) K f(x) = arctanx
) —m |
Se tiene que y = arctanx <= x =tany con y 6}7,5 ,x€eR

T T
Luego, arctan(k) con k € R es el tnico niimero & con & € ) [ para el que tan & = k.

ar tanl—7t tanﬂ—l
C =1 pues 1=



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/
https://wimate.org/cdi/cdipracticas/CDIprhse17.html#x34-ejercicios-calculo-de-derivadas

13. | Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 150

arctan(0 =0 pues tan0=0

219

arctan <

-1\ -=m ; (—7r -1
)% pe = ()

Ademas:

—
lim arctanx = —~ bues lim tanx = +o0

X—r+00 T
X—>
2
—t
lim arctanx = —— pues lim tanx = —o0
X——00 2 _7.[+
X—

2
La representacion grafica de la funcién tangente y la de la funcion arcotangente es la siguiente:

y Y
4

y = tan(x) y = arctan(x)

e m m— - -

Y
=

A
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
: L
:N\u
1
1
1
1
1
1
1
1
¥

y

U
o)y

€ -

4
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
Tl = > X
21
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
¥

Fig. 2.17: Grafica de la funcién tangente y arcotangente

Derivada de la funcién arcotangente

T T
Como y = arctanx <= x = tany para y € } TR {, x € R, aplicando el teorema 12 - 15 (derivada de la funcién

inversa), se tiene que:

d (arctan x) =
dx N

Como tan? y + 1 = sec?y, y x = tany entonces sec’y = 1 + x* por lo que:

— (arctanx) = x €R
dx

14 x2’
1 df

d
En general a(arctan f(x)) = TTT0OE O
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d , 1 d _, 15%2
— = T .3y 1. T 1 L0956 R
I (arctan(5x’)) 1+ (5x3)2 dx (5x°) 1+ 25x8’ e
1
= 7 0
2AL+x)
1 d _

dix(arctan(ln x)) = x>0

T x? ax ™

Ejercicios

d
@ 13.3 Determine —h(x) si:
dx

X —1
1 h(x) = arctan <2x+1>' X # -

_ 2x
~arctan(x + 1)’

3 h(x) = arctan ()%) , x#0

@& Ir a «Précticas de CDI»

Funcién cotangente inversa

Para definir la funcién inversa de la funcién cotangente, vamos a restringir el dominio de ésta al intervalo ]0, 7t[, en el que es
continua y estrictamente decreciente, por lo que posee funcién inversa.
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Se define funcién cotangente como:
H = {(x,y) tal que y = cotx, con x €]0,n[, y € R}
La funcién cotangente inversa, llamada también arcocotangente y denotada arccot, se define como:

f:R —]0, 7], f(x) = arccotx

Por la definicién de la funcién arco cotangente se tiene que y = arccotx <= coty =x con y €J0,[, x € R

Luego, arccotk con k € R es el dnico nimero « con o €]0, 7t[ para el que cot o« = k.

arccot(1) = g pues cot (g) =1

arccot(0) = g pues cot (g) =0

arccot(v/3) = g pues cot (g) =3

Ademas:

lim arccotx =0" pues lim cotx = 400

X—>+00 x—0
lim arccotx =7 pues lim cotx = —oo
X—r—00 X—=T7T

La representacion grafica de la funcidén cotangente y la de la funcion arcocotangente es la siguiente:
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y 4
) : y
y=cot(x) ! y=arccot (x) A
: .
1 e e >
I
I
I
1 z
L > x ’
2 " \
2 |
I
: > X
I
I
|

Fig. 2.18: Gréafica de la funcidn cotangente y arcocotangente

Derivada de la funcion cotangente inversa

Como y = arccotx <= x = coty para y €J0,7t[, x € R, aplicando el teorema 12 - 15 se tiene que:

11 4
 —cs2y sty

Como cot?> y +1 = csc? y, y x = coty entonces csc> y = 1+ x? por lo que:

d -1
a(arccotx) =11 x €R

—1 df

d
E 1 — tf = . _
n general —— (arccot f(x)) TR dx

a —1 d —7

—_— t 7 = —" — 7 = 7 O
dx (arccot(7v/x)) 1+ (7/x)2 dx( V) 2/x(1 +49x) -
d ) -1 —2 arccotx

™ (arccot” x) arccotx 152 1+x2 ' x €
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_eX

“ire *EF

Ejercicios

d
@ 13.4 Determine —h(x) si:
dx

2%

1 h(x)= ———
arccotx

2 h(x) = Varccotx

@& Ir a «Practicas de CDI»

Funcioén secante inversa

2
secante es biunivoca y la derivada de la funcion inversa puede expresarse por medio de una sola formula.

Vamos a elegir como dominio de la funcion secante el intervalo I de donde I = {—7‘[, _771 [ U {O, n [, ya que en I la funcién

La representacion grafica de la funcion secante en el intervalo sefialado es el siguiente:

Yy A
A !
1
1
I
I
|
1
1
I
1 1
1
1
1
T > X
=
) 2
1
1
1
1
1
1
1
v
Fig. 2.19: Gréfica de la funcién secante
Como puede observarse, la funcidn secante es continua en I, siendo estrictamente decreciente en [—71, _7 [ y estrictamente

. e
creciente en [O, > [

Existe por tanto la funcién secante inversa, llamada también arco secante y se denota arcsec, definida por:
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fi]—o00,—-1] U [1,+00[— [—71, . [ U {O, g [, f(x) = arcsecx

Por la definicién de funcion arcosecante se tiene que:

—T i
Yy =arcsecx < x =secy=x con Yy € [—71,7[ U {O,E{, x €] —o0,—1] U [1,4+o0]

Luego, arcsec(k) con k €] —oo,—1] U [1,4o00[ es el tnico numero & con & € [—7‘[, %T [ U [0, g [ tal que sec o« = k.

Sl

arcsec i = 1[ ues sec (E) =
) 6P 6/~

arcsec(—1) = —m pues sec(—m) =—1

arcsec(2) = g pues sec (;—T) =2

La representacion grafica de la funcioén arcosecante es la siguiente:

Fig. 2.20: Grafica de la funcién arcosecante
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Note que:

. T .
lim arcsecx = —~ pues lim secx =400

X—+00 7T
X——
2
lim arcsecx = —— pues lim secx =—o0
X——00 2 T
X—

2

Derivada de la funcion secante inversa

—7
Comoy = arcsecx <= X =secy con Yy € {—71, —

> [ U {O, g [, x €] —o00,—1] U [1,+o0l, utilizando el teorema

12 - 15, se obtiene que:

1 1

@secy secy tany

4 (arcsecx) =
dx N

Como tan? y = sec> y — 1, y tany > 0 cuandoy € [—n, %T

[ U {O,g{, entonces tany = /sec2 y —1 = vx2 —1

pues x = sec Yy

Luego %(arcsec X) = con |x|>1

1
xvVxZ—1

d 1 d
En general, siu = f(x) con [f(x)| > 1 entonces a(arcsec u) =

u u2—1.au

i(arcs.ec(Zx)) -t i(2)() -z [x| > 1
dx 2x/(2x)2—1 dx Va2 =1’ 2

233

d 1 1 d1 -1 -1
— [ arcsec | — - — = = = , 0< x| <1
dx X 1 /1 dx x 1 /1 /1

X

Ejercicios

. d .
@ 13.5 Determine —h(x) si:
dx

1 h(x) = arcsec v/x
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2 h(x) = arcsec(3x + 2)

@& Ir a «Practicas de CDI»

Nota: La funcién secante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:
1
arcsecx = arccos [ — | con |x|>1
X

d
En este caso ™ arcsec(x) con |x|>1
X

1
O xVXZ—1

Se deja como ejercicio para el estudiante que compruebe esta igualdad.

Funcion cosecante inversa

—Tt

Tomaremos como dominio de la funcidén cosecante el intervalo I = } —, 2] U }O, E] , en el que la funcidén cosecante es

biunivoca.

La representacion grafica de la funcién cosecante en el intervalo sefialado es la siguiente:

Y
®

- — = — —

Fig. 2.21: Gréafica de la funcién cosecante
., . . . . -7 .
Como puede observarse, la funcidén cosecante es continua en I, siendo estrictamente creciente en | —7r, 7 y estrictamente
. 7T
decreciente en |0, ik

Existe por tanto la funcién cosecante inversa, llamada también arcocosecante y que se denota arccsc , definida por:

fi]—o00,—1] U [1,—|—oo[—>}—7t,2ﬂ u }O,g}, f(x) = arccscx
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Por la definicién de funcién arco cosecante se tiene que:

—] u ]og] x €l —o00,—1] U [1,+o00l

Y = arcCsCx <= X =CSCy con y €:|—7'(, 5

Luego, arccsc(k) con k €] —oo,—1] U [1,+4o00[, es el inico numero  con & € }—71, 7] U ]O, g] tal que csc x = k.

Sl

— T pues cxc(Z) =

arcesc(—1) = %[ pues csc (i[> =1

arcesc(V2) = g pues CscC (g) =2

arcesc(—2) = %r pues csc <ﬂ> =2

La representacion grafica de la funcién arcocosecante es la siguiente:
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y
A

R4
2

1
~
N —————

Fig. 2.22: Grafica de la funcién arcocosecante

Note que:

lim arccscx =07 pues lim cscx = +oo
X——+00 x—0+

lim arccscx = —m" pues lim cscx = —co
X——00 x——7t

Derivada de la funciéon cosecante inversa

—] U ]O, g], X €] —o00,—1] U [1,+oo[, utilizando el teorema

Como Yy = arccscx <= X =Cscy para Y € }—71, 5

12 - 15, se obtiene que:
d (arccscx) = ! = ! !
dx —d B

Iy cscy

—cscy coty - cscy coty

—} U ]0, g} entonces coty = \/csc? y —1 = v/x2 —1 pues

Como cot?> y =csc> y—1, ycoty >0 paray € ]—71, 5

X = CSCy.

d
Luego — (arccscx) =

—1
dx ﬁ, para |X| >1

-1
En general, siu = f(x) con [f(x)| > 1 entonces dix(arccsc u) = d

u uz—l.au

i(arccsc (x*)) = I i(xz) o 22 x| >1
dx x2V/x4—1 dx VxE—1  xWxE =1
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d (arccsc(e™)) = ! d e’ = —¢ i x>0
dx Cenv/ex—1 dx exV/ex—1 Ve —1'

Ejercicios

. d .
@ 13.6 Determine —h(x) si:
dx

1 h(x) = arcesc(v/x)

2 h(x) = arccsc(%)

@& Ir a «Préacticas de CDI»

Nota: La funcién cosecante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:
1
arccscx = arcsen | — | con |x| > 1.
X
d -1
Ademas — arccscx = —————
dx Ix|vx2 —1

. . . 1 . .
Con esta convencion alternativa, verifiquemos que arccscx = arcsen (— . Esta igualdad no corresponde a la rama negativa
X

con [x| > 1 ,igualdad que debe comprobar el estudiante como ejercicio.

elegida anteriormente.

1 1 1
arccsCx =Y <= CsCYy =X =X &< —=seny <= arcsen| - | =y
seny X X

1
Luego arccscx = arcsen (—), y se verifica la igualdad.
X

m Funciones paramétricas

En algunos casos la ecuacién de una funcién o de una relacidén no esta dada en la formay = f(x) o f(x,y) =0, como en las
igualdadesy = 5x%>+3x, o, x*+y? = 4, sino que estd determinada por un par de ecuaciones en términos de una misma variable.

Ejemplo 240

Consideremos las ecuaciones x = t> —2t, y=t+1 con t € R.

Se tiene que a cada valor de t le corresponde un punto (x,y) del plano, el conjunto de los cuales determina una
relaciéon R x R.

La siguiente tabla de valores:
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t|—4|-3|-—2|-1/0] 1 |2]3|4]5
x| 24158 |3 |0|-1]0|3]|8]15
y|-3|-—=2|-1]0 1|2 |3|4|5]|6

Tabla 2.1

nos permite hacer la representacion grafica de la relacion de la siguiente manera:

y
A

Fig. 2.23

En general, las ecuaciones x = ¢(t), y = h(t) con h y g funciones continuas en un intervalo I, (I C R) reciben el
nombre de ecuaciones paramétricas o representacion paramétrica de una curva en el plano XY. La grafica de las ecuaciones
paramétricas esta dada por el conjunto de puntos del plano XY, que se obtiene cuando t, que recibe el nombre de parametro,
toma todos sus valores posibles en el dominio I.

La relacién que determinan las ecuaciones paramétricas, en general no es una funcion, como sucede en el ejemplo 240. Sin
embargo, en algunos casos, la relacién dada si es una funcién.

Ejemplo 241

S _ = ﬁ -1 teR
eanx =, Y= con .
Obtenemos la siguiente tabla de valores: La representacion grafica es la siguiente:
y
A
3
t | 5|4} -3|-2|-110 |1 ]2|3] 4
—5 -3 -1 1 3 2
1
21 5 -3 -3 5
i b g = bl
vl 313 r|% 1|3 R
3 - > X
Tabla 2.2 \ /
Fig. 2.24
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2

- t . 2 . .
En este caso, al sustituir x = S eny=_r-— 1 se obtiene que y = x~ — 1 que es la ecuacién de la parabola con el
eje Y como el eje de simetria por lo que si es una funcion. Note que la ecuacién obtenida involucra unicamente las

variables “x” e “y”. Se dice entonces que el parametro ha sido eliminado.
En algunos casos, en la eliminacion del parametro se utiliza una o méas identidades trigonométricas como se muestra a

continuacion.

Ejemplo 242

<

Sea QQ la relacion con representacion paramétrica
x=2sent, y=2 cost con teR.

Se tiene Q = {(x,y) tal que x =2 sent, y =2 cost, t € R}

Vamos a expresar la relacion Q utilizando tinicamente las variables “x”
e “y” como sigue:

x2+y?> = (2sent)?+ (2cost)?
Fig. 2.25
= 4sen’t+4cos’t 8

= 4(sen’t+cos’t) =4
de donde x> +y? = 4 es la ecuacién de una circunferencia con centro en (0,0) y radio 2. Luego Q no representa una
funcién y su representacién grafica esta a la derecha.

Q puede expresarse entonces como Q = {(x,y)/ x> +y? =4 x € [-2,2], y € [-2,2]}

Ejemplo 243

Sea ahora R la relacion con representacién paramétrica Y
A
6
x = 2t, y=1 cont € R—{0}. 10
6
EnestecasoR = {(x,y)/ x =2t, y=-< teR, t#0} 5
Para expresar R en términos de “x” e “y”, se de- -
spejat en alguna de las ecuaciones y se sustituye en la < 5 10
otra como se muestra a continuacién:
) X 6 12
Six =2t entonces t = 5 Y y=x=—
2
., 12
Luego la ecuacion y= — para x € R — {0},
tiene como representacion grafica la figura a la derecha Fig. 2.26
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2 2
. . (x—3) g iy . .
Por ultimo verifiquemos que ———— + Y. _1 es una ecuacién de la relacién determinada por las ecuaciones

paramétricas x = 3(1 —cos0), y =2 sen6, con 0 € R.

Como x = 3(1 — cos 6) entonces cosd =1 — % y comoy =2 sen entonces sen 6 =

N [«

_X
3

(x—3)?
9

2 2
Luego sen” 0 + cos® 0 = (%) +(1 )%, de donde 1 = UZ + , que es la ecuacion de una elipse con

centro en (3,0).

Su representacion grafica es la siguiente:

Fig. 2.27

Derivada de la funcion dada paramétricamente

El siguiente teorema nos proporciona las condiciones necesarias para obtener la derivada de una funcién dada en forma
paramétrica.

Teorema 14-16

Seanf y ¢ funciones derivables en un intervalo Jt1, to[. Supongamos que f tiene una inversa derivable en ese intervalo.
Entonces en cada punto donde f'(t) # 0, las ecuaciones x = f(t), y = g(t) implican que existe una funcién derivable

Ly g’ grY
tal quey (x), y ademaés ax a

ax

[ Demostracion (p. 365) p J
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Ejemplo 245

. . t?
Determinar los puntos de la curva con ecuaciones x =

g Y=g o™ los que es cero la pendiente de la recta

tangente a la curva.
Solucion. i
Recuerde que la pendiente de la recta tangente esta dada por d—y
X
—2t dy 1+t dy t2+1

d
Como —x = ——— ———— entonces — =

a2 Y T @12 ax 2t

d
La pendiente de la recta tangente es cero cuando d—y = 0, en este caso cuando t?> + 1 = 0; pero esta igualdad no se
X

cumple para ningtn valor real de t. Luego, no existe ningtin punto de la curva dada donde la pendiente de la recta
tangente sea cero.

246

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuaciones x = Bt, y = Ct — dt?, con B 2 0, cuando

t=0
. ., . dy
Solucion. La ecuacion de la recta tangente esti dada por y = mx + b, donde m = I
—d Yy
d C —2dt
Se tiene que _dz = —dajcx =—73
at d C C
_ Yy _* - =
Cuando t =0 entonces o B Por loquey B X +b (%)

Cuando t = 0 se obtiene x =0, y =0, y al sustituir en (*) se obtiene: b = 0.

Luego, la ecuacién de la recta tangente es: y = B

Ejemplo 247

d
Determine d—y si x=ce", y =1+4+t* con teR
X

Solucion.
d Yy
d il
Por el teorema 14 — 16 se tiene que &y = daL
EX

d d dy 2t
I c—y=2t, —x=¢e' (et # R 1 - = —
uego ty t, tx et (e 0 paratodo t € R) porlo que X ot
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Derivadas de orden superior para una funcion dada en forma paramétrica

2
Six y y estan dadas en forma paramétrica entonces % puede expresarse como sigue:
d dy
@y _ a4 dy gl
A dxdxs A
dt
248

dy 2t+sent d’y G dx 6t% + cos t

d  dy d(2t+sent)
d

t

L 943 _ 42 _ _
Six =2t° +sent, y=1t"—cost entonces X~ 62 Foost Y 32 a d, .
EX —t(Zt +sent)

_ (6t2 +2)cost+1—12t> — 10t sent
(6t2 + cost)?

En general, para obtener la enésima derivada, cuando las ecuaciones estan dadas en forma paramétrica, se aplica la siguiente
igualdad:

4 /arly
dy  dt \ dxn!

dxn dx
dt

m Funciones implicitas y su derivada

Al considerar la funcién con ecuacién f(x) = 3x* — 5x? + 1, es posible determinar f'(x) con los teoremas enunciados anterior-
mente, ya que f es una funcién dada explicitamente en términos de la variable independiente x.

Sin embargo, existen funciones que no estan definidas en forma explicita, ejemplos de las cuales son las siguientes:

3x2y? —5xy® +x =5, x*—x=>5xy®>—y*

No siempre resulta conveniente despejar y en términos de x, y pueden aparecer varias ramas. Se trabaja localmente con una rama
derivable y = f(x). Se dice que la funcién f est definida implicitamente por las ecuaciones: 3x2[f(x)]* — 5x[f(x)]> +x =5 y
x? —x = 5x[f(x)]? — [f(x)]*, respectivamente.

Note que ambas expresiones son de la forma general g(x,y) = 0. Interesa ahora determinar la derivada de una funcién dada en

forma implicita.

Ejemplo 249

e 3x2[f(x)]2 — 5x[f(x)]? +x =5

Observe que 3x?[f(x)]? involucra un producto de funciones y que para derivar [f(x)]? se debe utilizar la regla
de la cadena.
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Se tiene entonces derivando:
3x2 - 2[f(x)] - | e [f(x))* — |5% - 3[f(x))* - ar 5[f(x)*| +1=0

dx dx

f df
6x2f(x) - d— + 6x[f(x)]* — 15x[f(x)]* - — —5[f(x)?+1=0
dx dx
Despejando % se tiene que:
ar 5[f(x)]® — 6x[f(x)]> — 1
dx  6x2f(x) — 15x[f(x)]?
Sustituyendo “y” por f(x) se obtiene:
dy  5y° —6xy’ -1
dx  6x2y — 15xy2
e x? —x = 5x[f(x)]? — [f(x)]* derivando
2x —1 = 5x - 2f(x) - af + 5[f(x)]> — 4[f(x)]® - af
dx dx
2x — 1 = 10xf(x) - daf + 5[f(x)])? — 4[f(x)]® - df
dx dx
) 5, df
2x — 1 —5[f(x)]* = (10x f(x) — 4[f(x)]°) - ™
2x — 1 — 5[f(x)]?
de donde f'(x) =
e donde () = 35 ) —alr)P

y sustituyendo y = f(x) se tiene:
dy 2x —1—5y2
ax v 10xy — 43

El proceso realizado en estos dos ejemplos recibe el nombre de derivacion implicita, y puede ser utilizado unicamente bajo
el supuesto de que la ecuacion dada especifica una funcién. En caso de que no sea asi, aunque se realicen las operaciones, el
resultado carece de sentido.

« o

Por ejemplo, la ecuacion x> +y? +9 = 0 no puede ser satisfecha por ningtn valor real de “x” y “y”. Al realizar el procedimiento

d —

d—y +0 =0 de donde d—y = —X, férmula que parece tener significado para “x” y “y” siempre
X X

que y # 0, aunque de hecho no puede existir derivada ya que la ecuacién dada no especifica ninguna funcion f.

anterior se obtiene que 2x + 2y -

df
La derivacion implicita determina una férmula para T duees vélida para toda funcién derivable f tal que f(x) esté definida
X

implicitamente por una ecuacién dada.

Suponiendo que existe una funcién derivable f tal que f(x) estd definida implicitamente por la ecuacién
d
x® +1y3 —3x2 + 3y? = 0, calcular d—z
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Solucion. Derivando implicitamente se obtiene:

dy dy
2 2. 9y 9y
3x~ + 3y Ix 6x + 6y I 0
dy
2 . — 2
(3y= + 6y) T 6x — 3x

dy 6x —3x*  2x —x2
dx 3y2+6y y2+2y

Note que hemos trabajado como siy = f(x).

En cada caso determinar una ecuacion para la recta tangente y una ecuacioén para la recta normal a la grafica de la
ecuacion dada en el punto P. Graficar la curva, la recta tangente y la recta normal.

9 y? =4ax; P(a,2a), a>0.

Solucion.
. dy . dy dy
o Primero obtenemos I que nos da la pendiente de la recta tangente: 2x + 2y - i 44+6- i 0=0 de
donde 4y = 2 x
dx y+3

d 1
Evaluando d—z en P(1,3) setiene que my = 6

1 17
Luegoy = gx + b. Sustituyendo (1,3) se obtiene que b = & por lo que la ecuacién de la recta tangente es

1 n 17
=-x+—.
YT 6
La pendiente de la recta normal es my = —6 de donde la ecuaciéon de esta recta es: y = —6x + by; sustituyendo

nuevamente en (1,3) se obtiene que by =9.

La ecuacion de la recta normal es: y = —6x + 9.
La ecuacion x? +y? — 4x + 6y — 24 = 0 puede escribirse como (x —2)? + (y + 3)? = 37 que representa la
ecuacion de una circunferencia con centro en (2, —3) y radio v/37.

La representacion grafica de la curva y las rectas es la siguiente:
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normal

tangente

-4
Fig. 2.28
d d d 2
9 Dada la ecuaciéon y? = 4ax obtenemos &Y omo 2y - %Y _ 44 entonces <2 = =2
dx dx dx y
. 2a
Evaluando en P(a,2a) se tiene que —= = =1

dx  2a
Luego, la pendiente de la recta tangente es mt =1 y la ecuacién esy = x + b. Sustituyendo (a,2a) en esta
ecuacion se obtiene que b = a por lo que finalmente la ecuacion de la recta tangente es y = x + a.

La pendiente de la recta normal es mn = —1 y la respectiva ecuaciéon es: y = —x + b. Sustituyendo
(x,y) por (a,2a) se obtiene que b = 3a por lo que la ecuacién de la recta normal es y = —x + 3a.

La representacion grafica de la curva, las recta tangente y de la recta normal es la siguiente:

Yy

Normal A

Tangente

Fig. 2.29
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Ejercicios

@ 15.1 Probar que las rectas tangentes en el origen a las curvas con ecuaciones 4y —x?y —x+5y = 0, x* —4y® +5x+y =0,
son perpendiculares entre si.

@ 15.2 En cada caso:

@

o Determinar d—y en términos de “x” y “y” utilizando la derivacion implicita.
X

e Despejar “y” en términos de “x” y demostrar que cada solucién y su derivada satisfacen la ecuacion obtenida en a.

Il
o
WIN
o
o
o
=
28
%)
=
-+
e

3 2x2—3xy—4y* =5

@ 15.3 Determinar la ecuacion de la recta normal a la curva con ecuacién x —y = y/x +y en el punto (3,1).

@ Ir a «Practicas de CDI»

IEEXN Derivada de segundo orden para una funcién dada en forma implicita

d2
Especificaremos en los ejemplos siguientes el procedimiento que se sigue para determinar d—y

x2

Sea la ecuaciéon x

d
3 —xy +y® =0, obtenemos primero d—li en la forma siguiente:

dy

ax 0

dy
32— (x- =2 +y) +3y>-
X7 — (x I y) +3y

a2
de donde d—y _Y 3x
dx  3y?—x

dzy_i(dj)_ d [y—3x?
dx2  dx 3y2 —x

dx’  dx
dy dy
2 hat- N o o 2 hat-
2y (By* —x) (g —6x) — (y —3x7)(6y = —1)

ax2 (Byz —x)?2

. dy .
se sustituye a y se obtiene:

x2
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Simplificando:

d? —2 27xy —27(x3 341
d—;‘; _ 2y XEJ3y2 _(XX)3+ v+l pero de la ecuacion original x> +y® = xy por lo que: 27xy —27xy+1 =1,

dxy —2xy

Yoz~ (3y2 —x)3

170

d2

Determinar d—;‘; si ax? +2xy +by? =1

Primero calculamos d_y
dx
dy dy_,
dx dx
dy —2ax—-2y —ax-—y
dax 2x+2by  x+by

2ax + 2x - +2y+2by-

Luego:

Py_ddy,_d(-ax—y
dx2  dx dx’ dx \ x+by

d d
@y x+byll—a— 2~ (—ax—y)(1+b- )
dx?z (x + by)?
d
a2y (abx—x)d—z—aby +y
ax2 (x + by)?
d

@y (@-Dx-F—y Ly
Fo (x 1 by)2 sustituyendo ax se tiene:

- Ty
dz_y_(ab 1)<x X+ by y)
dx? (x + by)?
dy _ —(ab—1)(ax* +2xy + by?)
dx? (x +by)?
dy —(ab—1)(1) 1—ab ) ) e
&2~ Txaby?  xtbup pues ax” + 2xy + by” =1 en la ecuacion original.

Ejercicios

d2

<@ 15.4 Determine d_xlg y exprese el resultado en la forma mas simplificada posible.
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3 b2 —a’y? = a®b? a cte, b cte.

@& Ir a «Précticas de CDI»

m Teorema de Rolle

Teorema 16-17

Sea f una funcién que cumple las condiciones siguientes:
o f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].
e f es derivable sobre un intervalo abierto |a, b[.
© f(a)=fb)=0.

Entonces existe por lo menos un nimero real ¢ talque a < ¢ < b y f’(c) = 0. O sea f'(x) = 0 para cierto
c entre a y b.

[ Demostracion (p. 365) p J

Interpretacion geométrica. El teorema 16 — 17 puede interpretarse geométricamente de la manera siguiente:

“Si una curva continua interseca al eje X en (a,0) y (b,0) y tiene una recta tangente en cada uno de los puntos del
intervalo ]a, b[, entonces existe por lo menos un punto de la curva en el que la recta tangente es paralela al eje X

Graficamente se tiene:
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y
A

Y
=

Fig. 2.30: Teorema de Rolle

El teorema 16-17 también es valido para una funcion
derivable que aunque en los extremos del intervalo [a, b] no
interseque al eje X, si tome valores iguales para a y b, es
decir, f(a) = f(b).

Es necesario que la funcién posea derivada en todos los
puntos del intervalo, ya que aunque la funcién sea continua en
el intervalo, si no es derivable en algiin punto, puede suceder
que no exista ningdn valor ¢ para el que f'(c) seaigual a cero.

Ejemplo 254

172

Fig. 2.31: Teorema de Rolle

Fig. 2.32

s . 3
La funcién f con ecuacién f(x) = 2 + vx2 es con-

tinua en el intervalo [—1,1] y ademés se cumple que

2
f(—1) = f(1), pero la derivada de f, f'(x) = 3% no
esta definida parax =0, (0 €] —1,1[), y se tiene que
f’(x) no se hace cero en el intervalo dado.

La representaciéon grafica de esta funcion en el
intervalo [—1, 1] es la siguiente:

=Y

Fig. 2.33
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255

173

Para cada una de las funciones cuyas ecuaciones se dan a continuacion, verificar que se cumplen las condiciones
del teorema 16 — 17 (Teorema de Rolle) en el intervalo indicado, y determinar un valor adecuado ¢ que satisfaga la
conclusion de este teorema:

O (x)=x>-3x+2; (1,2
9 fix) =x3—2x2 —x+2; [-1,2]

e f(x) = x3 +5x2 — 6x; [0,1] (Ejercicio para el estudiante).
e f(x) = cos? x; [47-[, I] (Ejercicio para el estudiante).

Solucion.

o Por ser f una funcion polinomial es derivable y por lo tanto continua para todo x € R. se cumplen entonces las
dos primeras condiciones en el intervalo [1, 2].

Ademaés f(1) =0 y f(2) =0 por lo que la curva interseca al eje X y se cumple la tercera condicion.

Luego, debe existir por lo menos un nimero ¢ €]1,2[ tal que f'(x) = 0.

€]1,2[.

N W

3 3
Como f'(x) =2x—3 y f'(x) =0 siysolosix = 5 entonces puede tomarse ¢ = X

3 3
Luego en el punto <2, f (2) ) la recta tangente es paralela al eje X.

y
A

1.5
iN_ >
(3/2,-1/4)

Fig. 2.34

e De nuevo, f es una funcion polinomial y por tanto es derivable, y continua para toda x € R. En particular, en el
intervalo [—1,2] se cumplen las dos primeras condiciones.

Ademés f(—1) =0 y f(2) = 0 verificindose la tercera condicion.
Luego, el teorema 16 — 17 es valido en el intervalo [—1,2] y existe ¢ €] — 1,

247 o2
3 -3

2[ tal que f’(c) = 0. Como
7
f'(x) = 3x* —4x — 1 entonces f'(x) = 0 siy solo six = \[ Note que ambos valores

pertenecen al intervalo ] — 1,2[.

Luego, en los puntos

3 27 3 27
cero y por tanto dicha recta es paralela al eje X.

247 20— 14V7 (2—ﬁ 20 + 147
7 Y 7

) , la recta tangente tiene pendiente
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IFAl Teorema del valor medio para derivadas (Lagrange)

Teorema 17-18

Sea f una funcién que cumple las propiedades siguientes:

0 Es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].

9 Es derivable sobre un intervalo abierto ]a, b[.

Entonces existe por lo menos un ntimero ¢ talquea <c <b yf'(c) =

[ Demostracion (p. 365) p }

El teorema 17 - 18 se utiliza para demostrar varios teoremas tanto del calculo diferencial como del calculo integral.
En su demostracion se utilizara el teorema 16 — 17 (Teorema de Rolle).

Interpretacion geométrica

El teoremal7 — 18 (Teorema del valor medio) puede interpretarse geométricamente como sigue:

Consideremos la representacion grafica de una curva continua f:

Fig. 2.35

f(b) — f
La recta secante que une los puntos P(a, f(a)), Q(b, f(b)) tiene como pendiente mg = M. Segtin el teorema 17 — 18,

debe existir algin punto sobre la curva, localizado entre P y Q, en el que la recta tangente se_a paralela a la recta secante que
f(b) —f(a)

pasa por Py Q; es decir, existe algiin nimero ¢ €]a, bl tal que ms = f'(c) = b
—a
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Para cada funcién cuya ecuacidn se da, verificar que se cumplen las condiciones del teorema 17 — 18 en el intervalo
dado, y determinar un valor adecuado c que satisfaga la conclusion de este teorema:

e fx) =x3+x2—x [-2,1]
@ f(x) = V100 —x% [-6,8]
x—1

e fx) =x—1+ L; [;,3}

2
O i0=-""2 pg

Solucion.

o Por ser f una funcion polinomial, es derivable para toda x € R por lo que debe existir por lo menos un nimero
c €] —2,1[ tal que:

f(1) —f(—2) _ 1—(-2)

1— (-2 5 1

f'(c) =
Ademés f'(x) = 3x%> +2x — 1 por lo que f’(c) = 3¢? +2c — 1.

—1+V7 —1-V7
—— 0 C=—F7—.

Como f’(c) =1 entonces 3c* +2c — 1 =1 por lo que ¢ = 3 c= 3
147 11-5V7 —1-+7 11457
Luego en 3T oy y en 3T oy la recta tangente es paralela a la recta

secante que pasa por los puntos (—2,—2) y (1,1).

9 Como f es continua en el intervalo [—10, 10] y derivable en el intervalo ] — 10, 10[ cumplird ambas condiciones
en el intervalo [—6, 8] = [a, b].

Luego debe existir por lo menos un nimero ¢ €] — 6, 8[ tal que

f(8) —f(—6) 6-8 —1

f/ = = = —

&)= 5o 4 7
Como f/(x) = _7)(, entonces f'(c) = S por lo que f'(c) = -1 -___°
v/100 — x2 /100 — ¢? 7 /100 — c?

Resolviendo la ecuacién se obtiene que ¢ = V2oc=—V2

Aunque ambos valores de ¢ pertenecen al intervalo ] —6, 8], se tiene que f/(x) = - nicamente cuando ¢ = /2.

Luego en P(v/2,7v/2) la recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por los puntos (—6,8) y (8,6).

Gréaficamente se tiene:
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-6 -4 -2 V2 2 4 6 8

Fig. 2.36

El anélisis de las otras funciones queda como ejercicio para el estudiante.

m Teorema de Cauchy del valor medio

Teorema 18-19

Sean f y g dos funciones continuas sobre un intervalo cerrado [a, b] y derivables sobre el intervalo abierto ]a, bl.

Sig(b) #g(a) y g’(x) #0 parax €]a, b[, entonces existe un nimero ¢ €]a, b[ tal que

[ Demostracion (p. 365) p J

Interpretacion geométrica

Considere la representacion grafica de una curva y = h(x), que tiene ecuaciones paramétricas x = ¢(t), y = f(t) donde
t € [a,b].

Q(b,fib)

[ PSS U -

Y
R
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Utilizando la derivacién paramétrica se obtiene que la pendiente de la recta tangente a la curva en un determinado valor esta
dada por

dx d o(t) g'(t)

En este caso, hay dos valores de t que satisfacen la conclusion del teorema y sont =c1, t = cy.

Ejemplo 257

En cada caso, determinar los valores ¢ €]a, b[ tales que satisfacen el teorema 18 — 19.
O (0 =x, g(x) =+ la,b[=10,2[

O v ()= 12X br=10,21
1+x2' I = e VT

Solucion.

o Las funciones f y g son continuas y derivables en el intervalo ]0,2[ por ser funciones polinomiales.

Ademas: g(2) =4 y g(0) =0 porlo que g(2) # g(0); g’'(x) = 2x, y 2x es diferente de cero para x €]0, 2[.

Como se cumplen todas las condiciones existe ¢ en ]0,2[ tal que:

Como f(2) =8, f(0) =0, f'(x) =3x% y g’(x) = 2x entonces sustituyendo en la expresion anterior:

8—0 3c? 3 . 4
10" 2 de donde 2 = EC y se obtiene que ¢ = 3

9 Las funciones f y g son continuas y derivables en el intervalo ]0,2[ pues ambas son el cociente de dos
polinomios P(x) y Q(x) donde Q(x) = x*+ 1 es diferente de cero para x en ]0,2[.

—4x
(1+x2)2
x €]0,2[. Como se cumplen todas las condiciones del teorema 18 — 19, existe ¢ en ]0, 2[ tal que:

Ademas: g(2) = %3 y ¢g(0) =1 porlo que g(2) # ¢(0); g'(x) = , es diferente de cero para

f(2) —f(0)  f'(c)
g(2)—g(0)  g'(c)
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4 2 2% —4x
2 _ — / _ / —
Como f(2) =5, 10)=0, ) = ap ¥ 909 = 17750

-1 2-2c —1++5
anterior se tiene: -5 = _4CC de donde c?> + ¢ —1 =0 porlo que c = %

entonces sustituyendo en la igualdad

—1—+/5
Como ¢ = 7\[ no pertenece al intervalo ]0,2[, el valor que satisface la conclusion del teorema es

2
-1 5
c= %[, que si pertenece al intervalo dado.

El teorema 18 — 19 (Teorema de Cauchy del valor medio) sera utilizado en la demostracion de algunos teoremas que se refieren a
la regla de L’Hépital y que seran estudiados en el proximo apartado.

m Regla de L'Hépital

Introduccion. La regla de L’Hépital es un método que se le atribuye al matematico francés Guillaume Francois de L’H6pital
(1661-1707). Este escribi6 el primer libro de calculo conteniendo su método, junto con J. Bernoulli. Fue publicado en 1696.

Este método nos permite calcular ciertos limites que con los procedimientos estudiados anteriormente no era posible resolver.

. f(x . o .
Asi, al evaluar limites de la forma lim % en algunos casos se podia aplicar el teorema para el limite de un cociente:
x—a g(x

f(x) _ limyya f(x)

‘lgrcll 900~ Timysa g0x) siempre que )111}1}]. g(x) #0
f
Atn cuando limy_, o f(x) =0 y limx_, 4 g(x) = 0, a veces es posible determinar lim ﬁ
x—a g(x)
2x? —3x —2 0 2 1)(x—2

Por ejemplo el }clinz ﬁ que es de la forma “6” puede escribirse como }1(135 % =

L x4l 5

x—2 x+1 3

In (x—1)

Sin embargo, existen limites como lim
x—2 x—2

tiende a 2, para los que no hemos dado ningin procedimiento que permita determinar su valor.

en los que tanto el numerador como el denominador tienden a cero cuando x

El siguiente teorema llamado Regla de L'Hopital proporciona el instrumento adecuado para la evaluacion de tal tipo de limites.

Teorema 19-20

Sean f, g continuas en [a,b], derivables en ]a,bl, con a < b, f(a) = g(a) = 0y g’(x) # 0en]a,bl. Si
limy o+ f'(x)/g’(x) = L, con L € R U {—00,+00}, entonces limy_, o+ f(x)/g(x) = L. El caso por la izquierda
se obtiene en [b, al. El limite bilateral requiere las hipétesis y el mismo limite de derivadas a ambos lados; no es necesario
que las funciones estén definidas en a si ambas tienden a cero y se prolongan por continuidad.

{ Demostracion (p. 365) p }
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e B

X —X

.. e"—e .
Calculemos el lim ————— utilizando el teorema 19 - 20.
x—0 senx

»

Observe que e’ —e? =1—1=0, sen0 = 0 por lo que se tiene la forma “g

Luego:

= lim
x—0 CcOS X
. eX4+e ™ 2
= lim =-=2
x—0 COSX 1

Nota: Sif'(a) =0 y g’(a) =0 y las derivadas f'(x) y g’(x) satisfacen las condiciones que se especificaron para
las funciones f y g, segun la hipétesis de el teorema de la Regla de L’Hopital, entonces puede aplicarse de nuevo la
Regla de L’Hopital, obteniéndose que:

) T (x)
g~ gy

»

Puede operarse asi sucesivamente siempre que se presente la forma “6

259

Calculemos los limites siguientes:

. tanx —x
O 1im
x—0 X —senx

0
Note que tan0 — 0 =0, 0 —sen0 = 0; se presenta la forma oY puede aplicarse el teorema.

Luego:

. tanx—x .. sec?x—1
Iim —— =1

=lim ——
x—=0Xx —senx x—0 1—cosx

0
aqui se presenta de nuevo la forma “6” por lo que es posible aplicar otra vez el teorema 19 — 20.

Entonces:

. tanx—x
Iim ———

x—0 X —senx

. osec? x—1
=lim —~ =
x—0 1 —cosx

. 2sec x tanx secx
= lim
x—0 senx
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. 2sec’x senx
=lim —/—/— >~ "~
x—0 Senx - cosx

. 2sec?x  2-1
= lim =—=2.
x—0 COSX 1

y_1— 0_1—
9 limeiy forma: 670 :9

y—0 ‘l_,jz 0 0
lim e’ — fi -1 _ 0

=11 orma = —
y—0 2y 2-0 0

3 =lim ——— forma: ————— = —
6—0 tan30 tan® 0 0

~ lim 1—cosO
" 8-03tan20 sec2 0

~ lim 1—cosO
" 850 _ sen20 1
cos20 cos?0

o cos*0(1 —cos9)
-0 3(1—cos?0)

. cos* @ 1 1
= lim = = .
0—03(14+cos®) 3(1+1) 6

Ejercicios
@ 19.1 Calcule los limites siguientes utilizando la Regla de L’Hopital.

oy

0

Antes de aplicarla asegurese de tener la forma indeterminada
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a* —b*
4 lim ——
x—0 X

@& Ir a «Practicas de CDI»

Teorema 19-21

Sean f y g funciones derivables, (y por tanto continuas), en un intervalo [h, +00[, donde h es una constante positiva.
Sea g’(x) #0 para x € [h,+ool.

f'(x) f(x)

Si Xl_lg:loo f(x) =0, y x1—1>Too g(x) =0ysi x1—1>r—|1:100 o) = L entonces X1_1}13{1oo m =L
f/ f
Ademas, si lim (x) = 400 entonces lim ﬁ = +00
x—+o00 g’(x) x—+o0 g(x)

{ Demostracion (p. 366) p J

0
El teorema 19 - 21 nos permite aplicar la regla de L’'Hopital a limites en que se presenta la forma —, cuando la variable indepen-

diente tiende hacia +o0o. También puede aplicarse cuando x — —oo y se tiene que f(x) — 0, y g(x) — 0.

Ejemplo 260

Calculemos los siguientes limites utilizando el teorema 19 - 21.

1
o lim x>

X——+00 P 2
sen —
X

1 2 2
Cuando x — +00 se tiene que — — 0, y — — 0 porlo que sen’ () — 0.
X X X

»

0 .
Se presenta la forma o v podemos aplicar el teorema 19 - 21.

Luego:
. x2
Jim ) (2)
sen2 | —
X
—2
= lim x?
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1
. X «_»
_ngm (4) forma 0
sen | —
X
-1
- lim — x>
= Jim (4) 1
cos |- | —
X X
1 1 1
= lim

X—+00 <4> T 4cos0 4
4 cos "

forma

) sen0 0
1 arctan0 0
X

cos
= Mim — -1
N2 @
1+(-
X
()
cos < 1\2
= gim 1+(->]=1
X—+00 1 X
2
e lim x forma :9
x——oc0 1 e"—1 0
ex —1
-2
: X
= Jim
o
CX'X—Z
. 2 2 2
= Jm T =512

182

IEEEE Aplicacion de la Regla de L'Hépital a otras formas indeterminadas
La Regla de L’Hopital también se aplica en los casos en que un cociente presenta algunas de las formas siguientes:

+o00 —00 +00 —00
400" —o0’ —o0’ 400

Daremos a continuacion, sin demostracion, los teoremas que permiten evaluar tal tipo de limites.
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Teorema 19-22

Sean f, g derivables en una vecindad reducida de a, con g’(x) # 0. Supongamos que f(x) y g(x) tienden, cada una, a +-00
0a—o0,yque lim, ., '(x)/g’(x) = L, donde L puede ser real o infinito. Entonces lim, _, 4 f(x)/g(x) = L. También
vale para limites laterales, imponiendo las hipétesis sélo en el lado considerado.

{ Demostracion (p. 366) p ]

Ejemplo 261

Calcular lim M
xol tanmx

Observe que:

1 1
Qx—>E :>x<E:>2x—1<O=>1—2x>0=>1—2x—>0+:>ln(1—2x)—>—oo.

1 U
9x—>§ :>7rx—>7:>tan(7rx)—>+oo.

—o0
Luego, se presenta la forma T por lo que puede aplicarse el teorema 19 — 22 como sigue:
00

. In(1—2x)
lim —
1— tan7mx
x—>?
-2
T 1—2x 2g_ 1
= xl_lgé e se i x (Recuerde que sec 0 = od? e)
5 T
i 200800 7208 () o
1 m(1-2x) n(l—1) 0
X—
2
. 4 1t(cos 7t x)(sen 7t x)
= lim
1- —27
XHT

= lim_ —2 (cosmtx)(senmtx) =0

X—>—

2

) In(1 —2x)
lim ——— =0

1— tanmx
X—

2
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Teorema 19-23

Sean f y g funciones derivables para toda x > h, donde h es una constante positiva. Ademas, para x > h se supone

g/(x) # 0. Si se cumplen las condiciones:

O lim f(x)=+c0 (0 lim f(x)=—c0)

X—>+00 X—+00

O lim g(x)=+co (0 lim g(x)=—0c0)

X—r 400
Lo FX)
iii lim =
x—+00 g’(x)
f f !
Entonces el lim ﬁ también existe y lim ﬁ = lim () =
x—+o00 g(x x—+4o0 g(x) x—+o0 g'(x)

El teorema 19 - 23 también es valido cuando se sustituye x — +00 por x — —o0

o f(x) . f(x)
Ademas, si lim = oo entonces lim —= = o0
X—+00 g’(x) x—+00 g(x)

[ Demostracion (p. 366) p }

Ejemplo 262

Calcular los limites siguientes:

. u +00
c lim — forma: —— pues eP — 400 cuandou — +o0o0 (b > 0)
u—-+oo o 400

er

Este limite puede escribirse también como lim

ta la forma =
ue presenta la forma —
xSioo ex —1 UEP +o0

luego:

. e 4e ™ e 41
Iim ——— = lim —(——
x—+o0 €2X —e™X  x—too e3X —1

ZeZX
m
x—+oo 3e3%

= Jim o~ =0
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IEEEY Limites que presentan la forma “0 - 0™

185

Si= lim f(x) =0 y lim g(x) = co entonces el = lim [f(x) g(x)] puede designarse por la forma 0 - co que no coincide con
x—a x—a X—a

ninguna de las expresiones en las que es posible aplicar la Regla de L’Hopital.

nYn "

Sin embargo, es posible hacer transformaciones algebraicas de manera que se obtengan las formas

e = lim [f(x) g(x)] = QT y se tiene % cuando x — a

X—a
f(x)
9 = lim [f(x) g(x)] = f(x) y se tiene <0, cuando x — a
x—a 1 0
g(x)

En estos dos casos si es posible aplicar los teoremas de la Regla de L’'Hopital.

Ejemplo 263

ALl :
0o — , como sigue:
e}

Calcular los limites siguientes:

o = lim [2x In x]

x—0+

Como x — 0" entonces 2x — 07 yIn x — —o0

9 lim senx In x
+

x—0

Note que si x — 0T entonces senx — 0% yIn x — —oco pero senx In x puede escribirse como:

In x In x —00
= que presenta la forma —— cuando x — 0%.
1 cscx +00

senx

Luego:

. . Inx
lim senx In x = lim ——
x—0+ x—0+ CSCX

1 —
Pero 2x In x puede escribirse como ngx) que presenta la forma +;oo lo que nos permite aplicar la Regla de
00
2x
L’Hopital como sigue:
|
= lim 2x In x] = lim n(x)
x—0+ x—0+ i
2x
1
— lim X
XLI’(I;IJr ;1
2x?
= lim —2x=0
x—0+
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1

= lim X
x—0+ —cscx cotx

—sen?x

= lim

x—0+ X COSX

sen?x

gy

= lim - lim forma

x—01+ COSX x—0* X

:—_1_ lim Zsen;ccosx:_l.ozo

x—0+

Por tanto: lim senx In x =0
x—0+

3 lim (1—x) tan (%)

x—1—

TX
Este limite vuelve a presentar la forma forma 0 - oo, sin embargo, la expresion (1 —x) tan (7> puede

también escribirse como:

(1—x) sen (H
T que presenta la forma “(—)” , cuando x — 17. Luego, calculamos el limite como sigue:
()
TX
lim (1— (55)
Jim. (1—x) tan 5
(1—x) sen (ﬂ>
= hr{‘ TX 2
x—1— nA
cos ( > )
1—
= lim sen (—x) lim ( 7?)
x—1— x—1 cos (—X)
2
=1- lim - _2
s

IEEEN Otras formas indeterminadas

Sien el lim [f(x)]9%) se presenta alguno de los tres casos siguientes,
X—a

@ = limf(x)=0y=limg(x)=0

X—a XxX—a

@ = lim f(x) =co y= lim g(x) =0

Xx—a Xx—a

@© =limfx)=1y=limg(x)=c0

x—a XxX—a

entonces dicho limite presenta las formas 0°, 0o”, y 1% respectivamente.
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Para calcular este tipo de limites se sigue el siguiente procedimiento:

Consideremos la igualdad y = [f(x)]9(*), tomando logaritmo natural a ambos lados de ella se tiene: In y = g(x)[In f(x)].
Note que en la expresion g(x)[In f(x)] presenta en todos los casos la forma 0 - co.

Los limites en que se presenta esta forma indeterminada fueron estudiados anteriormente.
Tenemos entonces que:

lim In y = lim g(x)[In f(x)]

X—a XxX—a

Como la funcién logaritmo es continua podemos escribir:

In[limy] = limyq [g(x) In[f(x)]]

X—a

lim g(x)[In f(x)]
— limy=¢"""

X—a

lim g(x)[In f(x)]

= lim [f(x)]9™) = 7¢
XxX—a

Utilizando el procedimiento descrito anteriormente, vamos a calcular algunos limites de ejemplo.

264

1

Calcular lim xx—1
x—1+

Solucioén. Six — 17 entonces — 400 por lo que se tiene la forma (1) 7>

Luego:

1 lim -Inx
lim xx—1 = 71" %~
x—1+

In x

m
ex—)lJr x—1

0
Note que el = lim nxl presenta la forma 0 por lo que puede aplicarse la Regla de L’Hopital.

x—=1+ X —
Entonces:
. In x
1 lim
x—1+x —1

lim xx—1 =e
x—1+
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Ejemplo 265

1 tanx
Calcule lim (—)

x—0+t \ X

g 1
Solucion. Six — 0" entonces o +00 y, tanx — 0 por lo que se tiene la forma (+00)°.

Luego:

X

lim
x—0+

tan x lim [tanx In (1)}
(1) x—0+ X
=e

X presenta la forma 0 - +o0. Este tltimo limite puede escribirse como:
x—

. 1
Note que lim [tanx In | —
+ X

| S

x—0+ 1
e

Por tanto:

1 tan x
lim <—) =1
x—0+t \ X

Xlg(r)l+ 1 = Xl_i)rgl+ ofx que es ahora de la forma —— vy al cual puede aplicarse la Regla de L’Hbpital.
tanx
Entonces:
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Ejemplo 266

189

Calcule lim (x)*™*
x—0+

Solucién. Se presenta la forma (07)°" por lo que:

lim (senxInx)

lim (x)%"* = eX%OJF
x—0+
. . Inx . Inx
El lim [senxInx] es de la forma 0 - (—o0), que puede escribirse como lim = lim ——, quees
x—0+ x—0+ 1 x—0+ CSCX
senx

ahora de la forma ;;oo, y podemos por tanto aplicar la Regla de L’Hdpital.
00

Luego:
. Inx
lim ——
lim (x)%* — ex—>0+ cscx
x—0+
1
lim X

ex—>o+ —cscxcotx

—sen?x

m ——
ex—>04r X COSX

sen? x

m - Iim
ex%O"’ COSX x—0+ X

. 2senx cosx
-1 lim ———

x—0+ 1

Ejemplo 267

2

u,
Calcule lim (senu)
u—0 u

2

.. 1 . u—

Solucién. Siu — 0 entonces ot 1 yu?= — — o0 por lo que lim (senu) es de la forma

oo uw u—0 u
(1)

Luego:
i lim [u_z In (senu)}
lim (sen u) _ u=0 u
u—0 u
In (senu)

. _ senu - .
el lim [u ZIn ( )] es de la forma 0 - +00 y puede escribirse como lim —2u al cual puede

u—0 u u—0 w
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Entonces:
senu
In
_ lim ——% 2
. /senu\v Tty 12
lim =e
u—0 u
u ucosu—senu

lim | senu u?

u—0 2u
=e

. ucosu—senu
lim —

u—0 2ufsenu «
=e forma “—

»

CcoSU —usenu — cosu
im 5
euaO 4usenu + 2u? cosu

. —usenu
lim 5
eu—)O 4usenu + 2u’ cosu

aplicarse la Regla de L'Hopital pues es de la forma

»

. —senu
lim
u—0 4 senu + 2ucosu <0
=e forma “—
0
. —cosu
lim 1
eu—>0 4cosu+2cosu—2usenu e—g

1
e

Luego: lim <
u—0

190

Otra forma indeterminada

En algunos limites se presenta la forma (+00) — (4-00) de la cual no se puede dar un resultado inmediato. Sin embargo, mediante

algunas transformaciones algebraicas es posible obtener la forma “6

y aplicar luego la Regla de L’Hopital.

. 2 1
Calcule il_)n} (m — — 1)
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Solucion. Consideramos dos casos:

oSix — 1% entonces x > 1 y x> > 1 porloquex -1 — 0" yx>2 -1 — 0 de donde

Xz_l—)ﬂ‘OOYH—)‘f‘OO
L 2~ L) o (hoo) - (00) cuandox —+ 1+
uego X2—1 x—1 (0.0] o0 ) cuando

eSix — 1~ entonces x < 1 y x> < 1 porloquex—1 — 0~ yx>—1 — 0 de donde
2 1
p R s B

2 1 _
Luego <m L 1> — (—o0) — (—o0) cuando x — 1

En ambos casos hay una diferencia indeterminada de términos infinitos del mismo signo.

Resolvemos el limite de la siguiente manera:

lim 2 1 = lim 2 _
x>l [ x2—1 x—1] x=1|(x—=1)(x+1) x—1

— 1 2—(x+1)
T =1+ 1)

1—

= lim 5 x forma “=”
x—1 X —

= lim _—1 = _—1

_xﬁl 2x o 2

Ejemplo 269

Calcular lin;[ (secx — tanx)

X—

2

Solucién. Consideramos los siguientes casos:

. mt _ senx
c Six — —— entonces cosx — 0~ por lo que secx = — —o0 ytanx = —
2 COS X CcOoS X
ot
Luego (secx —tanx) — (—oo) — (—oo) cuando x — -5

. us
Q Six — - entonces cosx — 07 por lo que secx — +oo y tanx — 400

Luego (secx — tanx) — (+00) — (+0o0) cuando x — %

En ambos casos hay una diferencia indeterminada de términos infinitos del mismo signo. Procedemos como sigue para
determinar el valor del limite:
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. . 1 senx
lim (secx —tanx) = lim —
T T\ COSX  COSX
X—= = X—
2 2
. 1—senx
= llm— forma—
TT  COSX 0
X— =
2
. —cosx O
= lim —=-=0
T —senx 1
X—
2

192

Ejemplo 270

Calcule lim (x3 — 263")
X—+00

Solucion. Six — +oo entonces x> — +o0o y e3* — 400 tenemos que aparece la forma (+o00) — (+00)

Para este tipo de limite se factoriza algunos de los sumandos de la manera siguiente:

3x
lim (x3 —263") = lim x° {1 2 ]

X—>—+00 X—>+00 X3
eSx
Calculemos ahora: lim —— que presenta la forma —
X—+oo X
. 2e% . 6e* . 18e%x . 9e¥
lim = lim = lim = lim = +o00
x—+o0 X3 x—+o0 3x2 x—+00  6X x—+o0 1

X—>—+00

3x
Luego: lim x° (1 — 2; ) = (+00) - (—00) = —0c0

1

Calcular lim (e; +Inx)
x—0+

1
Solucioén. Six — 0" entonces — — 400, eX — 400 In x — —oco de nuevo aparece +00 — 0o
X

Factorizamos:
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1

- - 1
lim (ex +In x) = lim ex 1—1—H
x—0+ x—0+ 1

ex

1 _
Calculemos lim -2~ que presenta la forma -

x—0+ l +o0o
ex
1
Inx i —
lim —= = lim X = lim — =0
x—0+ 1 x—0+ l x—0+ 1
ex ex . = ex
1 1 In
Luego: lim | eX +Inx | = lim ex 1+ 25| =
x—0+ x—0+ 1

eXx

+00

193
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Aplicaciones de la Derivada

Ademas de la utilizacién de la derivada para el calculo de ciertos limites, (Regla de L’'Hopital), es posible, por medio de ella, obtener

informacion sobre el comportamiento de una funcién, lo que permite contar con ciertos criterios que ayudan a representarla
graficamente.

“ Funciones crecientes y decrecientes

Sea f una funcion continua con ecuacién y = f(x), definida en un intervalo [a, b]. La siguiente es la representacion grafica de
f en el intervalo [a, b].

Fig. 3.1

En la representacion grafica anterior puede observarse la funciéon f es:
o Creciente en los intervalos ]a, x3[ , 1xs, xg[

9 Decreciente en los intervalos |x3, xs5[ , ]xs, b[

También se tiene que cuando la pendiente de la recta tangente es positiva, la funciéon f crece; y cuando la pendiente de la recta
tangente es negativa, la funcién decrece.

Note ademas que en los puntos (x3, f(x3)) , (x5, f(x5)) y (x6, f(x¢)) la recta tangente es horizontal, por lo que su pendiente es
cero, es decir, la primera derivada de la funciéon se anula en cada uno de esos puntos.

En los siguientes teoremas se formalizan las apreciaciones anteriores.
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Teorema 1-1

Sea f una funcidn continua en un intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto ]a, bl.
0 Si f/(x) > 0 para toda x en]a,bl, entonces la funcién f es creciente en [a, b].

e Si f/(x) < 0 para toda x en]a, b, entonces la funcién f es decreciente en [a, b].

[ Demostracion (p. 366) p }

Ejemplo 272

Determinemos los intervalos en que crece o decrece la funcién con ecuacion f(x) = = (x* — 4x + 1).

NI~

Para ello calculemos la primera derivada de f : f/(x) = x — 2.
Como f/(x) > 0 <= x—2 >0, 0seasix > 2, entonces f es creciente para x > 2.
Como f'(x) <0 <= x—2 < 0,0seasix <2, entonces T es decreciente para x < 2.

En la representacion grafica de la funcién puede observarse lo obtenido anteriormente.

v
Y

\?/
32 b--m--2 :

1
Determine en cuéles intervalos crece o decrece la funcién con ecuacién f(x) = x> + — conx #£0.
X
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2
La derivada de f esta dada por f'(x) = 2x — 3 due

puede escribirse como

2x—Dx+ 12 +1)

/(x) = =

Como 2(x? + 1) es positivo para toda x en R entonces:

f'lx) > 0 — w > 0y
(x—1)(x+1)
x3

f'ix) <0 < <0

Para resolver estas desigualdades recurrimos a la tabla
que esta a la derecha.

Luego: f'(x) >0six €] —1,0[ U]1,+ool por lo que la funcién f crece en el intervalo ] — 1,0[ U |1, 4o0l.
Ademas: f'(x) < 0six €] —o0o,—1[ U ]0,1[ de donde la funcién f decrece en el intervalo ] — oo, —1[ U ]0, 1[.

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

196

1 1
Fig. 3.3
Ejemplo 274
Determinar los intervalos en que crece o decrece la fun-  Gréafica de f
cion f con ecuacion
x+1 A
f(x) = —, x#1

(0 =212, con x #

La derivadade f esf’(x) = —2
(x—1)2

Como (x — 1)? es mayor que cero para x en R,
x # 1, y ademas —2 < 0 entonces f/(x) < 0 para todo
x enR (x # 1), por lo que f es estrictamente decreciente
en cada uno de los intervalos | — 0o, 1[ y ]1, +o0l[. No se
concluye monotonia en la unién de ambos. Fig. 3.4
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n Valor maximo y valor minimo de una funcion

Si f es una funcién dada, entonces f(c) es un valor maximo relativo de f , si existe un intervalo abierto ]a, b tal que
a<c<byf(c) > f(x) parax € ]a,b[, siendo x un valor del dominio de la funcién.

Sif(c) > f(x) paratoda x en el dominio de f, entonces f(c) es el valor maximo de f o méximo absoluto.

Similarmente, f(c) es un valor minimo relativo de la funcién f, si existe un intervalo abierto Ja,b[talque a < c < by
f(c) < f(x) parax € ]a,b[, con x en el dominio de f.

Sif(c) < f(x) para toda x en el dominio de f, entonces se dice que f(c) es el valor minimo de dicha funcién. También se
llama minimo absoluto.

275

Considere una funcién f definida en un intervalo ]c, d[, cuya representacién grafica es la siguiente:

Fig. 3.5

Note que f(x1), es un maximo relativo y f(x3) es el maximo valor que toma la funcién en el intervalo en que esta
definida. Similarmente, f(x4) es un valor minimo relativo y f(x) es el minimo absoluto de la funcién en ]c, d[.

Teorema 2-2

Sea ¢ un punto interior del dominio de una funcién f . Si f(c) es un valor maximo relativo de f vy si existe f'(c)
entonces f'(c) = 0.

[ Demostracion (p. 366) p J
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276

Considere la funciéon f  definida por f(x) = A

_Tl(x2 +4x —8), donde D¢ = [—4,1]. / \

Su representacion grafica esta a la derecha.

2
Puede observarse que cuando X toma el valor de —2 i \
entonces la funcién tiene un valor maximo. En este caso 5 ’
(—2,3) es precisamente el vértice de la parabola con

Y

ecuacion: y = _Tl(xz +4x — 8).

Fig. 3.6
Segun el teorema 2 — 2 debe cumplirse que f'(—2) sea igual a cero.

-1 —1
En efecto, como f/(x) = T(ZX + 4), al sustituir x por -2 se obtiene que f'(—2) = T(—4 +4) =0, que era lo que

queria comprobarse.

Teorema 2—-3

Sea ¢ un punto interior del dominio de una funcién f . Si f(c) es un valor minimo relativo de f y si f(c) existe,
entonces f'(c) = 0.

[ Demostracion (p. 366) p ]

Ejemplo 277

Considere la funcion f definida por f: [1,4] — R, Su representacion grafica es la siguiente:
f(x) =x2—6x+7.

Note que la funcién f tiene un valor minimo en Y
x = 3 dado por f(3) = —2. El punto (3,—2) es el
vértice de la parébola con ecuacién y = x* — 6x + 7.
De acuerdo con el teorema 2 -3 debe cumplirse que
f’(3) sea igual a cero. Como f'(x) = 2x — 6 entonces
f’(3) =2 -3 —6 =0y se verifica lo enunciado respecto
al valor minimo.

Fig. 3.7
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Observacion. : El reciproco de los teoremas 2 — 2 y 2 — 3 anteriores no es cierto. Es decir, el hecho de que /(c) sea igual a
cero, no implica que en x = ¢ exista un maximo o un minimo.

Ejemplo 278

Para la funcién f con ecuacién f(x) = x>, se tiene A
que f'(x) = 3x%, y f/(x) = 0 si x = 0; sin embargo, en
x = 0 no hay ni un valor maximo ni un valor minimo, 2
como puede observarse en la representacion grafica de la
funcion. 1
>
-2 2
-1
-2
Fig. 3.8

Definiciéon 2-1

Sea f una funcidén. Recibe el nombre de valores criticos del dominio de f, aquellos puntos interiores del dominio en
los que f’(x) es igual a cero o en los que f’(x) no existe.

Ejemplo 279

Determinemos los valores criticos de las funciones con ecuaciones:

o fix)=2x* —x*,xe R

(2] f(x):\/i—%,x>0

Solucion.

O Como f(x) = 2x> — x*, entonces f'(x) = 4x — 4x> Ahora: f'(x) = 0 si y solo si 4x(1 —x?) = 0 o sea si x = 0,
6,x =1, 6, x = —1 Luego, los valores criticosde f son: x =0, x =1, yx =—1.

> ( para todo x > 0. Por tanto,

1
eComof \/_—Tentoncesf( x) = 2\/_ 2\/_Luegof( x) = 2\/_

no hay valores criticos: x = —1 no pertenece al dominio y x = 0 tampoco.
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Observacion. Los valores maximos y minimos relativos se llaman valores extremos. Un valor critico es un punto interior c del
dominio donde f'(c) = 0 o f/(c) no existe. Para hallar extremos absolutos en un intervalo cerrado también se comparan los
valores en sus extremos; éstos son candidatos, aunque no sean puntos criticos interiores. Los extremos excluidos de un intervalo
no pueden ser puntos donde se alcance un maximo o minimo.

n Criterio de la primera derivada

BEEN Criterio de la primera derivada para determinar los maximos y los minimos de una
funcion

En el siguiente teorema se establece como determinar los valores maximos y los valores minimos de una funcién, al estudiar los
intervalos en que crece o decrece la funcion.

Teorema 3—-4

Sea f continua en [a, b] y derivable en ]a, c[U]c, b[,con a < ¢ < b.
c Sif’>0enla,clyf <0en]c, bl f(c) es un maximo relativo.
o Sif’ <0enla,c[yf’ > 0en]c, bl f(c) es un minimo relativo.

o Si f’ tiene el mismo signo estricto en ambos intervalos, f(c) no es un extremo relativo.

No se exige que exista f/(c).

[ Demostracion (p. 366) p }

Las situaciones enunciadas en 3 -4 a.), 3-4b.) y 3 -4 c.) pueden representarse graficamente como sigue:

fOl=-===-=--=-=--->

f(©<0 Fi(e)<0

£(0)>0

flep--1-----3

Y
Y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
b

L I S T

Fig. 3.9: Maximo relativo en x = ¢ Fig. 3.10: Minimo relativo en x = ¢
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F(0)>0
f'(©<0

]
fo)- - fe

Y

Y R il s
e S g —

QY N —

1
1
1
1
1
| 1
1
c

o
b --

Fig. 3.11: En x = ¢ no hay ni maximo ni minimo relativo.

En los siguientes ejemplos determinaremos los valores extremos de una funcién cuya ecuacion se da. Para ello, se calcula la
primera derivada de la funcién, luego se determinan los valores criticos y por ultimo se aplica el teorema 3 — 4.

<

1
f(x) =4x — §x3.

Note que f esta definida parax € R

Como f'(x) = 4 — x* entonces f'(x) = 0 siy solosix =2, 6x = —2.
Los valores criticos sonx =2,y, x = —2.

Determinemos ahora cuando /(x) > 0y cuando f’(x) < 0.

Como f'(x) = (2 — x)(2 + x), se deben resolver las desigualdades: (2 —x)(2 +x) > 0, (2—x)(2 + x) < 0. Nos
ayudamos con la tabla siguiente:

X —00 -2 2 +00
2 —x + + 0 -
2 +x - 0 + +
£/(x) - 0+ 0o -
+00 16
\ 3
f /
16 ™~
3 —00

Como f'(x) < Oparax € ] — oo, —2[y f’(x) > 0 para x € | — 2,2[ entonces f(—2) es un valor minimo.
Como f'(x) > 0 parax €] —2,2[y f/(x) < 0 para x € ]2, +0col entonces f(2) es un valor maximo.

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:
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S

-2
Vi) ! Vi3
Fig. 3.12
—16 . . . . . .
Note que f(—2) = - es un minimo relativo y que f(2) = 3 es un maximo relativo, en el dominio de la funcién.

f(x) = (x—1)i(x+1)%x € [~1,1]. En este caso f'(x) =

(x +1)*(11x — 7)

(;Compruébelo!)

3vx—1
Luego, f'(x) = 0 siy solo six = o 6, x = —1. Ademas, f’(x) no existe si x = 1. Los valores criticos de f son
7
x =g x=Lx
Como (x 4 1)? es positivo para todo x € [—1,1] entonces para determinar cuando f’(x) > 0, y cuando f’(x) < 0,
11x—7
basta con analizar la expresion — x T
—
Utilizamos la siguiente tabla:
7
X -1 — 1
11
11x — 7 — 0 +
Vx —1 — — 0
f/(x) + 0 -
7
£l L
()
0 0
, 7 ) . .
o Como f/(x) > Oparax € |—1, 17| ¥ como f es continua sobre ese intervalo, entonces f(x) es creciente

7 7
1, Z 1)< i -1, = 1.
sobre} 1, 11 {por lo que f(—1) < f(x) six € { 1, 11 [
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Por lo tanto f(—1) = 0 es un valor minimo relativo de f .

7 7 7 [16 (18’
! — —_— ! —_— _— g 3 _ -
9C0m0f(x)>0parax€ } 1,11{yf(x)<0parax€ }11,1[,entoncesf(ll) o1 <1l> es un

valor maximo relativo de f.

7 7 7
e Como f'(x) < 0six € } 1 1 [y como f es continua sobre ] 1’ 1} entonces f es decreciente sobre ] 11 1} Y

7
por tanto f(1) < f(x) cuando x € T 1|. Luego f(1) = 0 es un valor minimo relativo de f.

f(x) = , x¢€ [-2,2].
(x) Vx?+4
5+8
Se tiene que '(x) = L . (jCompruébelo!)

(x2+4)Vx2+4

Ahora, f'(x) = 0 si y solo si x(x?> + 8) = 0 es decir, si x = 0. El tnico valor critico interior es x = 0. Los extremos

Xx = —2 y x = 2 también deben examinarse al buscar extremos absolutos.
! X(Xz + 8) 2 2 2 . ..
Como f'(x) = Y, X7 +4, x4+ 8,5, VX2 + 4 son expresiones positivas para todo x € R entonces el

(x2+4)vx2+4

signo de f'(x) estara determinado por la variacién de x .

Luego se tiene:

X -2 0 2
X — 0 +
f/(x) — 0 +

0 Como f’(x) < Oparax €] —2,0] y f es continua en [—2,0[ entonces f es decreciente sobre [—2,0[. Luego
f(—2) > f(x) parax € [—2,0[,y f(—2) = v/2 es un maximo relativo de f .

e Como f'(x) < Oparax €] —2,0[y f/(x) > 0 para x € ]0,2[, entonces f(0) = 0 es un minimo relativo de f .

e Como f/(x) > 0 parax € ]0,2] y f es continua en ]0, 2] entonces f es creciente en ]0,2]. Luego f(2) > f(x)
parax €]0,2] y f(2) = v/2 es un maximo relativo de f .
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Ejercicios

@ 3.1 Hacer un estudio similar para las funciones

1 flx)=x>—6x>+12x —8

2 g(x)= % x e [-2,21\ (~1)

3 h(x) =xv5—x%lx| <5

@& Ir a «Practicas de CDI»

n Concavidad y puntos de inflexién

204

La segunda derivada de una funcién también proporciona informacion sobre el comportamiento de ésta. Para iniciar este estudio

daremos la siguiente:

Definicion 4 -2 Definiciéon de concavidad

Se dice que la grafica de una funcién f es concava hacia arriba en un intervalo A, (A C Dy), si f'(x) es creciente
sobre A. Si f/(x) es decreciente sobre A entonces se dice que la grafica de f es concava hacia abajo.

Note que es la funcién derivada f’ la que debe ser creciente o decreciente en el intervalo A. En la siguiente representacién

grafica, una funcién f es coéncava hacia arriba en el intervalo ]a, b[ y concava hacia abajo en el intervalo |b, c[

9

Fig. 3.13

Y
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Teorema 4-5

Si f esuna funcidn tal que f”/(x) > 0 cuando x € ]a, b, entonces la grafica de f es concava hacia arriba sobre ]a, bl.

[ Demostracion (p. 367) p }

Si f”(x) > 0y como f”(x) = Dyf’(x), entonces se tiene que ’(x) es creciente sobre ]a, b[ por lo que de acuerdo con la
definicion 4 - 2 (concavidad de una funcidn), se obtiene que f es concava hacia arriba sobre ]a, bl.

Teorema 4—-6

Si f esuna funcion tal que " (x) < 0 cuando x € ]a, b[, entonces la grafica de f es concava hacia abajo sobre ]a, bl.

[ Demostracion (p. 367) p }

De la hipétesis: f"/(x) < 0, y como f”(x) = Dyf’(x), se obtiene que f’(x) es decreciente sobre ]a, b[ por lo que segun la
definicidn 4 - 2, la gréafica de la funcién f es concava hacia abajo sobre ]a, bl.

Ejemplo 283

4 3
Ejemplifiquemos los teoremas 4 - 5 y 4 - 6 utilizando la funcién f con ecuacion f(x) = )1(—2 — %
4 3 3
Sif(x) = 5~ 3 entonces f'(x) = 3~ X2y, 7 (x) =x% —2x = x(x — 2)

Luego, ”(x) > 0six €] —o00,0[ U ]2,400[y, f’(x) < 0six € ]0,2[.

Como " (x) = Dy f’(x), entonces f’ es creciente en los intervalos | — 0o, 0[, ]2, 4+00[, pues en ellos f”/(x) es positiva.
Ademas f’ es decreciente en el intervalo ]0,2[ pues en el f”(x) es negativa.

Luego, f es concava hacia arriba en el intervalo | — 0o, 0[ U ]2, +00[ y concava hacia abajo en el intervalo ]0, 2[.

La representacion grafica de la funcion f/ es la siguiente:

fx)

Y

Fig. 3.14

Observe que f’ es creciente en ] — 00, 0[ y ]2, +00[ y decreciente en ]0, 2[. Representacion grafica de la funcioén f :
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fx)

\/

Fig. 3.15

Note que f es concava hacia arriba en los intervalos ] — 00,0[, ]2,4o00[ y céncava hacia abajo en el intervalo ]0, 2[.

Damos ahora la:

Definicion 4 —3 Definicién de punto de inflexiéon

Se dice que (xg, f(xp)) es un punto de inflexién de la grafica de una funcién f continua en Xg, si existe un intervalo

la, b[ tal que x¢ € ]a, b, y la grafica de f es concava hacia arriba sobre ]a, xg[, y concava hacia abajo sobre ]xg, b[, o
viceversa.

Podemos representar lo anterior en forma grafica como sigue:

Fig. 3.16

1. El punto (0,1) es un punto de inflexion de la curva con ecuacion f(x) = x3 + 1, pues f”/(x) = 6x es positiva si

x > 0, y negativa si x < 0, de donde f es concava hacia arriba para x > 0, y concava hacia abajo para x < 0.
Graficamente se tiene:
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A
3
2
/AN
2
Fig. 3.17
xt X8
2. Determinemos los puntos de inflexion de la funciéon f con ecuacion f(x) = o + i x*> 4 1 Se tiene que
3 2
f/(x) = %+ % ~2xporloque f/(x) =x2 +x —2 = (x —1)(x +2)
Resolvamos las desigualdades "/ (x) > 0, (x) < 0
X —00 —2 1 +00
x—1 - - 0 +
x+2 - 0 + +
£ (x) + 0 — 0 +
f U N U

Como f”(x) > 0 six € ]—o00, —2[ U ]1, +oo[ entonces la grafica de f es concava hacia arriba en esos intervalos.

La grafica de f es concava hacia abajo en el intervalo | — 2, 1[ pues en él f”(x) < 0.

1
Luego los puntos (—2,—3) y (1, 4> son puntos en los que cambia la concavidad y por tanto son puntos de

inflexion.

La grafica de la funciéon f es la siguiente:
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Y

Fig. 3.18

Puede decirse que un punto de inflexion separa una parte de la curva que es concava hacia arriba de otra seccion de la
misma que es concava hacia abajo. En un punto de inflexion, la tangente a la curva recibe el nombre de tangente de
inflexion.

Gréficamente:

Fig. 3.19

Observe que una parte de la curva queda sobre la tangente de inflexion, y otra parte bajo ella.

Teorema 4-7

Si (xg, f(xp)) es un punto de inflexion de la grafica de f y sif”(xp) existe, entonces '/ (xg) =0

[ Demostracion (p. 367) p ]
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285

Considere la funcién f con ecuacién f(x) = x> 4+ x% + x.

La segunda derivada de f es f”(x) = 6x + 2.

Note que "/ (x) > 0six > 3

Y, T7(x) < 0six < %1

-1
Luego, f escoéncava hacia arriba para x > Y concava hacia abajo para x < —

3

-1
Se tiene entonces que (3, f (3)) es un punto de inflexion.

-1 -1
Evaluando la segunda derivada de f enx = 3 resulta que 1" <3) = 0 con lo que se verifica lo expresado en el

teorema 4 - 7.

En el siguiente teorema se dan las condiciones para que un punto sea punto de inflexién.

Teorema 4-8

Sea f continua en ]a, b[y xg €]a, b[. Si f” existe en ]a, xo[U]xo, b[y tiene signos estrictos opuestos en estos dos intervalos
(positivo a la izquierda y negativo a la derecha, o viceversa), entonces (x, f(xo)) es un punto de inflexién. Si mantiene el
mismo signo estricto a ambos lados, no lo es.

[ Demostracion (p. 367) p }

Ejemplo 286

xt X8

Sea f una funcién con ecuacién f(x) = o + i x> +xconx e R
Note que f es una funcién continua en todo su dominio por ser una funcién polinomial.
La segunda derivada de f es f”(x) = x* +x — 2, que es igual a cero si y solosix =1 6 x = —2.

Asif"(—2) = f"(1) =0

Observemos la solucién de las desigualdades f”/(x) > 0,y ”(x) < 0 por medio de la siguiente tabla:
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X —00 —2 1 +00
x—1 — - 0 +
x + 2 - 0 + +
(%) + 0 — 0 +

f U N U

Como f”(x) > 0 parax € ] — oo, —2[y f”(x) < 0 parax € ] —2,1[ entonces (—2, f(—2)) es un punto de inflexion
segun el punto 1i. del teorema 4 - 8.

De acuerdo con el punto 1ii. del teorema 4 -8, como f”/(x) < Oparax € | —2,1[y f”(x) > 0 para x € ]1,+o0],
entonces (1,f(1)) es un punto de inflexion.

287

(x—l)%,conx >1

W]

Consideraremos ahora la funcién g con ecuacién: g(x) =

Como ¢"(x) = se tiene que g”’(x) nunca se hace cero y que g” (1) no existe.

2
vx—1
Ademas g”(x) es mayor que cero para x € |1,+o0[, por lo que g siempre es concava hacia arriba en su dominio, y
por lo tanto (1, g(1)) no es punto de inflexion.

“ Criterio de la segunda derivada

Criterio de la segunda derivada para establecer los valores maximos y los valores minimos de una funcion. Ademas de
proporcionar informacion sobre la concavidad de la grafica de una funcién, la segunda derivada permite establecer si un punto
critico es un valor maximo o un valor minimo.

El siguiente teorema se refiere a este segundo aspecto.

Teorema 5-9

Sea f una funciéon con dominio D . Si f’(x) estd definida para x € ]a,b[ donde ]a,b[C D y si f’(xg) = 0 con
X0 € ]a, b[ entonces:

a. f(xo) es un valor méaximo relativo de f si se cumple que "/ (xg) < 0

b. f(xp) es un valor minimo relativo de f si se cumple que f”/(xg) >0
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[ Demostracion (p. 367) p J

Utilizando el teorema 5 — 9 vamos a determinar los valores maximos y los valores minimos de las algunas funciones

Ejemplo 288

211

X2
f(x) = —, —4,2
()= 77 x€l [
Note que la funcién f no esta definida en x = —1
2
La derivada de f esta dada por f'(x) = %
x#—1
Los valores criticos de f se obtienen cuando f’(x) = 0.
En este caso, f'(x) =0siysolosix =0,6x = —2.
Ahora, la segunda derivada de f es f”(x) = 2
’ (x +1)3
Vamos a evaluar f”(x)enx =0yenx = —2

a. f”(0) =2; como 2 > 0 entonces f(0) es un valor
minimo relativo de f.

b. f”(—2) = —2; como —2 < 0 entonces f(—2) es
un valor maximo relativo de f . Graficamente se
tiene en el intervalo | — 4, 2[

N
Y

Fig. 3.20

Ejemplo 289

o) = 5 (x —9)(x — 1)
Se tiene que Dy = R

La primera derivada de g est4 dada por

g'(x) = (x —1)3(x — 6)

El grafico de g se muestra a continuacién.

A

Fig. 3.21

Como g’(x) = 0 cuando x = 1y cuando x = 6 entonces estos son los valores criticos de g .

5(x — 3)
3vx —1

La segunda derivada de g es g”(x) =

Evaluando g”(x) en x = 6 se tiene que g”’(6) = v/25 que es mayor que cero, por lo que g(6) es un valor

minimo relativo de ¢ .
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Observe que g” no puede evaluarse en x = 1 pues hace cero el denominador por lo que para este valor
critico debe utilizarse el criterio de la primera derivada.

Analizando g'(x) = (x — 1)%(x — 6) se obtiene que g'(x) < Oparax € ]—o00,1[y g’'(x) < 0 para
x € 11,6 por lo que al no existir cambio de signo resulta que g(1) no es ni maximo ni minimo.

n Trazo de curvas

La teoria estudiada hasta ahora sobre méximos y minimos de una funcion, sera aplicada tanto en la resolucién de problemas
como en el trazo de la grafica de una curva. Para este ultimo aspecto nos hace falta estudiar las asintotas de una curva, tema que
veremos a continuacién para pasar luego al trazo de curvas y por tltimo a la resolucion de problemas.

Asintotas

Dada una curva con ecuacién y = f(x) es necesario estudiar la variacion de la funcién cuando la abscisa y la ordenada de un
punto cualquiera de la curva tiende al infinito.

Definicion 7-4

Cuando el punto P(x,y) de una curva se desplaza a lo largo de ella, de tal forma que tienda a infinito su distancia al ori-
gen, puede suceder que la distanciade P aunarecta fija tienda a cero. Esta recta recibe el nombre de asintota de la curva.

Gréficamente:

Asintota +
Fig. 3.22
Asintota horizontal
Definicion 7-5
Sea la funcién con ecuacién y = f(x). Si x1—i>Too f(x) =bd Xl_i}r{l{)o f(x) = b, entonces la recta con ecuacién y = b es una

asintota horizontal de la grafica de f.
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Ejemplo 290

Sea Yy = ———= la ecuacion de una curva.
Vx2+1

2
Como: lim X

) 2x . 2 -
———== lim ————= = lim ————= = 2 entonces la recta con ecuaciéon y = 2 es una
x—=+00 \/x2 4+ 1 X—+00 1 1 X— 400 1 1
X + 2 + 2

asintota horizontal de la curva.

. 2% . 2% Gréficamente se tiene:
Iim —— = lim ——— =
x——00 /%2 +1 X——00 1
—x4/1+ 3
X
2 y
lim ————— = —2 entonces la recta con ecuaciéon
X——00 1
I+ R V32
Yy = —2 es una asintota horizontal de la curva.

Fig. 3.23

Asintota vertical:
Definicion 7-6

La recta con ecuacidén x = a es una asintota vertical de la grafica de una funcién con ecuaciéon y = f(x), si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

i Iim f(x) =+o00 iii. lim f(x) =+o0

x—at x—a—
ii. lim f(x) =—o00 iv. lim f(x) =—o0
x—at x—a

Si la recta con ecuacién x = a es una asintota vertical de la grafica de una funcién f, entonces f es discontinua en “ a ”.
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Ejemplo 292
2 o o .
Seay = 3 la ecuacion de una curva. Observe que el dominio es el conjunto: R — {3}
Como lim =—ooy lim = +o00 entonces la recta con ecuacion x = 3 es una asintota vertical de la
x—=3+ 3 —x% x—3-3—%
gréfica de la curva.
Gréaficamente:
f Recta vertical
P x=3
A |
1
1
1
10 i
1
1
1
1
1
! A -
2 3 5
i
i
1
10 !
1
1
1
1
i
1
|
Y
Fig. 3.24
Note que la recta con ecuaciéon y = 0, (eje X ), es asintota horizontal de la curva.
Asintota oblicua:
Definicion 7-7
e - fx) . . y
Silos limites: lim —— = my lim f(x) —mx = b existen, entonces la recta con ecuacién y = mx + b es una
X—4+o00 X X—>+00
asintota oblicua, siempre que m y b sean finitos y m # 0. El mismo criterio se aplica en x — —o0, usando ambos limites
en esa direccion.

293

1
La curva con ecuacion f(x) = 4x + — — 1 posee asintota oblicua pues:
X

O ln ) _ gy <4+12—1>=4,dedondem=4
X X

X—=+o0o X X—+00

@O lm f(x)—mx= lim (4x—|— % —1—4x) = lim (1 —1) = —1, de donde

X—>—+00 X—>+00 x—+00 \ X

b=-1

Asi la ecuacion de la asintota es y = 4x — 1. La representacion grafica es la siguiente:
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= r o

1 2

Fig. 3.25

Note que la recta con ecuacién x = 0, (eje Y), es asintota vertical de la curva.

Especificaremos ahora los pasos a seguir para hacer el analisis y la grafica de una funcién f cuya ecuacion se da.

Calcular el dominio de f, D¢

Averiguar las intersecciones con los ejes coordenados:

Siy = f(x) es la ecuacién de la curva, los puntos de interseccion con el eje X se determinan resolviendo la ecuacion
f(x) = 0, los puntos de interseccion con el eje Y se calculan dandole a x el valor cero.

Sentido de variacion:

Se hace el estudio de la primera derivada:

c Se calcula f/(x)

e Para determinar los valores criticos interiores se resuelve f/(x) = 0 y se localizan los puntos del dominio donde f’
no existe

e Para determinar los intervalos en que f crece y en los que decrece se resuelven las desigualdades f'(x) > 0, y,
f'(x) <0

Estudio de la segunda derivada de f:

c Se calcula " (x)

e Se buscan candidatos con f”/(x) = 0 o f”/(x) inexistente; s6lo son puntos de inflexién si f es continua y cambia la
concavidad a ambos lados

o Para determinar los intervalos en que f es concava hacia arriba y en los que es concava hacia abajo, se resuelven
las desigualdades " (x) > 0y f”(x) < 0.

Los puntos maximos y los puntos minimos se pueden establecer ya sea utilizando el criterio de la primera derivada o
el de la segunda derivada.
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Estudio de los limites:] Se calculan los siguientes limites:
lim f(x), Lim f(x), lim f(x) y lim f(x)
X—+00 X——00 x—at x—a—

donde a ¢ Dy

Estudio de las asintotas:

Se determina si la curva posee asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

Se hace el cuadro de variacion:

Este es un cuadro en el que se resume todo el anélisis anterior.

Grafica de la funcion:

Con los datos sefialados en el cuadro de variacidn se dibuja la grafica de f(x).

294

2
Hacer el analisis, cuadro de variacion y gréfica de la curva con ecuaciéon f(x) = o
X2 —

o Dominio: D : R —{-1,1}
9 Interseccion con los ejes:

f(x) =0 <= x> =0 <= x =0, luego (0,0) es el punto de interseccién con el eje Y,y con el eje X .
6 Sentido de variacion:

-2
e f/(x) = ﬁ Como (x? — 1)? es positivo para x € Dy, basta con analizar el numerador.
2 —

° f'(x) =0 < —2x =0 <= x = 0 valor critico.
o f'(x) >0 < —2x >0 <= x < 0; luego f crece en cada intervalo ] — oo, —1[y] —1,0[

o f'(x) <0 < —2x <0 <= x> 0,luego T decrece en cada intervalo ]0, 1[ y |1, +ocol.

De a.) y d.) se deduce que f(0) es un méaximo relativo.

e Estudio de la segunda derivada:

Nion 6x2 +2
0 "=t 1r

Q f”(x) # 0 para toda x € Dy

Para determinar si f es concava hacia arriba o hacia abajo se deben resolver las desigualdades " (x) > 0
y ”(x) < 0 para lo que utilizamos la siguiente tabla.
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X —00 -1 1 +00
(x —1)° — - +
(x +1)° - + +
(%) + — +
f U N )

Como ”(x) > 0 parax € ] — 0o, —1[ U ]1,4o00[ entonces f es concava hacia arriba en ese intervalo.

Como f”(x) < Oparax € ] —1,1[ entonces f es concava hacia abajo en ese intervalo.
e Estudio de los limites:

x2 2
X .
e lim = lim == lim 1=
xS400x2—1 x54002X  x—>+oo

x? . 2x .
Q i o= =t 11
2
c. lim X7:+oo x>1 = x—1>0 = (x—1)—=0")

x—=1+t (x —1)(x + 1)

2
exll{?im:—oo (X<1:>X—1<O:>(X—1)—>O)

2

L L L e sy o s

—00 (x>-1 = x+1>0 = (x+1)—=0" y x—1<0)

2
. X _
exl}r_r}im——i—oo (X<—1:>X+1<O:>(X+1)—>O )

G Asintota:

De a.) y b.) del punto anterior, la recta con ecuacién y = 1 es una asintota horizontal.

pero: lim f(x) —0.x = lim f(x) =1 entonces la asintota oblicua coincide con la asintota horizontal.
X—+00 X—+00

Del punto anterior también se obtiene que las rectas con ecuaciones x = 1, x = —1 son asintotas verticales.
. f(x) . x2 . 2% . 2
Como lim —— = lim — = lim = Iim — =0
x—+oo X x—400 X(x2 —1) x—=4003x2—1 x—+00 6%

217
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0 Representacion Grafica:

X —00 -1 0 1 +00
f(x) + + 0 — —
" (x) + - - +
—+00 0 ~+o0
f
1 —00 —00 1

Ejemplo 295

Hacer el analisis, cuadro de variacion y grafica de la curva con ecuaciéon f(x) = xe!/*

o Dominio: D¢ : R — {0}

9 Interseccion con los ejes:

Para que la curva interseque al eje X se necesita que f(x) = 0, pero esto sucede tinicamente si xe'/* = 0, es

decir, si x = 0 pero 0 ¢ Dy por lo que no hay interseccién con el eje X .

Para la interseccion con el eje Y, x debe ser igual a cero, pero 0 ¢ Dy, por lo que tampoco hay interseccién
coneleje Y.
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e Sentido de variacion: Estudio de la primera derivada,

0 (x) —ex (X1
X
@ f'ilx) =0 < x=1
o Para determinar los intervalos en que crece o decrece la funcién debemos resolver f'(x) > 0y f'(x) < 0.

x—1
. Para ello utilizamos

1 . .
Como ex es mayor que cero parax € Dy, basta analizar el comportamiento de

el siguiente cuadro.

X —00 0 1 +00
x—1 - — 0 +

X — + +
/(x) + — 0 +

Como f’(x) > 0 parax € ] — 00,0[ U ]1, +o0o[ entonces f crece en ese intervalo.

Como f’(x) < 0 para x € ]0,1[ entonces f decrece en ese intervalo. Ademas en (1, f(1)), hay un minimo
relativo.

e Estudio de la segunda derivada

1/x

O X = 3
Q f’(x) #0 ¥x € D¢
O "x)>0 = x3 >0 <= x> 0,luego f esconcava hacia arriba six > 0

@ f’(x) <0 <= x> <0 <= x<0,luego f es concava hacia abajo si x < 0
e Estudio de los limites

O lim x e!/* (forma 0.00)
x—0+

1/x

1
Six — 0" entonces — — 400 y e'/* — 400, por lo que:
X

1/x
lim x-e'* = lim (forma x por lo que puede aplicarse la Regla de L’Hbpital)
x—0F x—0+ 1 oo
X
-1
el/x —
= lim X
x—0+ —1
X2
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1
Six—>—|—ooentonces)—( —0yel/* 51

1/x

1
0 lim x-e!/* = —co, pues — — 0yel/* -1
- X

e Asintotas
Existe asintota vertical dada por la recta con ecuacion x = 0, por el resultado del limite a.

No hay asintota horizontal.

o Asintota Oblicua:

f 1/x
© tm "o tim X7 i /%= = 1dedondem =1
X—+00 X X—r+00 X X—r+00
O lim (f)-mx) = lim x e/ —x = lim x(e/*—1) = lim e/ (forma 2 por 1
Jim (f(x) —mx) = lim x x = lim x(e = Hm % orma ;5 por lo que
puede aplicarse la Regla de L’Hopital)
el/x . __1
2
lim ——*= = lim e!/*=¢"=1,dedondeb =1
X—+00 —1 X—+00
X2
Por tanto, la recta con ecuacién y = x + 1 es una asintota oblicua.
e Cuadro de variacion: Resumen de lo anterior.
X —00 0 1 +o0
'(x) + — 0 +
7(x) - + +
0 || +oo +00
f
—00 e

e Grafica:
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Fig. 3.27

221

Ejemplo 296

Hacer el analisis, cuadro de variacion y gréfica de la curva con ecuaciéon f(x) = x + —
X
G Dominio: D¢ : R — {0}
9 Interseccion con los ejes

e eje Y : no hay interseccion, pues x debe tomar el valor de cero, pero 0 ¢ Dy

x2+4

4
@eje X:fx) =0 <<= x+-=0 <=
X
interseccion con este eje.

9 Sentido de variacion: Estudio de la primera derivada

=0, perox* +4 #0 Vx € Dy, por lo que no hay

4
e fI(X) =1-— ;
x2 —4
G f'ix) =0 < = 0 < x =206 x = —2, estos son los valores criticos de
e Como:
X —o0 —2 0 2 +00
x—2 ~ - - 0+
X+ 2 — 0 + + +
f'(x) + 0 — — 0 +

Se tiene que f/(x) > 0six € | — 0o, —2[ U ]2, +oo[ '(x) < 0six €] —2,0[U]0,2[
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Entonces f es creciente six € ] — 0o, —2[ U ]2,40oly f es decreciente en cada uno de los intervalos ] — 2, 0[
y10,2]

Luego, f(—2), es un valor méximo y f(2) es un valor minimo.

e Estudio de la segunda derivada:

8

e f”(X) — ;
O '(x)#0 wxe Dy

c. f7(x) >0 <= x®>0 <= x>0, entonces f es concava hacia arriba si x > 0

o f’(x) <0 <= x3 <0 <= x < 0;luego, f esconcava hacia abajo si x < 0

6 Estudio de los limites:

G Asintotas

De a.) y b.) del punto anterior se concluye que la recta con ecuacion x = 0 es una asintota vertical.

De c.) y d.) del punto anterior se concluye que no existe asintota horizontal.

0 Asintota oblicua

LX) < 4) 1
® Iim —=lm (x+-) =
X—+o00 X X—+00 X X

4
= lim (l—i—;) —1ldedondem =1

X—>—+00

4
@ lim f(x)—mx= lim x4+ - —x

X—>+00 X—+o00 X

= lim é:Odedondesz

X—+o00 X

Luego, la recta con ecuacién y = x es una asintota oblicua.
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@ Cuadro de variacion

X —00 —2 0 2 +00
(x) + 0 - - 0 +
7 (x) - - + +
—4 +0o0 +00
f
—00 —00 4
—- Version anterior con tabular (comentada) —- —00 —2 0
2 +o00
' (x) + - - +
f” (X) _ _ + +
fx) | N4 | \—oo || +oo\ U4 | "U+too

e Grafica

\rj‘

Fig. 3.28
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0 Dominio
Se necesita: x> —4 > 0 lo cual se cumple cuando x € ] — 0o, —2[ U ]2, +-00[

0 Interseccion con los ejes:
Eje X:f(x) =0 <= x> =0 <= x =0, pero 0 € Dy, por lo que no hay interseccién con el eje X .

Como 0 ¢ Dy, tampoco hay intersecciéon con el eje Y .

9 Sentido de variacion o estudio de la primera derivada

x(x —v8)(x + V/8)

f/(x) = iCompruébelo!
e ) (XZ - 4)% (l p )
Como (x* — 4)% es positivo para x € Dy, analizamos inicamente el numerador para determinar f'(x) > 0
yf'(x) <0
b —00 —/8 -2 2 V8 +00
X — — + +
x—2v2 - - - 0 4+
x +2v2 - 0 + + +
' (x) — 0 + — 0 +

Como f(x) es mayor que cero parax € ]—v/8, —2[ U ]v/8, +-col entonces f es creciente en esos intervalos.
Como f’(x) es menor que cero parax € | 00, —V/8[ U 12, /8] entonces f esdecreciente en esos intervalos.

Ademas en (—\/g, f(—\/g)) y (V8, f(\/g)) hay dos valores minimos relativos.
o Estudio de la segunda derivada

4x> 4+ 32

5

(2 —4)F

O X =
G (x) #0 ¥x € Dey f”(x) >0 Vx € D¢ porloque f siempre es concava hacia arriba.

6 Estudio de los limites

2

. X
e lim —— = lim
X—>+00 X2 x—>+oo x—>+oo
_ 1__2
x
. pe
Iim ——— = lim = lim

x——00 y/x2 —4 x——00 1 X—>—00 1
My1=2 1 -2

224



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

7.| Asintotas | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

2
. o e . 2 2 2 +
@ngim—ﬂmxa 27T = x< 2 = x*>4 = x*—4>0 = x*—-4—-0
2
=4oox 22T = x>2 = >4 —= X2 —4>0 = x¥*—4 - 0"

X
im ——
x—=2+ \/x2 — 4

e Asintotas
Del punto a. anterior se obtiene que no hay asintota horizontal.
Del punto b. anterior se obtiene que x = —2 y x = 2 son las ecuaciones de asintotas verticales.

Determinemos si existen asintotas oblicuas:

f(x)

Q lm =t e T
X 1-;
= lim ——— =1dedondem =1

X—>+00 4
Vi—e

@ lim (f(x) —mx) = lim

X—+00 X—+00

[ x2 } Lo xX2—xvx2—4
- x| = lim ———=_ ~

x2—4 x—-+oo x> —4

= lim
X—+00

X2 —xVx2—4 X +xvx2—4| lim xt—x2(x2 —4)
x> —4 X2+ xVx2—4|  xotoo /x2 —4(x% 4+ xV/x? — 4)

4x2 4x?
x—=+00 y/x2 — 4(x2 + xV/x2 —4) x—+oo /17% 2 (1+ 17%>
. 4
= hrf =0, de donde b = 0.
e 14 (1+ 1—%)

La recta con ecuacién y = x es una asintota oblicua.

T (CO, X2 I x
0@ lm — = lm T
X\ /1— =
X
—1

de donde m = —1

= lim
X——00 x2 —4

O im (fx)—mx) = lim

X——00 X——0

{ x2 } X2 +xvx2 —4

x2 —4

225
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_ lim X2 +xVx2—4 X2—xVx2—4| lim xt—x2(x%2 —4)
x——00 x2—4 X2 —xVx2—4| x==ox2—4 (X2 —xVx2—4)
. 4x?
= lim
e 14 x2(1+ 1—%)
. 4
= lim =0, de donde b =0.
e 14 (1+ 1—5)
Luego, la recta con ecuacion y = —x es otra asintota oblicua.
0 Cuadro de variacion:
X —00 —V8 -2 2 V8 +00
/(x) - 0 0+
7(x) + +
+00 +00
f
4 4

Ejercicios

@& Ir a «Préacticas de CDI»

n Resolucion de problemas de maximos y minimos:

En la resolucion de problemas en que se debe determinar el maximo o el minimo de una cierta expresion, deben seguirse los
siguientes pasos:

o Determinar la magnitud que debe hacerse maxima o minima, y asignarle una letra.
o Hacer un dibujo cuando sea necesario.

Asignar una letra a las cantidades mencionadas en el problema y escribir una ecuacién en la que se establezca lo que se
debe hacer maximo o minimo.

o Establecer las condiciones auxiliares del problema y formar una ecuacién (ecuacién auxiliar)
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e Expresar la cantidad que debe maximizarse o minimizarse en términinos de una sola variable utilizando para ello la
ecuacion auxiliar. Determinar el dominio de esta funcién.

o Obtener la primera derivada de esta funcion para determinar los valores criticos.

o Comprobar, utilizando el criterio de la primera derivada o el de la segunda derivada, si los valores criticos son maximos o
minimos.

e Verificar que el valor obtenido cumple las condiciones dadas en el problema.

e Responder a la pregunta establecida en el enunciado del problema.

En algunos problemas hay que utilizar diversas figuras geométricas por lo que a continuacion se especifican algunas de ellas
junto con las respectivas formulas sobre areas y volimenes:

Circulo de radio T con centro en (0,0)
Ecuacién: x* +y? =12

Circunferencia: 27tr

J Area: mr?

Fig. 3.29

Sector circular;

A
5 . 1, , .
B Area: Er 0, donde O es el angulo central medido en
radianes.

Area: T; donde s eslalongitud del arco AB

Fig. 3.30

Trapecio

B
ﬂ -h, donde B es la longitud de la base

mayor, b esladelabase menory h esla altura del trapecio.

Area:

S5
[s]
j
i ]

Fig. 3.31

Cilindro circular recto de altura h y radio de la base 1.
Volumen: mr’h
Area lateral: 2rtrh

Area total: 27trh + 272

Fig. 3.32
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Cono circular recto de altura h y radio de la base 7.

mrlh

Volumen:

Superficie lateral: mrL donde L es la generatriz esta
dada por:

L=vZiRe

Fig. 3.33
Esfera de radio r.
; 4
== Volumen: —r°7
3
Superficie: 47rr?
Fig. 3.34

Ejemplo 298

Determinar dos numeros no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto tenga el mayor valor posible.

Solucion. Se debe de maximizar el producto P de dos niimeros positivos. Sean estos nimeros: x , Yy . Luego
P=xy

Como la suma de esos nimeros es 10, entonces x + Yy = 10 es la ecuaciéon auxiliar, de donde y = 10 — x.
Entonces: P(x) = x(10 — x) = 10x — x2

Se debe de determinar el valor de x que hace méxima la funcién P(x)

Derivando: P/(x) = 10 — 2x

Valores criticos: P/(x) =0 <= 10—-2x =0 <= x =5

En x = 5 se tiene un valor critico, y se debe estudiar si es un valor minimo o un valor maximo.

Como P”(x) = —2 entonces P”(x) = —2 < 0 por lo que en x = 5 se tiene un valor maximo.

Six = 5 entonces y = 10 — 5 = 5. Luego, los ntimeros positivos cuyo producto es maximo y cuya suma es 10 son
ambos iguales a 5.

Un rectangulo tiene 120 m. de perimetro. ;Cuéles son las medidas de los lados del rectangulo que dan el 4rea maxima?
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Solucién. Se debe maximizar el &rea A de un X

« ¢

rectangulo: Designemos con “ x ;" y ” las longitudes de
los lados del rectangulo. Luego A = xy.

Como el perimetro del rectingulo es 120m . en- Y Y
tonces la ecuacion auxiliar es: 2x + 2y = 120 de donde
y =60 —x.
Luego A(x) = x(60 — x) = 60x — x? X
Fig. 3.35

Como A’(x) =60 —2xy A’(x) =0 <= x = 30 entonces x = 30 es un valor critico.
Analicemos si este valor es maximo o minimo utilizando el criterio de la segunda derivada.
Como A" (x) = -2y A”(30) = —2 < 0, entonces x = 30 es un valor maximo.

Six = 30 entonces y = 30 por lo que un cuadrado de lado 30 es el rectingulo de mayor area y perimetro 120m .

229

300

Una recta variable que pasa por el punto (1,2) corta al eje X en A(q,0) y al eje Y en B(0, b). Hallar el area del
triangulo AOB de superficie minima, suponiendo A y B positivos.

Solucién. Se debe minimizar el &rea T de un tridngulo. Graficamente se tiene:

Fig. 3.36

b
El triangulo es rectangulo y su area esta dada por T = a7

La recta pasa por los puntos (0,b),(1,2) y (a,0), por lo que la pendiente estd dada como sigue:

O Tomando (0,b)y (1,2 m=——-=2—0

e Tomando (1,2) y (a,0): m
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2
Luego: 2 —b = - es la ecuacion auxiliar, de donde:
2
b=2—— 3.1
T—a (3.1)
a 2 a a—a?—a —a? —a? a?
Entonces T(a) = = (2 — —a-— - - - T(a)= ——,a>1
ntonces T(a) = 52— g— ) =a—g— =~ — =7 .~ e W 1%

2_2 -2
Como T'(a) = (aa_ 1; = ((1((1(1_ 1)2) entonces
En el dominio a > 1, T'(a) =0 sélosia = 2. Ademas T’ < 0en]1,2[y T’ > 0 en ]2, +ool. Por tanto, a = 2 da el
minimo absoluto del area.

Si a = 2 entonces b = 4 (al sustituir en 3.1)

2-4

Luego el area del tridngulo es T = - = 4

Ademas, la ecuacion de larectaesy = —2x +4

230

Ejemplo 301

Una ventana tiene forma de rectangulo, culminando en la parte superior con un tridngulo equilatero. El perimetro de
la ventana es de 3 metros. ;Cual debe ser la longitud de la base del rectangulo para que la ventana tenga el area maxima?

Solucién. En este caso se debe maximizar el area de
la siguiente figura geométrica: Se han sefialado con las
letras“ x 7y “y ”las longitudes de los lados de la ventana.

El area de la ventana estd dada por la suma de las
areas del triangulo y del rectangulo.

-h
Area del tridngulo: XT

Area del rectangulo: xy

Fig. 3.37

xh

Area total: A = xy + >

2

Como el perimetro de la ventana es 3 metros entonces: 2y + 3x = 3 de donde y = es una ecuacion auxiliar.

3—3x xh
2 )+ o Debemos escribir h también en términos de x .

Luego: A = x(



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

8. | Resolucion de problemas de maximos y minimos: | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec |

Se tiene en el tridngulo de la derecha. h? + (%)2 =x?
h2 =2 _ XZZ _ sz

h= %, h>0

Luego: A(x) = %(37(— 3x%) + % . ?X

A(x) = %X— gxz + T?)XZ Determinamos los val-
ores criticos A’(x) = % —3x+ ?x

3 V3

Luego: A/(x) =0 < = —3x+ —x=0

2 2
3 V3
¢$2+x<23>—0
_3 3
— x= 2 e x=
B3 6—V3
3

El valor critico es x =

6—3

Utilizando el criterio de la segunda derivada se tiene que

—-3<0

\@,y,A”< 3 >:\/§

A(x)=-3+ —
(x) 5 P— 5

3
6—+3

es un valor maximo.

de donde x =

Luego, la longitud de la base del rectangulo debe ser para que la ventana tenga el area maxima.

_3
6—3
9-3V3

La altura del rectangulo debe ser: —————= y el lado del triangulo es

3
12—-2v3 6—3

231

Un faro se encuentra ubicado en un punto A , situado a 5 km del punto mas cercano O de una costa recta. En
un punto B , también en la costa y a 6 km de O , hay una tienda. Si el guarda faros puede remar a 2km/h,
y puede caminar a 4km/h, ;Ddnde debe desembarcar en la costa, para ir del faro a la tienda en el menor tiempo posible?
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Solucién. Se debe minimizar el tiempo de recorrido. 0 o Tienda
Graficamente la situacion se ve en la figura de la derecha. Costa = < ,{:m 7 :l%
s 2
Sea C el punto de la playa en el que desem- d
barca el guarda faros, designemos con x la distancia 5 km o
ocC.
lommn Faro

d; es la distancia en que debe remar desde A
hasta C Fig. 3.39

d, es la distancia en que debe caminar desde C
hasta B

Basta considerar 0 < x < 6: desembarcar fuera del segmento OB aumenta tanto el tramo de remo como el de caminata
respecto al extremo mas cercano. En este intervalo d; = v25+x2y dy =6 —x
Ademas se tiene que la distancia S recorrida en un tiempo t es igual a la velocidad por el tiempo: o sea;

S:v~tdedondet=%.

La distancia d; es recorrida con una velocidad de 2km/h, y la distancia d, con una velocidad de 4km/h, por lo que el
tiempo total de recorrido sera:

_di | d V25 +x2  6—x

t= — = siendo esta la funcién a minimizar.
2 4 2 + 4

B X 71_4x—2\/25+x2
2v/25+x2 4 825 + x2

Luego: t'(x)
Para determinar los valores criticos hacemos t’(x) =0
t'(x) =0 <= 4x—2V25+x2 =0 < 16x> = 4(25 +x?)
25 5
= 12> =100 <= X2 =" = x=——
3 V3

Utilicemos el criterio de la segunda derivada para determinar si el valor critico es un minimo.

25
t"(x) = —————— > 0, para todo x € [0, 6].
2(25 +x2)2
5
Por lo tanto, t es estrictamente convexa en [0, 6]. Como t’(x) = 0 solamente en x = —, este punto corresponde al

V3

minimo absoluto de t en dicho intervalo.

232

Determinar las dimensiones del cono de mayor area lateral que puede inscribirse en un cono circular recto de radio
lcm y altura 3cm, como se muestra en la figura siguiente:
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3cm

Fig. 3.40

Solucién. Hay que maximizar el 4rea lateral del cono inscrito.

Las dimensiones de éste son: x radio de la base, h altura y se especifican en la figura de la siguiente manera:

3cm

Fig. 3.41

El area lateral del cono esta dada por A = 7ixL. Una ecuacién auxiliar se puede obtener por medio de semejanza de
tridngulos de la siguiente forma:

3 cm

[
<

| 1km —>

Fig. 3.42

Ademas L = vhZ +x2 = /(3 —3x)2+x2 = V10x2 — 18x + 9
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Sustituyendo en la ecuacién del area lateral A = 7txL = 7txy/10x2 — 18x + 9

Determinemos los puntos criticos:

mx(10x — 9)
V10x2 —18x+9

m(20x* —27x +9)  m(4x —3)(5x — 3)

Al(x) = m/10x2 —18x +9 +

AIX = =
() V10x2 —18x +9 V10x2 —18x +9
/ 3, 3
Allx) =0 << 4x—-3)5x—3)=0 — Xx= g 0x=¢
fee 3 3
Por lo tanto, los valores criticos son x = 1 y X = 5

La semejanza de tridangulos da h = 3(1 — x); para un cono no degenerado, 0 < x < 1. En este dominio, A’ > 0 en
10,3/5[, A’ < 0enl3/5,3/4[y A’ > 0en]3/4,1[. Asi, x = 3/5, h = 6/5 dan un méaximo local, y x = 3/4 da un
minimo local.

Sin embargo, A(3/5) = 9v5m/25 < 7y limy_,; A(x) = 7 Por la variaciéon anterior, A(x) < 7 para
todo 0 < x < 1. El problema, tal como esta planteado, no tiene un cono no degenerado de area lateral max-
ima: su supremo es 7t cm?, al tender x a 1y h a 0. Si se admite el caso degenerado h = 0, ese extremo alcanza el valor 7t.

304

Determinar las dimensiones del cono de volumen minimo circunscrito a una semiesfera de radio R, de tal forma que el
plano de la base del cono coincida con el de la semiesfera.

Solucion. Hay que minimizar el volumen del cono circunscrito.

T
Si el radio de la base del cono es x y su altura es h, su volumen esta dado por: V = §x2h. Graficamente se tiene:

Fig. 3.43

Haciendo un corte transversal se tiene:
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Fig. 3.44

Podemos utilizar semejanza de triangulo para obtener una ecuacion auxiliar:

A
Fig. 3.45
Sustituyendo en la ecuacién del volumen del cono:
voTeop-T MR R W
3 3 h?2—R? 3 h?2-—R?

3 (hz _ RZ)Z - 3 (h2 _ R2)2

B.. 2 __ R2
AABC ~ AABD b= YV =R
X h
de donde x = L
"2 _R2

El dominio geométricoesh > R > 0. En él, V/(h) < O paraR < h < V3R y V/(h) > 0 para h > V3R, Asi,
h= \/ER es el inico minimo absoluto; ademas, V — +oo tanto cuando h — R" como cuando h — +o0.

Rv3
Luego, las dimensiones del cono circunscrito a la semiesfera son: radio de la base x = %— y altura h = v/3R

235

Ejercicios

@ Ir a «Practicas de CDI»



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/
https://wimate.org/cdi/cdipracticas/CDIprhse32.html#x64ejercicios-problemas-de-optimizacion

Razones de Cambio Relacionadas

Prof. Sharay Meneses Rodriguez, M.Sc.
Escuela de Matematica
Instituto Tecnolégico de Costa Rica.

“ Introduccion

d
Se ha estudiado la regla de la cadena para obtener, implicitamente, % de una funcion y = f(t). Asi, por ejemplo,
d n _ n—1 dy

Otra aplicacion importante de lo anterior es el calculo de razones de cambio de dos o mas variables que cambian con el tiempo;
o sea, jqué tan rapido varia una cantidad en el tiempo?

Por ejemplo, suponga que se tiene un recipiente conico con agua, como el que se muestra en la figura. Cuando el agua sale del
recipiente, el volumen V, el radio ry la altura h del nivel del agua son, las tres, 3 funciones que dependen del tiempo t.

Fig. 4.1: Recipiente lleno Recipiente vaciandose

Estas tres variables estan relacionadas entre si, por la ecuacién del volumen del cono, a saber:

V= grzh (4.1)

Por otra parte, derivando implicitamente ambos lados de 4.1 respecto del tiempo t, se obtiene la siguiente ecuacion de razones
relacionadas:

gr  ,dh
dt dt

Teorema 1-1

Si varias magnitudes dependen del tiempo t y estan ligadas por una relacion diferenciable, al derivar esa relacién respecto
de t se obtiene una ecuacién que liga sus razones de cambio en cada instante.
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[ Demostracion (p. 367) p }

Se puede observar que la razon de cambio del volumen, est4 ligada a las razones de cambio de la altura y del radio, en donde:

av , . , :
FTS es la razén o rapidez a la cual varia el volumen con respecto al tiempo

T . . ; . .
FTy es la razon o rapidez a la cual varia el radio con respecto al tiempo

h
— eslarazdn o rapidez a la cual varia la altura con respecto al tiempo

dt

av
Asi, por ejemplo, Fralie 10m3/seq significa que el volumen esta aumentando 10 m® cada segundo; mientras que, Fralie

—10m3/seq significa que el volumen esta disminuyendo 10 m® cada segundo.

n Problemas de Razones Relacionadas

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, en todo problema de razones relacionadas o tasas relacionadas, se calcula la
rapidez con que cambia una cantidad en términos de la razon de cambio de otra(s) cantidad(es).

Estrategia para resolver problemas de razones relacionadas

(1) De ser posible, trazar un diagrama que ilustre la situaciéon planteada.

(2) Designar con simbolos todas las cantidades dadas y las cantidades por determinar que varian con el tiempo.

(3) Analizar el enunciado del problema y distinguir cuales razones de cambio se conocen y cudl es la razén de cambio que se
requiere.

(4) Plantear una ecuacién que relacione las variables cuyas razones de cambio estan dadas o han de determinarse.

(5) Usando la regla de la cadena, derivar implicitamente ambos miembros de la ecuacién obtenida en el paso (4), con respecto
al tiempo t, con el fin de obtener la ecuacion de razones relacionadas.

(6) Sustituir en la ecuacion resultante del punto (5), todos los valores conocidos de las variables y sus razones de cambio, a fin
de deducir (despejar) la razon de cambio requerida. Es hasta en este momento, que se hacen las sustituciones de acuerdo
con los datos del problema.

305

Un recipiente conico (con el vértice hacia abajo) tiene 3 metros de ancho arriba y 3,5 metros de hondo. Si el agua fluye
hacia el recipiente a razén de 3 metros cubicos por minuto, encuentre la razén de cambio de la altura del agua cuando
tal altura es de 2 metros.

Solucion.

Sea V el volumen del agua contenida en el recipiente, T el radio de la superficie variable en el instante t y h el nivel del
agua en el instante t.
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&
2
o)
Fig. 4.2
. av 5,
Dato: Rapidez con que aumenta el volumen del agua; o sea, Fralie 3m’/min.

Encontrar: Rapidez con que sube el nivel del agua cuando la profundidad es de 2 metros; es decir, —

h=2m
La ecuacion que relaciona las variables es el volumen del cono:
T
V= 3 r’h (4.2)

Ahora bien, como el volumen consta de dos variables ( v y h'), conviene, en este caso, expresarlo inicamente en
términos de la altura h, para lo cual se usara la relacién que existe entre las variables citadas (Thales); a saber,

3
T—7h

3 .\° 3
Sustituyendo en 4.2 se tiene que: V = g (7 h) h = V= 4—;[ h3

La ecuacion de razones relacionadas se obtiene derivando implicitamente, respecto del tiempo, a ambos lados de la
37
ecuacion V = VT h3, lo cual nos conduce a:
av. 9m , dh

FTRR ATy (43)

Finalmente, como se desea encontrar la variacién de la profundidad del agua en el instante en que h = 2, y dado que

dv -
Fralie 3, sustituimos estos valores en 4.3 para obtener que:
97 dh dh 3-49 49 dh
=W a T @ Tior T T @ 2998

Por lo tanto, el nivel del agua aumenta a una razon aproximada de 1,3 m/min.

Ejemplo 306

Un hombre se aleja de un edificio de 18 metros de altura, a una velocidad de 1,8 metros por segundo. Una persona
en la azotea del edificio observa al hombre alejarse. ;A qué velocidad varia el angulo de depresion de la persona en la
azotea hacia el hombre, cuando éste dista 24 metros de la base de la torre?

Solucioén. Sea x la distancia recorrida por el hombre en el instante t. Sea « la medida, en radianes, del angulo de
depresion en el instante t.
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cos a = 24/30

18 m 18 m 30m
o) . A
>,
: 2dm
Fig. 4.3
Dato: Rapidez con que el hombre se aleja del edificio; o sea, Tt = 1, 8m/seg.

Encontrar: Variacion del 4ngulo de depresion cuando el hombre se encuentra a 24 metros de distancia del edificio; es
da

dt

La ecuacion que relaciona las variables esta dada por la razon:

decir,
x=24 m

(4.4)

tan x =

La ecuacion de razones relacionadas se obtiene derivando implicitamente a ambos lados de 4.4, con respecto del
tiempo, lo cual nos conduce a:

- (¥

Finalmente, para determinar la variacion del angulo de depresion en el instante en que x = 24, primero se debe calcular
el valor para el cos « en ese mismo instante.

do
dt

dx
dt

do

dt

dx

TS (4.5)

(sec® )

—18 cos? o
2

18 3
Ah i : = — =51 = 7 = =
ora bien, dado que: tan « = tan o o 1 — COS & 5
) 4 dx .
Por lo tanto, sustituyendo cos o« = 5V a = 1,8 = 5 en 4.5 se obtiene que:
do —18-16-9 da -9 de
at T 242255 a w0 T a o o%e

Se concluye que, el angulo de depresioén disminuye a una velocidad de 0,036 radianes cada segundo.

239

307

La altura de un tridngulo disminuye a razén de 2 cm/min mientras que el area del mismo disminuye a razon de
3 cm?/min. ;A qué ritmo cambia la base del tridngulo cuando la altura es igual a 20 cm y el 4rea es de 150 cm??

Solucion. Sea A el area, b la base y h la altura del tridngulo, en el instante t.
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A =150 cm?

20

Fig. 4.4

Datos: Rapidez con que disminuye tanto la altura, como el area del tridngulo; es decir,

dh

dA
& : ar _ 2/ min.
It cm/miny It 3cm”/min

Determinar: La variacion de la base del triangulo cuando la altura mide 20 cm y el area es de 150 cm?; o sea,
db h=20cm

dt A =150 cm?

Ecuacion que relaciona las variables: Area del triangulo, por lo que:

A = — (4.6)

dA 1 dh db
Fraliaiicy b Tt + h pTy (4.7)

De la ecuacion 4.7, de acuerdo con los datos que se tienen, se puede observar que para poder encontrar la

variacion de la base del triangulo en el instante en que h = 20 y A = 150, falta calcular el valor de b, en ese
mismo instante, el cual lo podemos obtener de la ecuacion dada en 4.6.

Por lo tanto, como A = bz—h entonces 150 =10b <«— b=15cm.

La sustitucion de % = -3, ﬂ = —2,h =20y b =15 en 4.7, nos conduce a:
dt dt
1 db db db 24 6
—3—5 15(_2)+20dT <— —6——30+20d—t <— T

En conclusioén, la base del triangulo aumenta a razén de 1,2 cm/min.
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Un controlador aéreo sitia dos aviones (A y B) en la misma altitud, convergiendo en su vuelo hacia un mismo punto
en angulo recto. El controlador detecta que el aviéon A viaja a 450 kilometros por hora y el avién B, a 600 kiléometros
por hora.

a. jA qué ritmo varia la distancia entre los dos aviones, cuando A y B estan a 150 kilémetros y 200 kilémetros,
respectivamente, del punto de convergencia?

b. ;De cuanto tiempo dispone el controlador para situarlos en trayectorias distintas?

Solucion. Sea x la distancia del avién A al punto de convergencia, y la distancia del avién B a ese mismo punto y z
la distancia entre los dos aviones, en cualquier instante t.

B B
l 22=x2 + 2 l z =750 km
200
y z z
o NA { A
Punto de 4 N Punto de S 150
convergencia convergencia
Fig. 4.5
. . . . dx
Datos: Velocidad con que los dos aviones se dirigen al punto de convergencia; a saber, Fralie —450 km/hr
d
y % = —600km/hr (las velocidades son ambas negativas ya que la distancia de los aviones al punto de

convergencia disminuye)

Determinar:

(a) La variaciéon de la distancia entre los dos aviones cuando el avidon A estd a 150km del punto de
x =150 km

convergencia y el aviéon B esta a 200 km de dicho punto; o sea , — .
dt |, _s00km

(b) El tiempo requerido por el controlador para cambiar la trayectoria de los aviones, con el fin de evitar que
éstos colisionen.

Ecuacion que relaciona las variables: Por “Pitagoras”, se tiene:

2= ¥+ (4.8)

Ecuacion de razones relacionadas: Derivando implicitamente a ambos lados de 4.8, respecto del tiempo,
obtenemos que:

R . (4.9)
dt 7 dt Y at ’

Con base en los datos que se tienen, de la ecuacion 4.9 se puede observar que para poder encontrar la variacién de la
distancia entre los dos aviones, en el instante en que x = 150 y y = 200, falta calcular, en ese mismo instante, el valor
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de z, el cual se puede obtener de la ecuaciéon dada en 4.8.

Dado que z2 = x> + y?, entonces z2 = (150)% + (200)> = 62500 <= z=250km.

La sustitucion de g—tx = —450, g—? = —600,x =150,y =200 y z = 250 en 4.9, nos conduce a:
dz  150-(—450) + 200 - (—600) dz
a - 250 = @ - ™

Respuesta (a): La distancia entre los dos aviones disminuye a razén de 750km/hr.

Respuesta (b): El controlador dispone de 20 minutos para cambiar la trayectoria de los aviones puesto que, en
ese tiempo, los dos aviones estarian llegando al mismo punto y chocarian.

Justificacion: Usando la relacion d = v - t, se tiene que:
Paraelavion A:150 = 450-t <= t = 1/3hr (20 minutos)

Paraelavion B:200 = 600-t <= t = 1/3hr (20 minutos)

Ejercicios

@ 2.1 Plantear y resolver los siguientes problemas.

1 Un niflo usa una pajilla para beber agua de un vaso cénico (con el vértice hacia abajo) a razén de 3 cm®/seg. Si la altura
del vaso es de 10 cm vy si el didmetro de la parte superior es de 6 cm, ;con qué rapidez baja el nivel del agua cuando la
profundidad es de 5 cm? ;Cual es la variacién del radio en ese mismo instante?

2 Lalongitud del largo de un rectangulo disminuye a razon de 2 cm/seg, mientras que el ancho aumenta a razéon de 2 cm/seg,.
Cuando el largo es de 12 cm y el ancho de 5 c¢m, hallar:
a. la variacion del area del rectangulo

b. la variacién del perimetro del rectangulo

c. la variacion de las longitudes de las diagonales del rectangulo

3 Dos lados de un triangulo miden 4 m y 5 m y el &ngulo entre ellos aumenta con una rapidez de 0,06 rad/seg. Calcule la
rapidez con que el area y la altura del tridngulo se incrementan cuando el angulo entre los lados es de 7/3.

4 Una luz esté en el suelo a 45 metros de un edificio. Un hombre de 2 metros de estatura camina desde la luz hacia el edificio
a razon constante de 2 metros por segundo. ;A qué velocidad esta disminuyendo su sombra sobre el edificio en el instante
en que el hombre esta a 25 metros del edificio?

5 Un globo est4 a 100 metros sobre el suelo y se eleva verticalmente a una razén constante de 4 m/seg. Un automovil pasa
por debajo viajando por una carretera recta a razoén constante de 60 m/seg. ;Con qué rapidez cambia la distancia entre el
globo y el automovil 15 segundo después?

6 Considere un deposito de agua en forma de cono invertido. Cuando el depdsito se descarga, su volumen disminuye a
raz6n de 50 7t m®/min. Si la altura del cono es el triple del radio de su parte superior, jcon qué rapidez varia el nivel del
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10

11

12

agua cuando esta a 5 m del fondo del depoésito?

Un globo asciende a 5 m/seg desde un punto en el suelo que dista 30 m de un observador. Calcular el ritmo de cambio del
angulo de elevacion cuando el globo esta a una altura de 17,32 metros.

Considere un triangulo rectangulo de catetos a y b. Si el cateto a decrece a razén de 0,5 cm/min y el cateto b crece a
razén de 2 cm/min, determine la variacion del area del triangulo cuando a mide 16 cm y b mide 12 cm.

Dos lados paralelos de un rectangulo se alargan a razon de 2 cm/seg, mientras que los otros dos lados se acortan de tal
manera que la figura permanece como rectangulo de area constante igual a 50 cm?. ;Cual es la variacion del lado que se
acorta y la del perimetro cuando la longitud del lado que aumenta es de 5 cm?

Un tanque coénico invertido de 10 m de altura y 3 m de radio en la parte superior, se esta llenando con agua a razén
constante. ;A qué velocidad se incrementa el volumen del agua si se sabe que cuando el tanque se ha llenado hasta la
mitad de su capacidad, la profundidad del agua esta aumentando a razén de un metro por minuto? ;Cuanto tiempo tardara
el tanque en llenarse?

Se vierte arena en el suelo a razén de 0,4 m® por segundo. La arena forma en el suelo una pila en la forma de un cono cuya
altura es igual al radio de la base. ;A qué velocidad aumenta la altura de la pila 10 segundos después de que se empez6 a
verter la arena?

Un rectangulo tiene dos de sus lados sobre los ejes coordenados positivos y su vértice opuesto al origen esta sobre la
curva de ecuacion y = 2%, seglin se muestra en la figura adjunta. En este vértice, la coordenada y aumenta a razon de una
unidad por segundo. ;Cual es la variacion del area del rectangulo cuando x = 2?

Y A

XV

Fig. 4.6

@& Ir a «Practicas de CDI»

Practica adicional de razones relacionadas (M.Sc. Luis Carrera R., M.Sc. Sharay Meneses R.)

Ejercicios

2.2 Elvoltaje V(en voltios), la intensidad I(en amperios) y la resistencia R(en ohmios) de un circuito eléctrico, como el que
se muestra en la figura, se relacionan mediante la ecuacién V = I - R. Suponga que V aumenta a razén de 1 voltio por segundo,
mientras I decrece a razon de 1/3 amperio por segundo. Sea t el tiempo en segundos.
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Fig. 4.7

1 ;Cuél es el valor de dV/dt?

2 ;Cual es el valor de dI/dt?

w

;Qué ecuacion relaciona dR/dt con dV/dt y d1/dt?

4 Halle la razén a la cual R cambia cuando V = 12 voltios e I = 2 amperios ;R aumenta o disminuye?

@ 2.3 Elradio rylaaltura h del cilindro circular recto se relacionan con el volumen del cilindro mediante la formula V = 7t 12h.

1 ;Como se relaciona dV/dt con dh/dt, si r es constante?

2 ;Como se relaciona dV/dt con dr/dt, si h es constante?

3 ;Cémo se relaciona dV/dt con dr/dt y dh/dt, si ni r ni h son constantes?

4 En cierto instante la altura es de 6 cm y se incrementa en 1 cm/seg, mientras el radio es de 10 cm y disminuye a razon de 1
cm/seg. ;Con qué rapidez cambia el volumen en ese instante? ;El volumen aumenta o disminuye en ese instante?

2.4 Cuando un plato circular de metal se calienta en un horno, su radio aumenta a razén de 0,01 cm/min. ;Cual es la razén
de cambio del area cuando el radio mide 50 cm?

2.5 Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un depdsito en forma de cono invertido (con el vértice hacia abajo) a
raz6n de 3 7t m® por hora. Si el depésito tiene un radio de 2,5 metros en su parte superior y una profundidad de 10 metros, entonces:
1 ;Qué tan rapido cambia dicha profundidad cuando tiene 8 metros?

2 A qué razoén varia el area de la superficie del nivel del aceite en ese mismo instante?

@ 2.6 Un globo aerostético se infla de tal modo que su volumen esta incrementandose a razéon de 84,951 dm®/min ;Con qué
rapidez esta incrementandose el diametro del globo cuando el radio es 3,05 dm?

2.7 Las aristas de un cubo variable aumentan a razén de 3 centimetros por segundo. ;Con qué rapidez aumenta el volumen
del cubo cuando una arista tiene 10 centimetros de longitud?
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@ 2.8 De un tubo sale arena a razén de 16 dm®/seg. Si la arena forma una piramide cénica en el suelo cuya altura es siempre
1/4 del didmetro de la base, ;con qué rapidez aumenta la piramide cuando tiene 4 dm de altura?

@ 2.9 Una mujer, en un muelle, tira de un bote a razén de 15 metros por minuto sirviéndose de una soga amarrada al bote al
nivel del agua. Si las manos de la mujer se hallan a 4,8 metros por arriba del nivel del agua, ;con qué rapidez el bote se aproxima
al muelle cuando la cantidad de cuerda suelta es de 6 metros?

<@ 2.10 Se bombea agua a un tanque que tiene forma de cono truncado circular recto con una razén uniforme de 2 litros por
minuto (1 litro = 1000 cm?). El tanque tiene una altura de 80 cm y radios inferior y superior de 20 y 40 cm, respectivamente.
;Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando la profundidad es de 30 cm?

Nota: El volumen V de un cono truncado circular recto de altitud h y radios inferior y superior ay b es:

V= gh(az—i— ab + b?)

Fig. 4.8

@ 2.11 El agua esta goteando del fondo de un depésito semiesférico de 8 dm de radio a razén de 2 dm®/hora. Si el depésito
estaba lleno en cierto momento, ;con qué rapidez baja el nivel del agua cuando la altura es de 3 dm?

Nota: El volumen Vde un casquete de altura h de una esfera de radio res: V = % h?2(3r — h).

"’\

Fig. 4.9

@ 2.12 Una escalera de 4 metros se apoya contra una casa y su base comienza a resbalar. Cuando la base esta a 3,7 metros de
la casa, la base se aleja a razén de 1,5 m/seg.

1 ;Cuél es la razon de cambio de la distancia entre el suelo y la parte superior de la escalera sobre el muro en ese instante?

2 ;Cual es la razon de cambio del area del triangulo formado por la escalera, la pared y el suelo en ese instante?

3 ¢Cual es la razdén de cambio del angulo O entre la escalera y el suelo en ese instante?
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Fig. 4.10

2.13 Si Angélica mide 1,80 metros de altura y se aleja de la luz de un poste del alumbrado publico, que esta a 9 metros de
altura, a razén de 0,6 metros por segundo, entonces:

1 ;Con qué rapidez aumenta la longitud de su sombra cuando Angélica est4 a 7,2 metros del poste? ;A 9 metros?
2 ;Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?

3 Para seguir el extremo de su sombra, ja qué razén angular debe alzar la cabeza cuando su sombra mide 1,8 metros de
largo?

2.14 Un automévil que se desplaza a razén de 9 m/seg , se aproxima a un cruce. Cuando el auto esta a 36 metros de la
interseccidén, un camién que viaja a razén de 12 m/seg , cruza la interseccion. El auto y el camién se encuentran en carreteras
que forman un angulo recto entre si. ;Con qué rapidez se separan 2 segundos después de que el camién pasa dicho cruce?

<@ 2.15 Un avidén vuela con velocidad constante, a una altura de 3000 m, en una trayectoria recta que lo llevara directamente
sobre un observador en tierra. En un instante dado, el observador advierte que el angulo de elevacion del aeroplano es de 7t/3
radianes y aumenta a razén de 1/60 radianes por segundo. Determine la velocidad del avion.

3
. ., X 8
2.16 Una particula se estd moviendo sobre una curva cuya ecuacion es I _E 7 = 5 Suponga que la coordenada x se
Y

est4 incrementando a razén de 6 unidades/seg cuando la particula esté en el punto (1,2).

1 ;Con qué rapidez estd cambiando la coordenada y del punto en ese instante?

2 ;La particula esta ascendiendo o descendiendo en ese instante?

@& Ir a «Practicas de CDI»
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Integral Indefinida

“ La integral indefinida

Dada una funcién f, una primitiva arbitraria de ésta se denomina generalmente integral indefinida de f vy se escribe en la

forma /f(x) dx.

La primitiva de una funcién también recibe el nombre de antiderivada.

Si A es una funcion tal que A’(x) = f(x) para x en un intervalo I, entonces la integral indefinida de (x) est4 dada por:

/f(x) dx =Ax)+ C

C es cualquier numero real y recibe el nombre de constante de integracion.

Teorema 1-1

SiFi(x) y Fa(x) son dos funciones primitivas de la funcién f sobre un intervalo [a, b], con ambas primitivas continuas
en [a, b] y derivables en ]a, b[, entonces

Fi(x) —F(x)=C

es decir, su diferencia es igual a una constante.

{ Demostracion (p. 367) p ]

Puede decirse a partir del teorema 1 - 1 que si se conoce cualquier funcion primitiva de F de la funcién f, entonces cualquier
otra primitiva de f tiene la forma F(x) + C, donde C es una constante. Luego

/f(x) dx = F(x) + C si F'(x) =f(x)

Nos dedicaremos ahora a estudiar los métodos que permiten determinar las funciones primitivas, (y por tanto las integrales
indefinidas), de ciertas clases de funciones elementales.

El proceso que permite determinar la funcién primitiva de una funcién f recibe el nombre de “integracion de la funcién f .

La integral indefinida es lineal, entendiendo las igualdades salvo una constante. Las propiedades de orden y de cotas de la
integral definida no se trasladan directamente a familias de primitivas.

Convenciones de dominio. Cada primitiva se interpreta en un intervalo donde el integrando es real y esta definido. En dominios
desconectados, la constante puede ser distinta en cada componente. Las raices pares se toman no negativas; por ello, en las
sustituciones u? = 3x + 4,y = u® y u* = x> + 3 se elige u > 0. Las reglas de potencias se aplican donde las potencias son
reales y derivables; los extremos del dominio se tratan por separado.

n Férmulas basicas de integracion
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BEXB Regla de la cadena para la antiderivacion

Sea g una funcién derivable en un intervalo 1.

Sea f definida en un intervalo ] que contiene g(I) y sea H una antiderivada de f en J. Entonces:

/f[g(X)] - ¢'(x) dx = Hig(x)] + C

Note que dix H(g(x)) +Cl=H'(g(x)) - g'(x) +0=H’(g(x)) - g’(x), como H es una primitiva de f entonces H’(x) = f(x)

por lo que:

Luego tenemos que:
n+1
0 /[Q(X)]n g’ (x)dx = % +C, n#—1. {Compruébelo!

n+1

9 /x“ dx = T)i+ 1 + C, n# —1, jCompruébelo!

El caso en que n = —1 sera estudiado luego.

6 6
/4x5dx:4/x5dx:4-%+C:2%+C
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/(2X +1)° dx
d . - 1 -
Note que o (2x + 1) = 2, por lo que es necesario multiplicar por 2 y 5 de la siguiente manera:
1 1 (2x+1)° (2x+1)°
2x+1)P°dx =2 [ 2(2x+1)°dx=5 ——— 4+ C="——
/(x+)dx 2/(X+)dx 5 5 +C W +C

313

/ ox dx 5 x dx Note que d (3x* +4) = 6x
_— = —_—, u _— e
V32 1 4 V32 1 4 Ea

= §/6x(3x2—&-4)7Tl dx

(3x2 +4):
1

2

5
Z. C
6 +

= g 3x2 44+ C

314
1 ]. 1
Jerw@y eyt esiay = 5 [20@4y)dy+y+5)dy Noteque dyfdy+yP+5) =2ly +2)
1 2 1
= 3 (4+2y)(4y+y-+5)3dy
1 24 5)3
_ L Byry ol o
2 2
3
= Jdy+y*+5)3i+C

Ejercicios
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5
@ 2.1 /ﬁdx, x>0
3x 44
Ix

@23 /(4\3/7_c+ 3V/x5) dx

@22 dx

D24 / 5u(3 4 2u) 5 du. Este integrando no tiene una primitiva elemental; no es un ejercicio de la regla de la cadena

anterior. Si se pretendia practicar esa regla, debe usarse 5u® en lugar de 5u.

7(1+5x)
@25 —dx
V2x +5x2+4
2.6 /L X<§
’ V3=2x 2

@& Ir a «Practicas de CDI»

IEEH Integral de la funcion exponencial de base e
Recuerde que i eX =e* yque i [eg(X)] — e9(x) . g’ (x)
dx dx

LuegO/e" dx=e*+C y/eg("’~g’(x) =e9X) 1 C

/ e dx

d
En este caso ™ (2x) = 2, por lo que multiplicamos y dividimos por 2 para tener la integral completa.

1 1
2x _ = 2 2x — I e2x
/e dx 2/ e dx 5 € +C

316

/ 5xe®*” dx

Note que di (3x%) = 6x

X
/5xe3"2dx:5-%/6x-e3"2dx=ge3x2+C
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eﬁd
Ve X
d 1
Note que = (V) = NG
Vx VX
C ax=2[ & dx=2eV
\/)_cdx 2/2\/)_Cdx 2eV¥+C

Ejemplo 318

earctan x
/ 1+x2 dx
d 1
Recuerde que ™ (arctan x) = 72
earctan x 1
/ Tre &= / Tz & dx=emnr
Ejercicios

4x
2.7 F dx
@ 2.8 /ex(2+3e")5 dx

63+lnx
@29 / dx
X

@ 2.10 /x(e4"2—x+1)dx

etan x
@ 2.11 / -— dx
COos~ X

2
e

D 2.12 —d

/ V4 — 6ex x

@& Ir a «Préacticas de CDI»

BEXN Integral de la funcion exponencial de base a (a > 0, a # 1)

d
Como — (a*) = a*In a entonces:
X

X

+C

/axlnadx:a"-i-C y /a"dx: a
In a
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1 2%
2%dx=—— [ 2*In 2 dx = —
dx o 2/ dx n 2 +C
320
/X34xzdx= L/SXB‘“Z In 3 dx = i +C
8In 3 8In 3
Ejemplo 321
/ (2t 4+ 1) 5Vt at
/ (2t+1) 5V tHar = ﬁ / (2t +1) 57+ 1n 5 dt
_ 1 5(t2+t+4)+c
In 5

BEXH Integral que da como resultado la funcién logaritmo natural

1 C1, x <0
/— dx=In x|+ C, C= (5.1)
X Cy, x>0

{ Demostracion (p. 367) p ]

COMENTARIO

El dominio de f(x) = 1/x es R —{0}. Este dominio no es un intervalo: tiene dos componentes conexas, (—oo,0) y (0, o). El teorema que
afirma que dos primitivas difieren en una constante solo aplica en un intervalo, asi que la constante puede ser distinta en cada rama. La
primitiva general es entonces

1 In(—x) +C;, x<0
/f dx =
X In(x) + C,, x>0

con Cy, C; constantes independientes, lo que se abrevia escribiendo In [x| 4+ C con el convenio de que C denota C; o C; segin la rama.
En la practica, al calcular una integral definida los limites quedan dentro de una sola rama y basta una constante

En general se tiene que
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f'(x)
/ ) dx =In [f(x)]+ C

COMENTARIO

'(x)
f(x)

Esta formula es solo la regla de la cadena leida al revés: si f es derivable y f(x) # 0, entonces (In|f(x)|)’ = , pues el valor absoluto

solo cambia el signo del numerador y del denominador a la vez.

Como antes, la igualdad vale en cada intervalo donde f sea derivable y no se anule: si f se anula en algtin punto, el dominio se parte en
varios intervalos y la constante C puede ser distinta en cada uno.

Observe que la expresion en el denominador debe tener exponente uno y que ademas en el integrando debe aparecer la derivada

de f.

/§ dx=3/l dx =3 In x|+ C
X X

X 1 2x 1 2

Ejemplo 324

—4x +1
4x2 —2x+5

d
Note que — (4x*> —2x +5) = 8x —2
dx
/ bl —1/—2(—4x+1) "
4x2 —2x +5 2 ) 4x2—2x+5

_ —1/ 8x —2 dx
2 4x2 —2x +5

-1
~ In [4x> —2x+ 5|+ C
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NOTA

Cuando en un cociente, la variable de la expresién en el numerador tiene exponente mayor o igual al de la variable en el denominador,
debe efectuarse primero una divisién y luego integrar como se especifica en los ejemplos siguientes:

3y
dy
/y+5

3——)a 3dy—15 =3y—151In 5 4+ C
/( y+5>y / y / Y ly +5] +

Ejemplo 326

4y? 25
dy — 2y —5 d
/2y+5 Y /(y +2y+5) Y

25
= y* -5y + 5 In 2y +5/+C

/tanx dx = —/ —senx dx = —In|cos x| + C, valido en cada intervalo donde cos x # 0.
Ccos X

Ejercicios
@ 2.13 /592_+6U d
: 10y +3 Y

@& Ir a «Practicas de CDI»

BEXH Integrales de las funciones trigonométricas

Se debe tener muy claro cual es la derivada de cada una de las funciones trigonométricas estudiadas.

Daremos a continuacion la lista de las formulas.
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2.5.1 Integral de la funcion coseno

/a cosudu=asenu + C

Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx, por lo que

/a f'(x) cos f(x)dx = a sen f(x) + C

/2x cos x* dx = sen x> + C. Note que u = x* y du = 2x dx

/Co%ﬁdx :2/% cosv/x dx =2 seny/x + C.
dx
Notequeu=/x y du= ——

2/x

/5 cos 4x dx=§/4 cos 4x dx:g sen 4x + C

Ejercicios
@ 2.14 /e" cos(2e*+1) dx

@215 [

@& Ir a «Practicas de CDI»

2.5.2 Integral de la funcién seno

/a senudu=—a cosu +C

Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx por lo que
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/af’(x) sen f(x) dx = —a cos f(x) +C

/3 sen 5x dx =

a1l W

/5 sen 5x dx:_?3 cos 5bx + C

Ejemplo 332

/x2 sen (x> +4) dx

Note que u = x> + 4y du = 3x? dx

1
/x2 sen(x®> +4) dx = 5/3x2 sen (x® 4 4) dx

-1
= 3 cos (x> +4) +C

/4x sen (4 —x?) dx

/4xsen(4—x2) dx = iZ —2x sen (4 —x2) dx, u=4—x>ydu=—2x dx

= —2(—cos(4—x?)+C

= 2cos(4—x*)+C

Ejercicios

@ 2.16 /ﬂ dx
sen(6x) + 4

—X
@ 2.17 /% dx
eX.
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@& Ir a «Préacticas de CDI»

2.5.3 Integral de la funcién tangente

sen u —sen u
atanudu=a du=—a du= —a In |cos u|+ C
cos u cos u

Valido para{u € R talque uw# /2 + nm, n € Z}
Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx, por lo que

/a f'(x) tan f(x) dx = —a In |cos f(x)|+ C

/tan6x dx:%/6 tan 6x dx=%1 In |cos 6x|+ C

/eX tan e* dx =—1In |cos e*|+ C, u=-¢€*, du=e¢e* dx

Ejercicios

t 3
an /x .

@ 2.18 W

tan esen x
D 2.19 / ¥ dx. No se resuelve directamente con la formula de tangente compuesta: falta el factor e*"*. Para

practicar esa féormula, incluir ese factor en el numerador.

@& Ir a «Practicas de CDI»

2.5.4 Integral de la funcion cotangente

cos u
/acotudu:a/ du=a In |sen u|+ C
sen u

Véalido para{u € R talque u#nm, n € Z}

Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx, por lo que
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/af'(x) cot f(x) dx = a In |sen f(x)| + C

1 1
/x cot (x> +4) dX:E /2x cot (x* + 4) dx:§~1n |sen (x? +4)| +C

dx:2/ﬁ cot(v/x) dx =2 In |sen(v/x)|+ C

Ejercicios

cot(sen x)
D 2.20 — dx
sec x

@ 2.21 /w dx
’ cot 2x +3

@& Ir a «Practicas de CDI»

2.5.5 Integral de sec’>u

/a secudu=a tanu+C
Véalida para {u € R talque u# /2 +nm n € Z}

Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx, por lo que

/a '(x) sec®[f(x)] dx = a tan f(x) + C

2 2
/2 sec?(3x) dx = 3 /3 sec?(3x) dx = 3 tan 3x + C
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2(In 1
/w dx =tan(In x) + C Siu=1In x, du:; dx

Ejercicios

@ 2.22 /L
’ cos? (2x + 1)

sec? (tan x)
@ 2.23 — dx
cos? x

@& Ir a «Préacticas de CDI»

2.5.6 Integral de csc’>u

/a csc? wdu=—a cotu+C
Esta formula tiene sentido en{u € R talque w#nm, n € Z}

Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx y por tanto

/af’(x) csc? f(x) dx = —a cot f(x) + C

dx

1 2
/m—/; csc % (In x) dx=—cot (In x) + C
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2
1
CSC—\/E_Q/_X) dXZZ/m csc 2y/x dx = —2 cot v/x+ C

. dx
Note que siu = V/x entonces du =

2Vx

Ejercicios

2(,—x
@ 2.24 /CSC—(e) dx
ex

@ 2.25 /(3x2 +x) esc 2(2x° +x*+1) dx

@& Ir a «Préacticas de CDI»

2.5.7 Integral de secu tanu
/secu tan u du=secu+C
Esta igualdad es valida para{u € R talque u #7/2+nm n € Z}

Siu = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

/f'(x) sec[f(x)] tan[f(x)] dx = sec[f(x)] + C

/sec (5x) tan (5x) dx = %/sec (5x) tan (5x) dx:% sec (5x) + C

344

/e" sec(e*) tan(e*) dx = sec(e*)+ C
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Ejemplo 345

261

x sen(x?)
/cosz(xz) d
/x sen(x?) q

cos?(x2)

X

X

sen(x
— dx
COS X2 COS X

/ x sec x> tan x> dx
1 2 2
3 2x sec(x”) tan(x°) dx

1
3 sec(x?) + C

Ejercicios

sec 3x
@ 2.26 dx

cot 3x

/ tan (
@ 2.27

x2 cos (1)

1

X

)

dx

@& Ir a «Précticas de CDI»

Integral de cscu cotu

/csc ucotudu=—csc u+C

Esta igualdad vale para {u € R talque u#nm, n € Z}

Siu = f(x) entonces du = f’(x) dx, por lo que

/f’(x) csclf(x)] cot[f(x)] dx = — csc[f(x)] + C
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Ejemplo 346

/ x csc (4x?) cot (4x?) dx

1
/x csc (4x%) cot (4x%) dx = §/8x csc (4x%) cot (4x%) dx

[—csc(4x?)] + C

x| =

_ 4x2
_ CS(18(X)+C

csc(3x) 1 / =
/tan(3x) dx = 3 3 csc(3x) cot(3x) dx = 3 csc(3x) + C

e* cos(eX) B . cos(eX) dx B . i} i} o )
/ sen2(ex) dx—/e sen(e¥) sen(e) —/e cot(e*) csc(e*) dx= —csc(e*) +C

Ejercicios

D 2.28 / dx
’ x sen? (In x) sen(In x)

D 2.29 /csc x (csc x + cot x) dx

@& Ir a «Préacticas de CDI»

2.5.9 Integral de la funcion secante

Calculemos ahora / sec u du. Para ello se multiplica el numerador y el denominador por la expresiéon sec u + tan u en la

forma siguiente:

sec u (sec u+ tan u) du
sec u du = +C
sec u—+tan u
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=In |secu +tan u|+ C

sec® U+ sec u tan u du
sec u—+tan u

Esto es asi ya que, segtn lo estudiado sobre la integral que da como resultado la funcién logaritmo natural, si f(u) = sec u+tan u
entonces f'(11) = sec 1 tan u + sec’ 1 y se tiene por tanto una integral de la forma

/ f/(u) du
f(u)
El resultado anterior es valido para{u € R talque u# /2 +nm n € Z}

Siu = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que:

/f’(x) sec[f(x)] dx =In |sec[f(x)] + tan[f(x)]| + C

349

1 1
/sec6x dx:g/6 sec 6x dx:g In |sec 6x + tan 6x|+ C

/3x sec x> dx =

N W

3
/2x sec x? dx:i In |sec x> + tan x?|+ C

/w dx =In |sec(In x) + tan (In x)[+C

Ejercicios
2x
@ 2.30 /%f) dx
e X

sec (tan x) dx
@ 2.31 —
cos? x

@ Ir a «Practicas de CDI»
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Integral de la funcion cosecante

En forma similar al procedimiento seguido en el caso anterior calcularemos / csc u du.

csc u (esc u—cot u)
csc wdu= du
csc u—cot u

du=1In |csc u —cot u|/+C

csc Zu—csc u cot u
cscu —cotu

Este resultado es valido para{u € R talque uw#nm, n € Z}
Siu = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que:

/f'(x) csclf(x)] dx =In |csc[f(x)] — cot[f(x)]| + C

264

1 1
/x csc x? dx=§/2x csc X2 dX:E In |esc x* —cot X%+ C

/e" csc e dx =1In |csc e* —cot e*|+ C

/icsc 1 dx:—S/_—lcsc 1 dx=-31In
x2 x x2 x

csc (1) — cot <1>‘+C
X X

Ejercicios

csc (cot x)
D 2.32 — dx
sen? x

@ 2.33 /csc (%) dx

@ Ir a «Practicas de CDI»
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BEXA Integrales que involucran potencias y productos de funciones trigonométricas

Antes de proceder a determinar este tipo de integrales es conveniente recordar las féormulas siguientes:

a) sen’a+cos’ax=1, x €R
b) tan’x +1=sec?a, ax € R, o0 #7m/24+nmw, neZ
c.) cot 2+ 1 = csc 2a, xR, ax#nm nez

d.) sen 200 =2 sen « cos &, & € R

1-— 2

e.) senzoc:¥, xeR
1 2

f) cosza:#, axaeR

Estudiaremos mediante ejemplos los casos generales que se enuncian a continuacién.

2.6.1 Potencias pares de seno y coseno

Integrales del tipo / sen™ x dx, / cos™x dx con M un entero positivo par.

/ sen®x dx

Se utiliza la formula dada en e.)

/senzx dx = /M dx
2
1 1
/E dX—E/COSZX dx

1
g—z sen 2x + C
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356

/sen4x dx
/sen4x dx = /(senzx)2 dx

1 —cos 2x\ 2
=

1
= Z/(1—2 cos 2x + cos® 2x) dx

1 1 1 5
= A_L/dX_Z/z Cos 2x dx—i—é—i/cos 2x dx

En la Ultima integral se utiliza la férmula dada en f.), solo que en este caso « es igual a 2x .

1 1 1 [ 1+ cos 4x
4 _ . _ 2 [ i
/senxdx = 4x 4sen2x+4/ > dx

1 1 1 1
= ZX—Z sen2x+§/dx+§/cos4x dx

1 1 1
= —-x—-sen2x+ - x+ — sen 4x+ C

4 4 8 32
3 1 1
= gx—Z sen2x+§ sen 4x + C

Ejercicios

@ 2.34 /cos2x dx

@& Ir a «Practicas de CDI»

En forma similar se procede con / cos*x dxy en general con las integrales de las potencias pares de las funciones seno y coseno.

2.6.2 Potencias pares de secante y cosecante

Integrales del tipo / sec™ x dx, / csc™x dx  con M un entero positivo par.
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/ sec*x dx
2

d
/ sectx dx = / sec’x sec’x dx, note que x tan x = sec” x
X
= /(tan2x+1) sec?x dx

= /tanzx sec? x dx+/sec2x dx

tan3 x
= 3 +tan x + C

Similarmente, utilizando la identidad c.) puede determinarse / csc 4x dx

Ejemplo 358
/ sec®x dx

/(sec2x)2 sec>x dx = /(tan2x+1)2 sec?x dx

= /(tan4x+2 tan®x + 1) sec?x dx

= /tan4x sec® x dx+2/tan2x sec? x dx+/sec2x dx

tan® tan?
= ar;x+2 ar;’x—l—tanx-i-c

Ejercicios

@ 2.35 /csc bx dx

@ Ir a «Practicas de CDI»

Utilizando el procedimiento anterior pueden calcularse las integrales de las potencias pares de las funciones secante y cosecante.
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En el caso de potencias impares debe utilizarse el método de la integracion por partes que se estudiara mas adelante.

2.6.3 Potencias pares de tangente y cotangente

Integrales del tipo / tan™ x dx, / cot ™x dx con M un entero positivo par.

Ejemplo 359

/ tan®x dx

/tanzx dx = /(seczx—l) dx
= /seczx dx—/dx

= tan x —x + C

Utilizando la formula dada en c., calcule / cot 2x dx

Ejemplo 360

/ tan*x dx

/tan4x dx = /(seczx—l)2 dx

/sec4x dx—Z/seczx dx+/ dx

= /seczxseczxdx—Ztanx—i—x = /(tan2x—|—1) sec?x dx —2 tan x +x

/tanzx sec? x dx—i—/seczx dx —2 tan x + x

tan® x tan® x
= 3 +tanx -2 tanx+x+C = 3 +x—tan x + C
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Determine / cot *x dx

2.6.4 Potencias impares

Integrales del tipo / sen™x dx, / cos™x dx, / tan™x dx, / cot ™x dx con m un entero positivo impar.

Ejemplo 362

/ sen®x dx

/sensx dx = /senzx sen x dx:/(l—coszx) sen x dx

= /senx dx—/coszx sen x dx

= /sen X dx+/(cos x)? (—sen x) dx

1
= —cosx—i—g cos® x4+ C

Determine / cos® x dx

/ cos® x dx
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/Cos5x dx = /cos4x cos x dx = /(coszx)2 cos x dx

= /(1—ser12x)2 CoSs X dx:/(1—2 sen?x +sen*x) cos x dx

/COSX dx—2/sen2x oS X dx+/sen4x cos x dx

2 1
= sen X_§ sen3x+5 sen’x + C

365

Calcule / sen’ x dx

366

/ tan’x dx = / tan®x tan x dx
= /(seczx—l) tan x dx
= /seczx tan x dx—/tanx dx

1
= 5 tan’x + In | cos x| + C

/cot 5% dx
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/cot 5 dx = /Cot 4x cot x dx = /(Cot 2x)? cot x dx
= /csc4xcotxdx—2/csc2xcotxdx+/cotxdx
= /(Cot2x+1) csc 2x cot x dx—2/cot X csc 2x dx+/cot x dx

1
= ~1 csc *x 4+ cot 2x +1In |sen x| + C

368

Determine / tan® x dx

2.6.5 Productos con ambos exponentes pares

Integrales del tipo / cos™x sen” x dx, / tan™ x sec” x dx, / cot ™x csc” x dx,con n y 1 ambos enteros positivos

pares.

369

I= / sen’x cos*x dx (utilizando las formulas e. y f.)

I—/ 1 — cos 2x 1+ cos 2x\ 2 dx
o 2 2

1
=3 /(1 — cos 2x)(1 + cos 2x)* dx

1
=3 /(1 + cos 2x — cos? 2x — cos® 2x) dx

1 1 1 1
=—/ dx+§/c052x dx—g/COSZZX dx—g/COSZZX cos 2x dx

8
=—x—|—l sen2x—l/—1+cos4X

1 2
3 6 3 dx——/(l—sen 2x) cos 2x dx

2 8

1 1 1 1 1 9
_§X+E senZX—E dx—E cos 4x dx—g/(l—sen 2x) cos 2x dx

1 1 1 1 5
_EX+E ser12x—6—4 sen4x—§/(cos 2x —sen” 2x cos 2x) dx

1 1 1 1 1 3
_E)H_E ser12x—6—4 sen4x—Esen2x—|—Esen 2x + C
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Ejemplo 370

/ tan?x sectx dx

/tanzx sec*x dx = /tan x sec®x sec®x dx
= /tan x (tan®x + 1) sec?x dx

tan*x sec?x dx + / tan® x sec®x dx

1 1
= 5 tan5x+§ tan®x + C

Ejercicios
@ 2.36 Calcule / cot 2x csc *x dx
@ 2.37 Calcule / senx cos®x dx

@ 2.38 Calcule / sen*x cos®x dx

@& Ir a «Préacticas de CDI»

2.6.6 Productos con al menos un exponente impar

Integrales del tipo / sen™x cos” x dx, / tan™ x sec” x dx, / cot "x csc " x dx,con n y r ambos enteros positivos,

siendo por lo menos uno de los exponentes impar.

/ sen®x cos*x dx

/ sen®x cos*x dx = / sen®x sen x cos*x dx

/(1—coszx) sen x cos?x dx=/senx cos* x dx—/coséx sen x dx

—/cos4x (—sen x) dx+/cos6x(—sen x) dx

1 1
= 5 cos5x+§ cos’ x + C
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/ sen®x cos®x dx

Ejercicio para el estudiante

/ cos® x sen®x dx

/ cos® x sen®x dx

—

cos® x sen’x sen x dx

—

2x) sen x dx

cos® x (1 — cos

/COSSX sen x dx—/cos7x sen x dx

1 1
~ cos® x + 3 cos®x + C

374

/ tan® x sec x dx

/ tan®x sec x dx

/ tan®x tan x sec x dx
/(seczx —1) tan x sec x dx
/seczx (tan x sec x) dx — /tan x sec x dx

1
3 sec®x —sec x + C
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/ cot %x csc x dx Ejercicio para el estudiante

Ejercicios

@ 2.39 /sen3x cos®x dx

D 2.40 /\/cos x sen®x dx

@ 2.41 /secéx dx

cos®t
D 2.42 3 dt
sen-t

tan?
@ 243 /an5yd
sec®y

sec® x
@ 2.44 / =% i
tan*x

csc 4x
@ 2.45 / 5o dx
cot “x

@& Ir a «Practicas de CDI»

Integrales que dan como resultado funciones trigonométricas inversas

A partir de las formulas estudiadas en el capitulo de derivacion sobre las derivadas de las funciones trigonométricas inversas,
pueden determinarse varias integrales indefinidas.
2.7.1 Integrales que dan como resultado la funcion arcoseno

d 1 / dx

Como — arcsen x = , entonces =arcsen x + C
dx V1—x2 V1—x2

Ademas

d
/ \/ﬁ = arcsen (E) +C,a>0 (Compruébelo)

En general

/M :arcsen<@> +C,a>0
az — [f(x)]2 a

= arcsen (§> +C

/dx _/ dx
NGl o 3
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[ R

1
— arcsen(2x) + C. (En este caso, f(x) = 2x)

/ dx _/ dx _1/ x
Viead ) 1= 2) J1-(2x? 2

N

V7 dx = L arcsen <@> +C

[& L oy o iy

/ x dx —1/ —2x dx -1 (3—x2>
_ = — — arcsen +C
VJo—a—x? 27 Jo—z—x2? 2 3

Note que f(x) =3 —x*y f'(x)
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Ejemplo 382

/ dx
V4 —2x —x2
En este caso debe “completarse cuadrados” en la expresién que aparece en el subradical.

4-2x —x*=5—(x+1)?

Sustituyendo en la integral

1
= arcsen (X+ ) +C

/ dx _/ dx
Vi—2x—x2 J 5—(x+1)2 V5

383
/ (x+3) dx
V3 —2x?
/(x+3) dx x dx n 3 dx
V322 V3 =2x2 V3 —=2x2

x(3—2x2)Tl dx +3

/ e JO3 —X(\/E X

i/ V2 dx
()

_ 17 a2\ T
= 4/ 4x (3—2x*) 7 dx+

1 3 V2 x
= —3-2x2+ — arcsen | — | +C
2 V2 (\/5>

Ejemplo 384

dx
/ V—4x? +12x

Volvemos a completar cuadrados en el subradical —4x*+12x =9 — (2x —3)?

Sustituyendo:
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dx
/ vV—4x2 +12x

277

Ejemplo 385

/ (24+x) dx
V4 —2x —x2
(24+x) dx x dx n 2 dx
V4 —2x —x? V4 —2x —x? V4 —2x —x?
_ —_1 —2x dx +2/ dx
2 V4 —2x — x? V4 —2x —x?
_ —_1 —2x—2+4+2 dx+2/ dx
2 V4 —2x — x? V4 —2x — %2
ol (=x=2) 1 2 dx +2/ dx
2 4—2x —x2 2) VA—2x—x2 V4 —2x —x?
Sl (=x=2) 1 2 dx +2/ dx
2 4 —2x —x? 2) V4—2x—x2 V4 —2x — X2
_ e g —) dx+/$
V5 —(x+1)2
-1 (d—2x—xY): +arcsen<x+1>+c
2 % NG
x+1
= — 4—2x—x2—|—arcsen< )—I—C
V5
Ejercicios
(2x — 3)
D 2.46 — dx
V1 —4x2
@ 2.47 —X dx
’ V3 —2x —x?
@ 2.48 2x+3) 4

V5 —x2 —4x
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Integrales que dan como resultado la funcion arcotangente

entonces

d 1
Como = arctan x = 1—|——x2’

dx
—— —arctan x + C
14 x2

1
Ademas / dx _1 arctan (i) + C, donde a > 0. (Compruébelo!)
a2+x2 a a

En general:

f'(x) d 1 f(x)
/#f(x))(]z:a arctan (%) +C

278

/ dx —/ dx —1arctanX+C
9+x2 ] 324x2 3 3

/ dx
2+ 4x2

2V/2

/ dx B / dx B 1/ 2 dx
24432 (V2)2 + (2x)? 2 (V22 + (2x)?

L arctan (2—) +C = 1 arctan(v2 x) + C
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x+2 ix — x dx n 2 dx
5+ 2x2 n 54 2x2 5+ 2x2
1 [ 4x dx V2 dx

i T \/— (VB)2 + (V2x)?

1 2 2
= 1 In |5+2x2|+£ arctan\/_X

NG \/§+C

279

Ejemplo 389

/ dx
4x? 4+ 4x + 3
Se “completa cuadrados” en la expresion que esta en el denominador.

P+ A4x+3 =42 +4x+1-1+3=2x+1)?+2

Sustituyendo en la integral:

/ dx _ / dx — 1/ 2 dx _L1 arctan
2 rax+3 ) 2x+12+2 2/ (V2r+(2x+1)2 2 V2

(

2x +1
V2

)c

Ejercicio para el estudiante

3x3 dx

/ 1t 13 Ejercicio para el estudiante
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Ejemplo 392

/

280

3x dx
x2 4+ 6x +12

/ 3x dx B
x2+6x+12

§/ 2x dx
2) x2+6x+12

_ g/ 2466

2) x2+6x+12
B 3/ (2x +6) 3/ —6 dx
n x2—|—6x+12 X2+ 6x + 12
B §/ (2x +6) dx _9/ dx
o 2) x+6x+12 3+ (x+3)2

= % In |x2+6x+12|—iarctan (X—H) +C

V3 V3

Ejemplo 393

2x3 dx
2x2 —4x +3
En este caso se debe hacer primero la division, pues el exponente de la variable en el numerador es mayor que el
exponente de la variable en el denominador.

/27(3—(17( = /L dx:/{(x+2)+ﬂ] dx
2x2 —4x +3 2x2 —4x +3 2x2 —4x +3
= /(x—i—Z) dx+/2x2—5++3 dx_6/2x2—d—4xx+3
- /(x—|—2) dx+§/¢%—6/zxz_d—;(%
Jorm o [S2005 0  memas

/(X—l—Z)dX-ﬁ-?/ (4x —4) dx 5/ 4 dx —6/ dx
4 —4x+3 2x2 —4x +3 2x2 —4x + 3

22 5 1 2 d
_ (42 +7 In 2 — 43— V2 dx

2 V2] (Vax—v2)R+1
_ (x+2)? 5 ) 1
= 5 + 1 In [2x* — 4x + 3] 7 arctan(v2x — v2) + C
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Vamos ahora a estudiar algunos tipos de integrales que no se determinan utilizando las férmulas anteriores, sino mediante
algunas técnicas especiales, llamadas técnicas de integracion.

n Método de sustitucion

Anteriormente hemos resuelto integrales como las siguiente:

/x V4 —x2dx

Como d(4 — x?) = —2x dx entonces multiplicando y dividiendo por —2 se obtiene que:
-1 1 (4—x%)s
/x VA4—x2 dx = 7/—27{(4—7(2)% dX:_E . % +C
3

Sin embargo, una integral como / xVx 4+ 2 dx no puede calcularse por el procedimiento anterior ya que d(x+2) = dx # x dx.

Se necesita por tanto un procedimiento que nos permita calcular este y similares tipos de integrales. Para ello veamos el teorema
siguiente:

Teorema 3—-2

Si x = g(u) es una funcién derivable que posee una funcién inversa u = g~ !(x) también derivable. Entonces, en
cualquier intervalo donde g’(u) # 0 se tiene que:

/f[g(u)} g'(wdu=Hu)+C= /f(x) dx =H[g '(x)]+C

{ Demostracion (p. 368) p- ]

La demostracion anterior justifica la sustitucion inversa en los intervalos donde se satisfacen las hipotesis.

/xz Vx+4 dx

Sea u? = x + 4, 3u?du = dx, x = u® — 4. Sustituyendo:
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/x2 Vx+4 dx = /(11,3—4)2\3/53u2 du
= /(u6 —8u® +16)u 3u? du
= 3/(u6—8u3+16) ud du

= 3 /(u9 —8u® +16u’)du

10 7 4
= 3{%—8%4—16% +C, como u=+vx+4

_ 2 AT - 2 QR 4 2R A 4 C

282

10 7
395
/X\/X+2 dx
Seau=x+2, du= dx
luego x = u — 2, sustituyendo:
/xx/x—l—Z dx = /(u—Z)ﬁdu:/(u% —2uz) du

|

|
®
+
>

Note que se escogio la variable 1 con el exponente 3, (u3), para que al sustituir se obtuviera una raiz ctibica exacta.

Ejemplo 396

/ X dx
V3x + 4
2
Seau = 1/3x +4 > 0, de modo que u? =3x +4, luego 2udu =3 dx = gu du = dx. Ademas x =

Sustituyendo:

uz—4
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/ x dx B
V3x+4

ul—4 2
3 34 du
Vi
2 _
2 u(u” —4) du
9 u
% (u?> —4) du

2 [ud
et}
9[3 u]+C

%u3—§u+ C, comou=+v3x+4

2 3
= [\/3x+4] —g Vaxt4+C

283

Ejemplo 397

VY

d
T+yg Y

entonces dy = 6u’du

Sustituyendo:

/11?3/@‘19

En este caso se debe sustituir® y ” por una expresion que posea tanto raiz cuadrada como cubica, asi y = u

Vub 6ud
o du
1+ vub

8
u
o f o
7 5 3
6[%—%+%—u+arctanu +C

(vy) — g (vy)® +2(vy)® — 6y + 6 arctan Wy + C

N

6

y
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Sea u® = x + 1. Entonces 3u’du = dx. Ademas x = u® — 1. Sustituyendo

/xdx B /(u3—1)3u2du
(x+1)3F ()3

_ 3/u2(u3—1) du

(SN}

2
= 3/(u3—1) du
4
_ 3{%—u]+C

_ Z(m)ugmw

284

399
/(x3+3)% x> dx
Sea u* = x3 + 3. Entonces 4u®du = 3x? dx o también §u3 du = x? dx
Ademas x®> = u* — 3. Sustituyendo:
x—i—%x'xx: uhi(ut—3) - u® du
Joerabe e = [ahint-3)
= % u(u? —3)u® du
= g (u® —3u*) du
4 v 3P
=3 [?—ﬂ TC
4 4 9 4 4 5
= ¥ [\/x3+3] — (Vx3+3)°+C
Ejercicios

dx
3.1 _
@ / 14+v/x—2
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@32 /L
' 29x+/x

@ 3.3 /X(2+X)% dx
@ 3.4 /x5(3x2+4) dx

@35 /\/6+y(y +2)? dy

@& Ir a «Practicas de CDI»

n Integracion por partes

Esta es otra técnica que se utiliza para expresar una integral en otra expresion que se puede determinar mas facilmente.

Consideremos dos funciones f y g derivables en S. Luego, por medio del diferencial de un producto se tiene que:

dlf(x) - g(x)] = f(x) g'(x) dx + g(x) f'(x) dx
f(x) g’(x) dx = d[f(x) - g(x)] — g(x) f'(x) dx

integrando a ambos lados:

de donde

Esta es la formula de integracion por partes.

Utilizando los diferenciales de las funciones, si u = f(x) entonces du = f’(x) dx, y si v = g(x) entonces dv = g’(x) dx.

Sustituyendo en la igualdad anterior:

285

Teorema 4—3 Formula de integracion por partes

/udv:u~v7/vdu

[ Demostracion (p. 368) p }

Haciendo una eleccion apropiada de u y dv, la formula anterior expresa la integral / u dv en términos de otra integral

/ v du, que puede resultar mas facil de integrar.

Si / v du fuera mas complicada que la integral dada, probablemente la seleccién hecha no ha sido la mas adecuada.
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Es corriente utilizar el método de integracion por partes en integrales del tipo:

/x“ sen(a x) dx,/x“ cos(a x) dx,/x“ e®™ dx,/ln x dx,

Asi como en las que contienen en su integrando funciones trigonométricas inversas.

Con los ejemplos siguientes, el o la estudiante podra darse una idea de la seleccion adecuada de las variables uw y dv .

Ejemplo 400

/3X sen x dx

Siu = 3x entonces du =23 dx

Si dv = sen x dx entonces v = / sen x dx = —cos x

/3x sen x dx = 3x(—cos x)—/—cosx.3 dx

= —-3xcosx+3senx+C

Note que sin afectar el resultado final, la constante C de integracién puede adjuntarse cuando se lleva a cabo la tltima
integracion, y no cuando se determina v a partir de dv .

En algunos casos es necesario aplicar varias veces la integracién por partes como se muestra en el siguiente ejemplo:

/ x? ¥ dx

1 eSx
Siu = x2 entonces du = 2x dx. Si dv = e®* dx entonces v = /€3X dx = = /363x dx = 5

3

Luego:

/7(263X dx = x°— — | — -2x dx

— X2363X —%/xe3X dx

1
ahorau=x,du= dxydv=e>™ dxyv= 3 e%*. Por tanto:
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2 ,3x 3x 3x
0 a3y _oxte™ 2Ixe™ fe
/xe dx = 3 3[ 3 /—3 dx}

287

x}ex 2 .2 4
= 3 — §X e’ + ﬁ e+ C
dx

Siu=1In x entonces du = —
X

Si dv = dx entonces v = x

Luego:

/lnxdx = xInx— x%

= xlnx—/dx

xInx—x+C

Ejemplo 403

/lenxdx
3

dx X
Siu = In x entonces du = — y si dv = x*> dx entonces v = 3
X

Luego:

3111 3
/lenxdx - X 3 X_/%.%

X*Inx 1 [,
= 3 —5 x° dx
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Ejemplo 404

288

/eX sen x dx

Si u=sen x entonces du = cos x dx
Si dv = e* dx entonces v = e~
Luego: /e" sen x dx = e* sen x—/eX cos x dx

Nuevamente: u = cos x, du=—sen x dx, dv=-e* dx, v=-¢*

/eX sen x dx = e* sen x — {e" cos x—/e"(—senx) dx} = e~ sen x — e~ cos x—/eX sen x dx

Entonces / e sen x dx + / e* sen x dx = e* sen x — e~ cos x, es decir,

2/6X sen x dx = e~ sen x —e* cos x — /ex sen x dx = (sen x — cos x) + C

ha
2

Ejemplo 405

/ sec®x dx

Podemos escribir: / sec®x dx = / sec x - sec?x dx

Siu =sec x entonces du = sec x - tan x dx dv = sec®x dx entoncesv = [ sec®x dx = tan x
y

Luego:

/secsx dx = secx-tan x— [ tan x-sec x - tan x dx

= secx-tan x — [ sec x-tan®x dx

= secx-tan x — [ sec x (sec>x —1) dx

= SsecX- tanx—/sec X dX+/SECX dx

2 sec3xdx:secxtanx+/secxdx

sec® x dx = 5 (secxtanx + In|secx + tanx|) + C
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Ejemplo 406

289

/ arctan x dx

dx

Siu = arctan x entonces du = —
14+ x

Si dv = dx entonces v =x
Luego:

1
/arctan x dx = x arctan x—/de:x arctan x — = In [1+x? + C
1+ x2 2

Ejemplo 407

/(x +1)% e dx

Siu = (x + 1)? entonces

du=2(x+1) dx

Si dv = e* dx entonces v = e*

Luego:

/(x+1)2 e dx =e* (x+1)2—/2(x+1) e’ dx

nuevamente: si uw = x 4+ 1 entonces du = dx ysi dv =e* dx entonces v = e~

Por tanto:

/(x+1)2 e* dx eX(x+1)*—2 [e"(x—&-l)—/e" dx]

e (x+1)—2(x+1)e*+2e*+C = e*(x*+1)+C

Ejercicios
D 4.1 /ln2x dx
@ 4.2 /csc 35x dx

@ 4.3 /x In vx+2 dx

@44 / x arcsen x dx
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@ 4.5 /sen(ln x) dx

@ 4.6 /x sec?x dx

x In x

@ 4.7 — dx
4

@ Ir a «Practicas de CDI»

B Integracion por sustitucion trigonométrica

Las sustituciones que involucran funciones trigonométricas se pueden llevar a cabo en aquellas integrales cuyo integrando
contiene una expresion de la forma:

Va2 —b2x2, Va2 +b2x2, Vb2x2 — a2 cona>0y b>0

La sustitucion trigonométrica permite transformar una integral en otra que contiene funciones trogonométricas cuyo proceso
de integracion es mas sencillo.

Estudiaremos cada uno de los casos como sigue.

BEEM E! integrando contiene una expresion de la forma va? —b2x2,cona >0y b >0

Se hace el cambio de variable escribiendo:
a T T aa
X = 5 sen 0, donde 0 € ]_E'E[ y x € }—E,E[
. a a
Six = 5 sen 0 entonces dx = 5 cos 0 dO

Ademas:

az—b2x?2 = \/az—bz-g—isenze
= a2 —a? sen?0
= a?(1 —sen?0)
= Va? cos?0
= |a cos 9|

= acosb

puesa >0 ycomo O € ]%,;—t[entoncescos 0>0

Luego: vV a2 —b2x2 = a cos 0
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a bx bx
Como x = 5 sen O entonces sen 6 = — y 0 = arcsen ()
a a

Para este caso, las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la figura siguiente:

a
bx

0
N i

Fig. 5.1

Ejemplo 408
/\/16—x2 dx, x €]—4,4]
-7 7
Seax=4sen® conb € ]2,2{ — dx =4 cos 0 dO

Luego: 16 — x> =16 — 16 sen*0 = 16 (1 —sen®0) = 16 cos’0 = /16 —x2 =4 cos 0

/\/167x2 dx = /4cose-4cosed8
= 16/c0526d9

_ 16/1+C5526 a0

Sustituyendo: = 8 / (1+ cos 20) do
1
= 8(6+25en26)+C
= 80+4-2sen6 cos0+C

= 80+8senH cosO+C

X X
Como x =4 sen 0 entonces sen 0 = R4 0 = arcsen <7>

4
V16 — x2
Ademas /16 —x2 =4 cos 0 por lo que cos 0 = TX

Estos resultados también pueden obtenerse a partir de la figura siguiente:

4
x
60

V16 — x2
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Fig. 5.2
Por ultimo:
/\/16—x2 dx = 80+8sen0 cos 0+ C
\/ 2
= 8 arcsen(z) +8-)—(-&+C
4 4 4
409
dx 55
——, x€|—5,>[\{0
/x\/25—4x2 ] 2 2[\{}

5 —7T T
Seax-i sen 0, 0 € :|7,§|:
5
dx:z cos 0 do

Luego 25—4x2:25—4~24—5 sen’@ = 25 — 25 sen?0 = 25 cos? 0
Asi /25 —4x2 =5 cos 0

Sustituyendo:

/ dx B / g cos 0 do
xV25 —4x2 g sen 0 -5 cos 0
B 1/ do
" 5/ sen
1
= g/csc 0 do

1
= 3 In|csc 0 —cot 0] +C

5 2
Como x = > sen O entonces sen 0 = gx por lo que puede utilizarse la siguiente figura para dar el resultado final:

5
2x
0
V25 — 4x?
Fig. 5.3
csc 0 = L _1_5
sen6 %" T 2x
V25 — 4x?
cot 0 = o
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/L_lln 5 VB2
xV25—4x2 5 [2x 2x
Ejemplo 410
dx
/_ €] V5, V5[
(5—x2)2
- T
Seaxzx/gsene, 0 G}T,E[ﬁ dx = /5 cos 0 do

Luego 5—x?>=5—5 sen?0 =5 cos?0
Asi (5—x2)% =(5 cos26)% = /(5 c0s20)3 = (v/5 cos 8)> =5 /5 cos® 0

Sustituyendo:

/ dx V/5 cos 6 dO
(5—x2)? 5v/5 cos3 0

Ry

= 5/ cos?0
1

= g/seczede

= %tan@-i—C

+C

Q1| =
a1
|
x
N

N

X cos 0 = S—x
N NG

También puede utilizarse:

pues sen 0 =

Fig. 5.4



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

5. | Integracion por sustitucion trigonométrica | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 294

Ejemplo 411

x2 dx
——, x €]-2,2(
Viee
—7T T
Seax=2sen 0, 0 6}7,5[ — dx =2 cos 6 dO
Ademas: 4 — x> =4 —4 sen’0 =4 cos’0 = /4 —x2 =2 cos 0
Sustituyendo:
/x2 dx (2 sen 0)22 cos 8 d6
Vi—x2 2 cos 0
_ 4/1—c0526 a0
2
= 4/sen29d6
= 2/(1—c0529)d6
1
= 2(9—5 ser129)—|—C
= 20—2sen 6 cos 0+ C
= 2arcsen<§)—2-)—(- 4_X2+C
a 2 2 2
x x V4 —x2
= 2arcsen<§)— > +C
Ejercicios

@ 5.1 /x2 /25 —x2 dx
2
@52 /X—3 dx
(4—x)2

x3 dx

@ 5.3 _—_
V16 —x2

@& Ir a «Préacticas de CDI»

IEEM El integrando contiene una expresion de la forma v/a2 + b2x2,cona >0y b > 0

Hacemos un cambio de variable escribiendo x = a tan 0, donde 6 € ]—g, g[ yx eR
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Six = % tan 0 entonces dx = % sec’ 0 dO. Ademas:

2
Va2 +b2x2 = \/a2+b2~% tan?0 = Va2 + a2 tan?0 = 1/ a?(1 + tan? 0) = Va2 sec20 = |a sec 0|

e positiva y por tanto v/ a? + b?x? = a sec 0

C >0y0 € A t sec 0 = 1
omo a y 2 ,2 entonces = oS

Las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la siguiente figura:

412

/ dx
V4 +x2

Seax =2 tan 0,0 € }—ﬂ T

—_ — — 2
2,2[: dx =2 sec” 0 do

Luego: 4 + x> =444 tan? 0 = 4(1 + tan®?0) = 4 + x> = 4 sec’ @

Entonces /4 +x2 = V4 sec20 = |2 sec 0] =2 sec 0

Sustituyendo:

_ /2 sec? 0 do
o 2 sec 0

/sec 0 do

= In |sec 0 +tan 0|+ C

/ dx
V44 x2

Va4 +x2 n

X
= 1 z
n 5 2+C

Ejemplo 413

x2 dx
Vx2+6
Sea xzx/gtanG, NS ]?,g[

dx = V6 sec?0 do
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Luego: X* + 6 = 6 tan® 0 + 6 = 6(tan* 0 + 1) = 6 sec® 0

VX2 +6 =6 sec20 = /6 sec 0 <C059>0 sif € ]?,gD

Sustituyendo:

- /6 tan?0 v6 sec? 0 do
V6 sec O

X2
/—dx
VX246

= 6/tan29 sec 0 d6
= 6/(sec26—1) sec 0 do
= 6/(sec36—seC6) do

= 6-%[sec6 tan 0 +In |sec 0 4 tan 0[]

= 3secO tan 0 —3 In |sec 0 +tan 0| + C

_ g V¥ He x o W
B V6 6
xXVx2 +6 VX2 4+6+x
S e S O D Y
2 V6

—6 In |sec 0 +tan 0]+ C

296

414

/ x dx

(9 + 4x2)2

Seax = §tan@ NS T e dx—gseczede
“ar=s 22 =2

(9+4x2)% = (9 sec? 6)% = /(9 sec20)3 = (3 sec 0)° =27 sec®0

Sustituyendo:

9
Luego9+4x2:9+4~z tan’0 =9+ 9 tan?0 = 9(1 + tan’0) = 9 sec’ O
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/ x dx N /%tanﬁ-%seczede
(9 + 4x2)3 27 sec30

B l / tan 0 dO

12 sec O

1 seng
NEE ¥

cos ©

1 1
= 35 senede—ﬁ(—cos 0)+C

. e .. X
De la sustitucién inicial tan 6 = 3

Por tanto:

/ x dx _—_1 3 e
(9+4x2): 12 9+ 42

2x

V9 + x2

Fig. 5.6

297

Ejemplo 415

/ dx
x4V/x2 4+ 3

T T
Seax = V/3 tan 0, 0 }—E,E[
dx = /3 sec’0 do

Luego x> +3 =3 tan?0 + 3 = 3(tan’ 0 + 1) = 3 sec? ©

VX2 +3 =43 sec20 = v/3 sec 0

Sustituyendo:
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/ d _ V3 sec?0 do
*VX2I+3 (v/3 tan 0)% /3 sec 6

_ 1 / sec 0 do
9 tan* 0
cos* 0
= 0
9/cos 0-sen0 d
1 [ cos®6
) / sent 0 do

(1 —sen?8) cos 0
= do
9 / sent 0

B 1/ cose_sen29c059 40
9 sen* 0 sen* 0

B -1 n csc O e
27 sen30 9
Como x = V/3 tan 0 entonces tan 0 = X
V3
x x2 43
Por lo que se obtiene: sen 6 = ———,csc 0 =
d Vx2+3 X

Por ultimo:

+C

/ dx  —(Vx2+3)p N Vx2+3
*x2+3  27x8 9x

1 1
= §/cos B(sen 6)~* do — 5 /cos B(sen 0) 2 do

298

Ejercicios
/ Viax? +1 dx
X

@54

@ 5.5

3
/ V9 + 3x2
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@ Ir a «Practicas de CDI»

BEEN E! integrando contiene una expresion de la forma /b2 —a2,cona >0y b >0
En este caso la sustitucién adecuada es:
x:% sec 0, donde 0 € ]O,g[ U }—7{,—;[ y x € }—oo, %1{ U ]%,—i—oo, [, o sea [x| >%
Six = % sec 0 entonces dx = % sec O tan 0 dO
2
Ademas Vb2x?2 — a2 = \/b2 . % -sec20 — a2 = 4/ a%(sec20 —1)
de donde /b2x2 — @2 = Va2 tan?0 = a tan 6] = a tan O, pues a >0ytan 6 > 0 para 0 € }O,g[ U }—7{,—2[

b b
Como x = % sec O entonces sec 0 = ox por lo que 0 = arcsec (—X)
a a

Utilizando el siguiente tridngulo puede obtenerse las otras funciones trigonométricas:

bx
N/gmyere
0

a

Fig. 5.8
Ejemplo 416

x dx K>3
VxZ=9'
Seax =3 sec0 — dx =3 secO tan 0 dO, 6 € }O, g[ U }—7’[,—;[

Luego x2—9 =9 sec?0 —9 =9(sec20—1) =9 tan’0 y /x2—9 =19 tan?0 =3 tan 0

Sustituyendo:
x dx B /35ec6-3sec6tan9d6
Vx2—9 3 tan O
= 3 / sec’ 0 do

3tan0+C=vx2—9+C

Ejemplo 417

/|X|>_

/ Vax2 —1 1
X dx 2

Seax:% sec 6 — dx:% sec O tan 0 dO

1
Luego4x2—1:4~z sec’0—1=sec’0 —1=tan’0 y \/4x2—1=\/tan26:tan6
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Sustituyendo:

/\/4x2—1dx /tane-%secetanede
X

1
5 sec ©

= /tan26 do

/(sec2 6—1)de

= tan9—-0+C

= V4x? —1—arcsec (2x) + C

Ejemplo 418

du
— > 2V2
/uQ\/uz—S hul

Seau =8 sec 0 = du =8 sec 0 tan 0 dO

Luego u> —8 =8 sec’® — 8 = 8(sec’0 — 1) =8 tan’0 y \/u2—8:\/8 tan20 = /8 tan 0

Sustituyendo:
/ du B /\/gsecetane de
u?yvu? —8 8 sec20 /8 tan 0
1 / de
8/ sec®
1
= 3 / cos 9 do
_ ! sen® + C
8
Como sec 0 = % puede utilizarse la siguiente figura para determinar sen 0
u
u?—8
0
V8
Fig. 5.9

Por ultimo:
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Q| =
e

/ du B
u2y/u2 —8

301

Ejercicios

@ 5.6 /x3\/4x2—9 dx
Vy?—25

/ yy4 W

@ 5.7

@ Ir a «Practicas de CDI»

BEXM Elintegrando contiene una expresion de la forma v/Ax2 + Bx + C

Ejemplo 419

/ dx
VX2 —6x+13
Podemos escribir x> —6x + 13 =x> —6x+9+4 = (x —3)2 + 4
dx .
Luego | ——————=—= es la integral que debemos calcular
V(x—3)2+4

Sea x—3:2tan6,96]%r,g[ dx =2 sec? 0 do

Luego (x —3)> +4 =4 tan’0+4 =4 sec’0 y 1/(x —3)2 +4 = V4 sec20 =2 sec 0

Sustituyendo:

2 sec 0

= /secede

= In|secO+tan 0|+ C

B /2 sec? 0 do

dx
/\/(x—3)2—|—4

(x—3)24+4 x-3
_|_

5 5 +C

= In
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Ejemplo 420

302

x2 dx
V21 +4x —x2

Se tiene que: 21 + 4x — x> =21 — (x* — 4x) = 25 — (x — 2). Luego la integral se convierte en:

x2 dx

/25— (x —2)2
y se utiliza la sustitucién (x —2) =5 sen 0, dedonde x =245 sen 6 = dx =15 cos 6 do

Luego: 25 — (x —2)? =25 —25 sen?0 =25 cos’0 y /25— (x —2)2 =5 cos 0. Sustituyendo:

/(2+5 sen 0)25 cos 0 d
5 cos 0

/ x2 dx
\/25 — (x —2)2

= /(4+20 sen 0 + 25 sen’0) do

/4d9+20/sen6d9+25/w de

= /4d9+20/sen6d9+22—5 d9—§ cos 20 do

= 40-20 c059+22—56—24—5 sen 20 + C

= E9—20c056—§ser16c059—|—c

2 2
- B arcsen x—2 —20 25_(7‘—2)2_25 x—2 25—(x—2)2+
2 5 5 2 75 5

_ — 9/ — 2
= Earcser1<x5—2>—4\/21—!—4>c—>c2—(X 2) 2;+4X x +C

con [x—2| <5, osea x €]—3,7[

C

Ejemplo 421

_/ (x+2) dx
) B42x—x2):

Se tiene que 3 + 2x — x?> =4 — (x — 1)? (completando cuadrados)

Luego la integral que se debe determinar es:

/ (x +2) dx
4—(x—1)2
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Sea(x —1)=2senH, osea x=1+2sen® = dx =2 cos 0 dO
Luego4 — (x —1)> =4 —4 sen?0 = 4(1 —sen?0) =4 cos? 0

3 3
( 4—(x—1)2) :(\/4 COSZG) = (2 cos 0)° =8 cos® 0

Sustituyendo:

/ (x+2) dx /(1+23en6+2)2c056d9
4—(x—1)]2 8 cos® 0

4 cos2 0
1 3 2 sen 0

= —_— e
4/((:0526 + cos? 0 > d

= /sec29 de + % /sen 0 (cos 0)2 do

B 1/(3+2sen6) do

3 1 (cos 8)!
= §tarle—l- + C
T4 2 cos 0

-1
Como x—1 =2 sen 0 entonces sen 6 = XT y utilizando

se obtiene finalmente que

_ (x+2)dx 3 (x—1) 1
SYECET

+ +C, con x €]—1,3]
3+ 2x —x2)? VEi—(x—12 J4—(x—1)2

303

Ejemplo 422

Sea x +2 =sec O de donde x =

2x dx
Vx2+4x+3
Se tiene que x> +4x +3 =x? +4x+4—1= (x+2)>—1
or lo que 2x dx = 2x dx con|x+2|>1
Porioqte | AT ax+ 3 Jxt22 -1

sec 9 —2 — dx =sec O tan 6 dO
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Luego (x +2)2 —1=sec’0 —1=tan’0y /(x +2)2—1=tan 0

Sustituyendo:
/ 2x dx B /2(sec6—2) sec O tan 6 dO
Vix+2)2-1 tan 0

= 2/(SGC29*2 sec 0) do

= 2tan 0 —4 In |sec 0 +tan 0| + C

= 24/(x+2)2—-1—-41In|x+2+Vx2+4x+3|+C

Ejercicios
58 / (2x —3) dx
' (x2 +2x —3)?

/X2
@ 5.9 /LZX dx
x+1

@510/ sec?x dx
’ (4 — tan?x)?

@ 5.11 /&
’ (9 e2x4+1)3

@& Ir a «Préacticas de CDI»

n Integracion de fracciones racionales

P(x)
Q(x)
2x2 —3x +1 3x+5  6x24+7x—5
xX2+4 " x2—3x+2 2x — 3

Recibe el nombre de fraccion racional una expresién de la forma ,donde P(x) y Q(x) son polinomios.

Ejemplos de fracciones racionales son

Una fraccion es propia, si el grado del polinomio en el numerador es menor que el del polinomio en el denominador. Por ejemplo
3x+1 2x 32 +1

X2 —5x+5 x2+3" x3—1

(X _ a)—n—o—l

C
—n+1 *

dx que da como resultado A
n

A
(x —a)

Hasta el momento hemos determinado integrales de la forma /
cuando n#1 yAIn [x—a|+C sin=1

mx + b

2
x> +bx+c
factorizable en R (Para este tipo de integral ver “Integrales que dan como resultado funciones trigonométricas inversas”).

P(x)
Qx)

método consiste descomponer una fraccion racional en una suma de fracciones racionales méas simples, llamadas usualmente

Ademas también se puede determinar integrales del tipo / dx donde b?—4c <0, esdecir x>+ bx+c noes

. La idea basica del

Debemos ahora encontrar un método que permita obtener la derivada inversa de expresiones del tipo
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fracciones parciales.

Daremos los siguientes teoremas con justificaciones breves; para la descomposicidén en fracciones parciales se indica una idea
intuitiva:

Teorema 6-4
Si M y N son polinomios y N no es el polinomio cero, entonces, para N(x) # 0:

M R
N ((;:)) =L(x)+ N(():c)) ,endonde L(x) y R(x) son polinomios tales que el grado de R(x) es menor que el de N(x), o

bien R es el polinomio cero

[ Demostracion (p. 368) p ]

5x3 4+ 7x2 +x—1 _5X+7_4x+8
x2+1 B x2+1

Teorema 6-5

Si M(x) y N(x) son polinomios tales que el grado de M(x) es menor que el de N(x) , entonces

se puede

representar como una suma S(x) de expresiones de la forma:

A B Cx+D Cx+D
ax+b’ (ax+b)"" ax2+bx+c’ (ax2+bx+c)"

Se supone que N no es el polinomio cero. Sus factores son lineales o cuadraticos irreducibles reales; se incluyen todas las
potencias desde 1 hasta su multiplicidad. La identidad vale donde N(x) # 0.

[ Demostracion (p. 368) p }

Como resultado del teorema 6 — 5 se tienen los cuatro siguientes casos:

0 Cada factor lineal ax + b que aparece s6lo una vez en N(x) posee un término de la forma

enla suma S(x) .

9 Para cada factor lineal ax + b que aparece k veces en N(x) habra una suma de k términos como sigue:

Ay A Ay A
ax+b  (ax+b)2  (ax+b)3 (ax + b)k

enla suma S(x)
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e Para cada factor cuadratico ax® + bx + ¢ con b?—4ac < 0, que aparezca sélo una vez en N(x) existe un término de
Cx+D

la forma ot bxtc en la suma S(x).

o Para cada factor cuadratico ax® 4+ bx +c¢ con b? —4ac < 0, que aparezca k veces en N(x) habra una suma de k
términos como sigue:

Cix+ Dy Cox+Ds Cix + Dy
ax2+bx+c  (ax?+bx+c)? (ax? +bx +c)k

en la suma S(x)

Teorema 6-—6

Si el valor de un polinomio P(x) de grado n esigual al valor de su polinomio Q(x) de grado m, donde m < n;,
para al menos n+ 1 valores distintos de x , entonces los polinomios son idénticos y tienen valores iguales para todos
los valores de x .

[ Demostracion (p. 368) p- }

El teorema 6 — 6 sera utilizado para obtener los valores de las constantes en cada uno de los casos anteriores. Daremos ahora
ejemplos de cada caso.

RN Caso 1: factores lineales distintos

Calcular cada una de las siguientes integrales:

424

/ 4x —2

——— dx

x(x+1) (x—2)

Observe que el denominador del integrando ya est4 factorizado, y cada factor lineal aparece solo una vez. Luego se
puede escribir la siguiente igualdad (aplicando el teorema 6 —5)

4x —2 A B C

x(x+1) (x—2) _;4— (x+1) + (x—2)

de donde:

4x —2 Ax+1) (x—=2)+Bx(x—2)+ Cx(x+1)

x(x+1) (x —2) x(x+1) (x—2)

igualando los numeradores se tiene:

4x —2=A(x+1) (x—2)+Bx(x —2) + Cx(x+1)

Para determinar los valores de A, B y C se pueden utilizar dos procedimientos.

o Si dos polinomios T(x) y Z(x) son tales que T(x) = Z(x) para x € R, entonces los coeficientes de
potencias iguales de x en los dos polinomios deben ser iguales.
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Como:

4x —2 =A(x* —x—2)+ B(x* —2x) + C(x* + x)

entonces

4x —2=(A+B+C)x* + (—A —2B + C)x — 2A y por tanto:
A+B+C=0

—A—-2B+C=4

—2A =-2

Resolviendo el sistema anterior se obtieneque A=1,B=-2yC=1

Luego:
4x —2 1 —2 1

x(x+1) (x—2) §+x+1 +x—2

Como los miembros de la ecuaciéon 4x —2 = A(x + 1)(x —2) + Bx(x —2) + Cx(x + 1) son polinomios de
grado dos o menos y deben ser iguales para mas de dos valores de x , del teorema 6 — 6 concluimos que son
iguales para todos los valores de X . Luego es posible escoger tres valores arbitrarios de x para sustituirlos
en la ecuacion anterior y asi obtener tres ecuaciones en las incognitas A, B, C. Generalmente se utilizan
valores de x que conduzcan a las ecuaciones mas simples.

Asi, si x = 0 se obtiene que:

40)—2 = A(0+1)(0—2)+B-0(0—2)+C-0(0+1)
= A(1)(—2) dedonde A =1
Six = —1 se obtiene que:

4-1)—2 = A(-1+1)(-1-2)+B(-1)(-1—2) + C(-1)(-1+1)

B(3) de donde B = -2

Por ultimo, si x = 2 se obtiene que:

42) —2 AR+1)(2-2)+B-22-2)+C-22+1)

= C(6) dedonde C=1

Como vemos, el resultado es el mismo que el obtenido en el procedimiento sefialado en i.

307
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Luego:

4x —2 1 -2 1
/x(x+1)(x—2) dx = /§ dx+/x+1 dx+/x—2 dx

= Inkxl —-2Inx+1+In[x—2/+C

x(x —2)

= In (x +1)2

+C

308

425

/6X22x1 dx
4x3 —x

En este caso se debe factorizar primero el denominador del integrando. Asi 4x® —x = x(2x +1)(2x — 1)

Luego:
6x> —2x—1  6x* —2x—1 A B C

43 —x  x(2x—1)(2x+1) X T x—1 +2x—|—1

Se deben calcular nuevamente los valores de A,B y C, utilizando para ello cualquiera de los dos procedimientos ya

sefialados.
Como:
x> —2x—1  A(2x—1) (2x+1) + Bx(2x +1) 4+ Cx(2x — 1)
x(2x —1) (2x+1) x(2x —1) (2x +1)
entonces:

x> —2x—1=A(2x—1) (2x+ 1)+ Bx(2x +1) + Cx(2x — 1)

Utilizando el segundo procedimiento daremos a x los valores de 0, como sigue:

2772
Si x =0 entonces: —1 = A(—1)(1) dedonde A =1

-1
Six= % entonces: —% = B(%)(Z) de donde B = -5

(o)

Si x= %1 entonces: 5 = C(%)(—Z) de donde C = ;
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Luego

/6x2—2x—1 / 6x2 —2x —1
——dx = dx

43 —x x(2x—1)(2x +1)

1 _1 3

1 2 2
/de+/zx_1dx+/zx+1dx

%_1/ dx +§/ dx

X 2) 2x—1 2 ) 2x+1

1 3

1n|x|—11n|2x—1|+Zln|2x+1|+C

N xy/12x + 1P L
V2x — 1]

309

426

2x +1 2x +1
/x3—7x+6 dx:/(x—l)(x—Z)(x—i—B)

Luego, segun el teorema 6 - 5

2x 41 A N B N C
(x—1)(x—2)(x+3) x—1 x—2 x+3
de donde:

2x+1=A(x—2)(x+3)+Bx—1)(x+3)+C(x—1)(x —2)
Utilizando el segundo procedimiento para determinar A, B y C, se obtiene que:

Six = 2 entonces 5 = B(1)(5) de donde B=1

Si x = —3 entonces —5 = C(—4)(—5) de donde C:—i

3
Six = 1 entonces 3 = A(—1)(4) de donde A=—Z

Luego:
/ 2x +1 ix = / 2x +1 dx
x3—7x+6 N (x—1)(x—2)(x+3)
-3 -1
-2 dX -
_ 3 1
= /x—l d"+/x—z+/x+3 dx
_ —_3 dx +/ dx _1/ dx
T4 x—1 x—2 4] x+3

= —Z In |x—1|+1n|x—2|—}1 Injx+3|+C
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XM Caso 2: factores lineales repetidos

Ejemplo 427

/2y2+11y+8
Y +4y?+4y

Factorizando el denominador del integrando se obtiene que
3 2 — (2 _ 2
Y 4y 4y =Yyt +4y +4) = yly +2)°

Se observa que el factor (y + 2) aparece dos veces, por lo que segin el teorema 6 — 5 existird una suma de dos
términos para el término (y + 2)?

Luego:

21f+11y+8:21_;2+11y+8:§Jr B N C
Y’ +4y? +4y yly +2)? y y+2 (y+2)?
292+ 11y +8  A(y+2)? + By(y +2) + C(y)
yly+22? yly +2)?

de donde:

2y + 11y +8 = Ay +2)> + By(y +2) + C(y)
Aplicando el teorema 6 - 6:

Si y =0 entonces 8 = A(2)?> dedonde A =2

Si y=—2 entonces —6 = C(—2) de donde C =3

Pueden ahora utilizarse los valores de A y C e igualar coeficientes para determinar el valor de B, o darle a“y”
otro valor (seglin teorema 6 — 6) como se hace a continuacion:

Si y=1 entonces 21 =2(3)2+B-1(3) +3(1) de donde 21 =18+ 3B +3 y por tltimo B =0

Luego:

2y? + 11y +8 /2 / 3
=2 Cdy = [ Sdyt [ ——d
/y3+4yz+4y Y y YT w22 ¥

d
= 2/?y+3/(y+2)_2dy

3
21 ——+C
n [yl er2+

x3—1
/x2(x—2)3 d

En este caso el factor x se repite 2 vecesy el factor (x —2) lo hace 3 veces.
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Luego

x*—-1 AB C D . E
x2(x—2)3 x x2 x—2 (x—2)2 (x—2)3
x*—1  Ax(x—2)®+B(x —2)® + Cx?(x — 2) + Dx?(x — 2) + Ex?

x2(x —2)3 x2(x —2)3

de donde:

x3 —1=Ax(x —2)° + B(x —2)% + Cx*(x — 2)? + Dx?(x — 2) + Ex?

Por el teorema 6 - 6:

Si x =0 entonces —1 = B(—2)% de donde B = %

Si x =2 entonces 7 =E(4) dedonde E =1

Daremos ahora otros valores a x para obtener ecuaciones que permitan calcular los valoresde A, C y D.

Si x =1 entonces 0:—A+%~(—1)+C—D+%
o0 sea A—C—l—D:%

Si x =3 entonces 26:3A+%+9C+9D+%-9
o sea A+3C+3D:2§7

Si x = —1 entonces —2 =27A — % +9C—-3D + Z osea 27A +9C —3D = %3 se tiene entonces el siguiente

sistema de ecuaciones.

A-C+D=2
8
27
A—|—3C+3D:§
-3
27A+9C—3D:§
el cual se satisface para A = — C*_—3 D*§
P 16 167 "4

Luego:

31 3 1 =3 5 7
————dx = [ a4 /id / 1 q / L d / L d
/xz(x—2)3 x /x X+ x2 X+ x—2 X+ (x —2)2 X+ (x —2)3 x

_ 3 [ 1 [ 3 f a4 .5 a7 3
= 16/x+8/x dx 16 X_2—1—4/(x 2) dx—|—4/(x 2)7dx

3 1 3 5 7
T A _ C
TR i v oo, ¥ ooy
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Integral Definida

“ Introduccion

Antes de abocarnos al estudio de la integral definida y de la integral indefinida, daremos una pequefia semblanza histérica de la
relacion entre el calculo diferencial y el integral.

A continuacion transcribiremos algunos de los parrafos al respecto tomados del libro La Matematica: su contenido, métodos y
significado (que se menciona en la bibliografia).

Durante la segunda mitad del siglo XVII, Newton y Leibniz dieron un paso decisivo en la matematica de las magnitudes
variables, al sentar las bases del calculo diferencial e integral. “Este fue el verdadero comienzo del analisis, puesto que el objeto
de este calculo son las propiedades de las funciones mismas, distinto del objeto de la geometria analitica que son las figuras
geométricas. De hecho, lo que hicieron Newton y Leibniz fue completar esa cantidad inmensa de trabajo que habian desarrollado
hasta entonces muchos matematicos y que se extendia hasta los métodos de determinacion de areas y volimenes empleados por
los antiguos griegos”.

“Aqui solo queremos llamar la atencion acerca de los origenes de este célculo, que fueron principalmente los nuevos problemas de
la mecénica y los viejos problemas de la geometria, consistentes estos ultimos en la determinacion de tangentes a una curva dada
y el calculo de areas y volimenes. Estos problemas geométricos habian sido ya estudiados por los antiguos (basta mencionar a
Arquimedes), y también por Kepler, Cavalieri, y otros, a principios del siglo XVII. Pero el factor decisivo fue el descubrimiento
de una notable relacion entre estos dos tipos de problemas y la formulacién de un método general para resolverlos; tal fue la
obra de Newton y Leibniz.

Esta relacion, que permiti6 conectar los problemas de la mecénica con los de la geometria, fue descubierta gracias a la posibilidad
(brindada por el método de coordenadas) de hacer una representacién grafica de la dependencia de una variable respecto a
la otra, o, en otras palabras, de una funcién. Con la ayuda de esta representacion grafica es facil formular la relacion antes
mencionada entre los problemas de la mecanica y la geometria (relacion que fue el origen del célculo diferencial e integral) y
describir asi el contenido general de estos dos tipos de calculo.

El calculo diferencial es, basicamente, un método para encontrar la velocidad de un movimiento cuando se conoce la distancia
recorrida en un tiempo dado. Este problema se resuelve por “derivacién” y es completamente equivalente al problema de dibujar
una tangente a la curva que representa la dependencia de la distancia respecto del tiempo. La velocidad en el instante t es igual
a la pendiente de la tangente a la curva en el punto correspondiente a t.

Fig. 6.1

El célculo integral es en esencia un método para encontrar la distancia recorrida cuando se conoce la velocidad, y en general, de
encontrar el resultado total de la accién de una magnitud variable. Evidentemente, este problema es reciproco del problema
de célculo diferencial (el problema de encontrar la velocidad), y se resuelve por “integracién”. Resulta que el problema de la
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integracion es en todo equivalente al de encontrar el area bajo la curva que representa la dependencia de la velocidad respecto al
tiempo. La distancia recorrida en el intervalo de tiempo t; a t; esigual al area bajo la curva entre las rectas que corresponden
en la grafica a los valores t; a t;.

Fig. 6.2

Haciendo abstraccion de la formulacion mecénica de los problemas y operando con funciones en vez de dependencias de
distancia o velocidad respecto al tiempo se obtienen los problemas de calculo diferencial e integral en forma abstracta.

Fundamental para el calculo como para todo el desarrollo posterior del analisis, es el concepto de limite, que fue formulado
algo mas tarde que los otros conceptos fundamentales de variable y funcion. En los primeros dias del analisis el papel que
mas tarde desempenaria el limite, corrié a cargo de ese concepto algo nebuloso que es el infinitésimo. Los métodos para el
calculo real de la velocidad, conocida la distancia recorrida (a saber, la derivacion), y de la distancia, conocida la velocidad
(integracidn), se basaban en la unién del algebra con el concepto de limite. El anlisis se originé por la aplicacién de estos
conceptos y métodos a los referidos problemas de la mecanica y la geometria (y también a otros problemas: por ejemplo, los de
maximos y minimos). El analisis fue a su vez absolutamente necesario para el desarrollo de la mecanica, en la formulacién de
cuyas leyes ya se encontraban los conceptos analiticos en forma latente. Por ejemplo la segunda Ley de Newton, tal como él la
formuld, establece que “la variacion de la cantidad de movimiento es proporcional a la fuerza actuante” (con mas precision: el
ritmo de variacién del impulso es proporcional a la fuerza). Por consiguiente, si deseamos hacer uso de esta ley debemos estar
en condiciones de definir el ritmo de variacién de una variable, esto es, de derivarla. (Si establecemos la ley diciendo que la
aceleracion es proporcional a la fuerza, el problema es el mismo, porque la aceleracion es proporcional al ritmo de variacion del
impulso). También esta perfectamente claro que, para establecer la ley que rige un movimiento cuando la fuerza es variable (en
otras palabras, cuando el movimiento tiene lugar con aceleracién variable), es preciso resolver el problema inverso de encontrar
una magnitud dado su ritmo de variacion; en otras palabras, es preciso integrar. Asi, pues, se puede decir que Newton se vio
simplemente obligado a inventar la derivacién y la integracién con el fin de poder desarrollar la mecénica”.

(Aleksandrov, 1979, 71).

Aclaracion de la interpretacion fisica. Si s(t) es la posicion, s’ = v es la velocidad con signo. La integral |, f v(t) dt da el

desplazamiento; la distancia recorrida es f le [v(t)| dt. Sélo coinciden cuando v > 0. En la explicacion fisica de este capitulo, las
formulas llamadas distancia se entienden con velocidad no negativa.

Hemos visto entonces, “que el concepto de integral y en general del cdlculo integral tuvo su origen histérico en la necesidad de
resolver problemas concretos, uno de cuyos ejemplos mas caracteristicos es el calculo del area de una figura curvilinea”.

Consideremos una curva situada sobre el eje X que representa la grafica de la funcion con ecuaciény = f(x). Se desea encontrar
el area S de la superficie limitada por la curva con ecuaciéon y = f(x), el eje X y las rectas paralelas al eje Y con ecuaciones
x =a y x =Db. Para tal efecto, dividimos el intervalo [a, b] en n partes, no necesariamente iguales como se muestra a
continuacion:
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hb
AX,

n

Fig. 6.3

Denotamos con Ax; la longitud de la primera parte, la de la segunda parte con Ax; y asi sucesivamente hasta la Gltima Ax,,.
En cada parte elegimos puntos 11, 1, ...T, de tal forma que f(r1) - Axy nos da el 4rea del primer rectangulo, (Ax1, es la base
y f(r1) la altura), f(r3) Ax; da el area del segundo rectangulo y por lo tanto f(ry,) - Axy, da el area del enésimo rectangulo.
Luego se tiene que:

Sn="F(r1) - Axq + f(r2) - Axo + . + F(T1) - Axn
es la suma de las areas de los rectangulos de la figura anterior.

Obsérvese que cuanto mas fina sea la subdivision de segmento [a, b], mas proxima estard S,, al area S. Si se considera una
sucesion de tales valores por division del intervalo [a, b] en partes cada vez mas pequerias, entonces la suma S;, tenderd a S.
Al decir subdivisiones cada vez mas pequeiias, estamos suponiendo no solo, que n crece indefinidamente, sino también que la
longitud del mayor de los Ax;, en la enésima division tiende a cero.

Luego:

S = lim [f(r1) - Axq 4+ f(12) - Axo + oo + f(T0) - AXn]

max Ax;—0

S= lim <Z f(ri)~Axi> (6.1)
i=1

max Ax;—0

Por lo que el célculo del area buscada se ha reducido a calcular el limite 6.1.

El célculo del limite 6.1 también se presenta en otros problemas; por ejemplo, cuando se desea determinar la distancia S recorrida
por un cuerpo que se mueve a lo largo de una linea recta, con velocidad variable v = f(t), en el intervalo de tiempo entre
t=ayt=hb

Supongamos que la funcién f(t) es continua, o sea, que en intervalos pequefios de tiempo la velocidad solo varia ligeramente.
Se divide el intervalo [a, b] en . partes de longitudes Aty, Aty, ..., At,. Para calcular un valor aproximado de la distancia
recorrida en cada intervalo Ati, (coni =1, 2,..,n) vamos a suponer que la velocidad en este intervalo de tiempo es constante
e igual a su verdadero valor en algin punto intermedio ;. Luego, la distancia total recorrida estara expresada aproximadamente
por la siguiente suma:

n

Sn=) flr)At

i=1

siendo el verdadero valor de la distancia S recorrida en el tiempo b — a, el limite de tales sumas para subdivisiones cada vez
mas finas, o sea, que sera el limite 6.1:

5= maxhg‘li—m <Z f(Ti) . Ati)

i=1

Es necesario determinar ahora la conexién entre el calculo diferencial y el integral, pero antes calculemos el area de la region
limitada por la curva en ecuacién y = x? y las rectas con ecuacién y = 0, x = 3.
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Fig. 6.4

3—-0
Dividimos el intervalo [0, 3] enn partes iguales de tal forma que la longitud de cada Ax esté dado por = —, y tomamos
n n

como puntos 1; los extremos derechos de cada segmento, por lo que
190=0, M=0+2A%, 1n=0+2Ax%,..., Tn, = b = nAx

Luego:

Sh = f(r1) - Ax+1f(r) - Ax +f(r3) - Ax + ... + f(Tn) - Ax

(AX)2Ax + (2AX)?Ax + (BAX)2AX + ... + (NAX)2Ax

= (Ax)P(12422+32+...+n?)

— (Ax) nn+1)2n+1)

(6.2)

nn+1)2n+1)

Laigualdad 12 +22 + 3% 4+ .. +n? = puede comprobarse utilizando el método de induccién matematica.

6
s _ (3 S nn+1)02n+1)
T A\n 6
27 n(n+1)(2n+1)
T s 6
_ 9 m+1)2n+1)
2 n2
B 2'n+1 _2n+1
T2 n n
1) el
2 n n
Entonces:
1 1
lim S, = lim 9<1+) <2+> 22(1+0)(2+0) =9
n—+oo n—+oo n n 2

Por lo tanto, el 4rea de la region es 9 unidades cuadradas.

Puede observarse que el procedimiento utilizado es bastante laborioso y depende del conocimiento de una serie de formulas
como la sefialada con 6.2. Es necesario por tanto establecer un procedimiento que agilice el calculo del area de una region


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

1. | Introduccién | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 316

curvilinea y para ello, vamos a establecer la relacién existente entre el calculo diferencial e integral.

b

El limite 6.1 recibe el nombre de integral definida de la funcién f(x) en el intervalo [a, b] y se denota por / f(x) dx, donde

a
f(x) dx se llama integrando, los limites de integraciéon son a y b, con “ a ” como limite inferior y “ b ” como limite superior.
Debemos contar con un método general que permita el calculo de las integrales definidas.

“Historicamente esta cuestion interesd a los matematicos durante mucho tiempo, por la utilidad que ello suponia para el célculo
de areas de figuras curvilineas, volimenes de cuerpos limitados por superficies curvas, etc.

El nimero de problemas particulares que se consiguio resolver (calculo de areas, volimenes, centros de gravedad de solidos, etc.)
fue creciendo gradualmente, pero los progresos en lo referente a encontrar un método general fueron, al principio, extremada-
mente lentos. Dicho método sélo fue descubierto cuando se hubo acumulado suficiente material tedrico y practico, proporcionado
por la experiencia diaria. El trabajo de recoger y generalizar este material avanz6 muy lentamente hasta el final de la Edad
Media; y su rapido desarrollo posterior fue una consecuencia directa del acelerado crecimiento del poder productivo de Europa
como resultado de la desaparicion de los primitivos métodos (feudales) de produccion, y la aparicion de otros nuevos (capitalistas).

La acumulacién de datos relacionados con las integrales definidas marcho paralela a la investigacion de problemas relacionados
con la derivada de una funcién.

Esta inmensa labor preparatoria fue coronada con el éxito en el siglo XVII por los trabajos de Newton y Leibniz. En este sentido
se puede decir que Newton y Leibniz son los creadores del calculo diferencial e integral.

Una de las contribuciones fundamentales de Newton y Leibniz fue que aclararon finalmente la profunda conexién entre el
calculo diferencial e integral, que proporciona, en particular, un método general para calcular las integrales definidas de una
clase bastante amplia de funciones.

Para calcular esta conexion, analicemos un ejemplo tomado de la mecanica. Supongamos que un punto material se mueve a lo
largo de una linea recta con velocidad y = f(t), donde t es el tiempo. Se sabe que la distancia & recorrida por el punto en el
intervalo de tiempo desde t =t; a t =t viene expresada por la integral definida:

t2
5= /f(t) dt
t

Supongamos conocida la ecuacidén del movimiento del punto material; esto es, la funciéon s = F(t), que expresa la dependencia
de la distancia s respecto al tiempo t a partir de un punto inicial A sobre la recta. La distancia recorrida en el intervalo de
tiempo [t1, 1] es evidentemente igual a la diferencia 6 = F(tp) — F(t)

De este modo, consideraciones fisicas llevan a la igualdad:

/ f(4) dt = F(t) — F(ty)

que expresa la conexion entre la ecuacion del movimiento del punto material y su velocidad.

Desde un punto de vista matematico la funcién F(t) puede definirse como una funcién cuya derivada para todos los valores de t
del intervalo dado es igual a f(t), esto es:

Una tal funcién se llama primitiva de f(t).

Hay que tener en cuenta que si la funcién f(t) tiene al menos una primitiva, entonces tiene un niimero infinito de ellas; porque
si F(t) es una primitiva de f(t); entonces F(t) + C (donde C es una constante arbitraria) es también una primitiva. Ademaés
de este modo obtenemos todas las primitivas de f(t) puesto que si F1(t) y F2(t) son primitivas de la misma funcién f(t)
entonces su diferencia ¢ (t) = F1(t) — Fo(t), tiene una derivada ¢’(t) que es igual a cero en todo punto del intervalo dado, por
lo que ¢(t) es constante.

Nota: Por el teorema del valor medio ¢ (t) —d(tg) = d’(v)(t—tg) =0 donde Vv se encuentraentret y tg. Asi d(t) = d(tg) =
constante para todo t.
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Desde un punto de vista fisico los diferentes valores de la constante C determinan movimientos que sélo difieren entre si en el
hecho de que corresponden a todas las posibles elecciones del punto inicial del movimiento.

Se llega asi al resultado de que para una clase muy amplia de funciones f(x), que incluye todos los casos en los que la funcién
f(x) puede ser considerada como velocidad de un punto en el instante x se verifica la siguiente igualdad.

Teorema 1—-1 Formula de Newton—Leibniz

/ f(x) dx = F(b) — F(a) 63)

donde F(x) es una primitiva cualquiera de f(x).

L Demostracion (p. 368) p- J

Esta igualdad es la famosa férmula de Leibniz y Newton que reduce el problema de calcular la integral definida de una funcién a
la obtencién de una primitiva de la misma, y constituye asi un enlace entre el calculo diferencial e integral.

Muchos de los problemas concretos estudiados por los mas grandes matematicos se resuelven automaticamente con esta formula
que establece sencillamente que la integral definida de la funcién f(x) en el intervalo [a, b] es igual a la diferencia entre los
valores de cualquiera de sus primitivas en los extremos superior e inferior del intervalo. La diferencia 6.3 se acostumbra escribir
asi:

Por ejemplo, utilizando la férmula de Newton-Leibniz puede calcularse / x? dx, que determina el area de la regién limitada por

0
la curva con ecuaciéon y = x? y las rectas con ecuacionesy = 0, x = 3 y x = 0, de la siguiente manera:

== —— =9-0=9ul?

Veamos otro ejemplo en el que utilizamos esta féormula:

4
/(x2+1) dx
2

5+

Note que:

4 3 3
4 2 62
, 5+ <3+> 3

3

3
Dy <); + x> =x?+1 por lo que % + X es una primitiva de x> + 1
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"De los razonamientos hechos al exponer la formula de Newton y Leibniz se desprende, claramente que esta férmula es la
expresion matematica de una conexioén auténtica del mundo real. Es un bello e importante ejemplo de como la matematica da
expresion a las leyes objetivas. Debemos observar que en sus investigaciones matematicas Newton siempre adopt6 un punto de
vista fisico. Sus trabajos sobre los fundamentos del calculo diferencial e integral no pueden ser separados de sus trabajos sobre
los principios de la mecanica.

Los conceptos de analisis matematico -como la derivada o la integral- tal como se presentaban a Newton y sus contemporaneos,
aun no habia “roto” del todo con sus origenes fisico y geométrico (velocidad y area). De hecho era de un caracter mitad
matematico y mitad fisico. Las condiciones existentes en esa época no eran todavia las apropiadas para lograr una definicién
puramente matematica de esos conceptos. Por consiguiente, el investigador solo podia manejarlos correctamente en situaciones
complejas si permanecia en contacto inmediato con los aspectos practicos del problema incluso durante las etapas intermedias
(matematicas) de su razonamiento.

Desde este punto de vista el trabajo creador de Newton tuvo un caracter diferente del de Leibniz, ya que sus descubrimientos
tuvieron lugar independientemente. Newton se dejo guiar siempre por el enfoque fisico de los problemas. En cambio las investiga-
ciones de Leibniz no tienen una conexion tan inmediata con la fisica, hecho que, en ausencia de definiciones matematicas precisas,
le condujo a veces a conclusiones equivocadas. Por otra parte el rasgo mas caracteristico de la actividad creadora de Leibniz
fue su esfuerzo por generalizar su busqueda de los métodos mas generales de resolucion de los problemas del analisis matematico.

El mayor mérito de Leibniz fue la creacién de un simbolismo matematico que expresaba lo esencial de la cuestion. Las notaciones
por conceptos fundamentales del analisis matematico tales como la diferencial dx, la diferencial segunda d?x, la integral

y dx, y la derivada d/dx fueron propuestas por Leibniz. El hecho de que estas notaciones se utilicen todavia muestra lo

acertado de su eleccion.

Una de las ventajas de un simbolismo bien elegido es que hace las demostraciones y calculos mas cortos y faciles, y evita también,
a veces, conclusiones equivocadas. Leibniz, quien no ignoraba esto, prestd especial atencidén en todo su trabajo a la eleccién de
notaciones.

La evolucion de los conceptos del anélisis matematico (derivada, integral, etc.) continud, naturalmente, después de Newton
y Leibniz y continda todavia en nuestros dias; pero hay una etapa en esta evolucién que merece ser destacada. Tuvo lugar a
comienzos del siglo pasado y esta particularmente relacionado con el trabajo de Cauchy.

Cauchy dio una definicion formal precisa del concepto de limite y la utiliz6 como base para sus definiciones de continuidad,
derivada, diferencial e integral. Estos conceptos se emplean constantemente en el analisis moderno. La gran importancia de
estos resultados reside en el hecho de que gracias a ellos es posible operar de un modo puramente formal y llegar a conclusiones
correctas no solo en la aritmética, el algebra y la geometria elemental, sino también en esa nueva y extensa rama de la matematica,
el analisis matematico.

En cuanto a los resultados practicos del analisis matematico se puede decir hoy lo siguiente: si los datos originales se toman del
mundo real entonces el resultado de los razonamientos matematicos también se verificara en él.

Y, si estamos completamente seguros de la precision de los datos originales, no hay necesidad de hacer una comparacién practica
de la exactitud de los resultados matematicos, hasta comprobar la exactitud de los razonamientos formales.

Esta afirmacion tiene naturalmente la siguiente limitacion. En los razonamientos matematicos los datos originales que tomamos
del mundo real s6lo son verdaderos con una cierta precision. Esto significa que en cada etapa de razonamiento matematico los
resultados obtenidos contendran ciertos errores que, conforme avanza el razonamiento (Por ejemplo de a = b y b = ¢ sigue
formalmente que a = c. Pero en la practica esta relaciéon aparece como sigue: del hecho de que a = b con un error igual a € y
b = c con un error también € se sigue que a = ¢ con un error igual a 2€) puede irse acumulando.

Volviendo ahora a la integral definida, consideremos una cuestion de capital importancia. ;Para qué funciones f(x) definidas
b

sobre el intervalo [a, b] es posible garantizar la existencia de la integral definida / f(x) dx, es decir, un nimero para el cual la

a
n

suma Z f(ri) Ax; tenga limite cuando max Ax; — 0?

i=1
Debe tenerse en cuenta que este niimero sera el mismo para todas las subdivisiones del intervalo [a, b] y para cualquier eleccién
de puntos 1;. Las funciones para las cuales la integral definida, es decir, el limite 6.1, existe se dicen integrables en el intervalo
[a, b]. Investigaciones realizadas en el dltimo siglo demostraron que todas las funciones continuas son integrables. Pero hay
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también funciones discontinuas que son integrables y entre ellas figuran por ejemplo las funciones que son acotadas y crecientes
(o decrecientes) en el intervalo [a, b].

Teorema 1-2

Si f es continua en [a, b], o si f es acotada y mondtona en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

{ Demostracion (p. 368) p ]

La funcién que vale cero en los racionales de [a, b] y uno en los irracionales no es integrable si a < b. Para cualquier particion,
elegir todos los puntos racionales da suma 0, y elegirlos irracionales da suma b — a. Como estos valores son distintos incluso
con norma arbitrariamente pequefia, no existe un limite comun.

Sefnalamos que en muchos casos la formula de Newton y Leibniz proporciona la solucién al problema de calcular una integral
definida. Pero surge entonces el problema de encontrar una primitiva de una funcion dada, esto es, de encontrar una funcion
que tenga por derivada la funcion dada.

Procedemos ahora a discutir este punto.

Observemos de paso que el problema de encontrar una primitiva tiene gran importancia entre otras ramas de la matematica
particularmente en la solucién de ecuaciones diferenciales.

(Aleksandrov, 1979, 170,173)

BEEM Propiedades fundamentales de la integral definida

Teorema 1-3

Si k es un nimero real constante, y f es una funcion integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces:

b b
/kf(x) dx =k /f(x) dx

{ Demostracion (p. 368) p ]

Teorema 1-4

Sif y g son dos funciones integrables en [a, b] entonces f + g también es integrable en [a, b] y:

b b b
/[f(x) +g(x)] dx = /f(x) dx+/g(x) dx

a a

L Demostracion (p. 369) p- J
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Teorema 1-5

Sif y g son dos funciones integrables en [a, b] (con a < b) y ademas f(x) < g(x) Vx € [a, b] entonces:

b b
/f(x) dx < /g(x) dx

[ Demostracion (p. 369) p J

Podemos ilustrar geométricamente la propiedad 1 -5 como sigue:

Sea f(x) >0 y g(x) > 0 parax € [a,b], ademas g(x) > f(x) para cada x € [a, b], como se muestra en la figura siguiente:

f(x)

Q(x) P

Fig. 6.5

Note que el area del trapecio curvilineo a Q R b es mayor que el trapecio curvilineo a R S b, por lo que:

b

/bf(x) dx < /g(x) dx

a a

Teorema 1-6

SiM y m son los valores méaximo y minimo respectivamente de la funcion f(x) en el intervalo [a,b], cona < b, y
ademas f es integrable en [a, b] entonces:

b
m(b—a) < /f(x) dx < M(b—a)

[ Demostracion (p. 369) p J

Puede ilustrarse la propiedad 1 -6 geométricamente como sigue: sea f(x) > 0 parax € [a,b] (a < b) y consideremos la
siguiente representacion grafica:
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Fig. 6.6

Note que el area del trapecio curvilineo a Q T b estd comprendida entre las areas de los rectangulosa P U b y a RS b. (El
b

area del rectangulo a P U b es m(b — a), la del rectangulo a R S b es M(b — a) y la del trapecio curvilinieo es /f(x) dx

a

430
Consideremos la region limitada por la curva con ecuaciény = x?+ 1 y las rectas cuyas ecuaciones son x = 1, x = 3;
la representacion grafica es la siguiente:
v, R S
sk
61
s
2t P/ u
/
/,/
—I'I a 21‘, é b =3
Fig. 6.7
Note que el valor minimo que toma la funcién es 2 y el méximo es 10. El area del rectangulo a P S b es 4 (ul)?, la del
rectangulo a Q Rb es 20 (ul)? y la del trapecio curvilineo a P R b es:
) 3 1 32
/(x2+1) dx= (2 1x P=0943)—(5+1) =% (u)?
3 3 3
1
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3

32

Observe que 4 < 3 < 20 y por tanto 2(3 — 1) < /(X2 +1)dx <10(3—1)
1

Teorema 1-7

Sif esuna funcién continua en el intervalo [a, b], entonces existe en éste un punto « tal que se verifique la siguiente
igualdad:

b
/f(x) dx = (b — a)f(x)

{ Demostracion (p. 369) p J

Podemos dar una interpretaciéon geométrica como sigue: consideremos una funcién f tal que f(x) > 0, para todos los valores
de x en el intervalo [a, b].

b

Entonces / f(x) dx es el rea de la region limitada por la curva con ecuacién y = f(x), el eje X y las rectas con ecuaciones

xX=a,x=D>b

/) e
P

a % p

Fig. 6.8

El teorema 1 -7, establece que existe un nimero « en [a, b] tal que el area del rectdngulo a Q S b, cuya altura es f(x) y que
tiene ancho de (b — a) unidades, es igual al 4rea de laregion a P R b.

El valor de & no es necesariamente tnico.

Aunque el teorema no establece un método para determinar «, si garantiza que existe un valor de «, lo cual se utiliza para
demostrar otros teoremas.

Determinar, en cada caso, el valor de « tal que:
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X3 dx = f(x)(2 —1)

-
H\
N

4
/x +4x+5) dx = f(x)(4—1)
1

N

ii. /(x2 +1) dx = f(x)(2+2) (Ejercicio para el estudiante)
22

Solucion.

2
i. Calculemos primero / x> dx
1

2 4
X
Como D, (%4) = x> entonces /x3 dx = T
1

2
1
Luego /x3 dx = —5 =f(x)(2—1) de donde:
1

fla) = 14—5 (en este caso f(x) = x3)

15 /15
o3 = vy y por tltimo « = ¢ Vike 1,55

Gréaficamente se tiene:

Y

4

ii. Calculemos / (x% 4+ 4x +5) dx
1

3
Como D, <% +2x% + 5x) =x? 4+ 4x + 5 entonces:
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4 &
/x +4x+5)d <§+2x2+5x)
1

Luego: /(x +4x+5)dx =66 =f(x)(4—1)
1
de donde f(o) = 22, como f(x) = x> 4+ 4x + 5 entonces:

3

4 1
4 _ = 2 4 — (=
1 3—|—2(4) +5-4 (3

+2+5)=66

o + 4o+ 5 = 22 y los valores de & que satisfacen la ecuacién son o7 = —2 + V21, ap = —2 — +/21; este tltimo
valor se descarta pues no pertenece al intervalo [1, 4]

Luego el valor de o que satisface el teorema del valor medio para integrales es &« = /21 —2

Graficamente se tiene:

104

\21 -2

Fig. 6.10

324

Teorema 1-8
Sif es una funcién integrable en los intervalos cerrados [a, b], [a,c] y [c,b] con a < ¢ < b entonces:

C

/bf(x) dx:/f(x) dx+/bf(x) dx

a

{ Demostracion (p. 369) p ]

La demostracion anterior justifica la propiedad 1 - 8.

=100,3y c=2
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3
3

2 X3

dx=— |7 =9

/xx 3|0

0

2 3
3 3 8
Ahora:/xdeJr/xzdx:% %+% g:§+97§:9
0 2
3 2 3
Luego:/x2 dx:/x2 dx+/x2 dx

0 0 2

Geométricamente podemos interpretar la propiedad 1 - 8 como sigue:

Sif(x) > 0 parax € [a,b] entonces la propiedad 1 - 8 anterior establece que, el drea de la region limitada por la
curva con ecuacién y = f(x), el eje X las rectas con ecuacién x = a, x = b, es igual a la suma de las 4reas de las
regiones desde “a” hasta ¢ y desde ¢ hasta b.

St }----1

AN

(e,
w

>
=

Fig. 6.11

El resultado anterior es valido para cualquier orden de a, b y ¢, como se establece a continuacion.

Teorema 1-9

Sea f una funcién integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres numeros a, b y c.

b c b
Entonces: /f(x) dx = /f(x) dx+ [ f(x) dx sin importar cuél es el ordende a, b y c.
a

a Cc

[ Demostracion (p. 369) p }

Para la prueba del teorema 1 - 9 se necesitan las siguientes definiciones:

Definicion 1 -1
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3
2
X9 1 _
/xdx-z 1=5 2—4
1
/ 2 1 9
X
/XdX:? %25—52—4
3

3 1
Luego:/xdx:—/xdx
1 3

Definicion 1-2

/ f(x) dx = 0, en este caso note que la longitud del trapecio curvilineo es cero por lo que su irea también es igual a

a
cero.

Las definiciones 1 -1y 1 -2 anteriores seran de gran utilidad al calcular el 4rea de diversas regiones, como estudiaremos en el
apartado de aplicaciones de la integral definida.

Ejercicios
@ Ir a «Practicas de CDI»

n Aplicaciones de la integral definida

La integral definida es una herramienta util en las ciencias fisicas y sociales, ya que muchas cantidades de interés en dichas
ciencias pueden definirse mediante el tipo de suma que se presenta en la integral definida.

Antes de estudiar casos especificos en que se utiliza la integral definida, daremos las siguientes definiciones:

Definicion 2-3
Recibe el nombre de particién de un intervalo cerrado [a, b] un conjunto de intervalos cerrados:

{Ix0, x1], [x1, %21, [x2, %3], . .., [Xn—2, Xn—1], [Xn—1, Xn]}

que posee las propiedades:

O xo 1] Ui, x] U+ U xn2, xn1] U [xn_1,%n] = [a, b]
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© i1, %Nl =X econie{l,2,...,n—1}

O xoxynkeuxad=0sil<jk<nylj—k >2

Definicion 2-4
Cada intervalo en una particion de [a, b] se llama subintervalo de [a, b]. Una particién esta determinada por los nimeros

que son puntos extremos de los subintervalos de la particién. Asi, una particién que contenga n subintervalos queda
determinada por un conjunto de n + 1 niimeros.

{XOI Xl/ XZ/ crcy anll XTL}/

donde xp = a,xn = b, x; 1 < xjparai€{l,2,3,...,n}

Denotaremos con Py, la particion determinada por este conjunto de n + 1 nimeros, asi:

P ={[x0, x1], [x1,%2], ..., [Xn—2, Xn—1], [xn—1, xnl}

Definicién 2-5
Si Py, es una particién de un intervalo [a, b], 1a norma N, de P;, es el mayor de los n niimeros

(x1 —%0), (x2 —x1), (x3 —=%2), ..., (Xn —Xn—1),
donde

Ax1 =X1 —Xg, AXp =X — X1, -.., AXpn = X — Xn_1,

osea Axj =xj{ —xj_1parai€{l,2,...,n}

La norma N, de una particiéon P, es la longitud del mas grande de los subintervalos en la grafica de P, que se muestra a
continuacion:

Fig. 6.12
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Definicion 2—6

Si Py, es una particién en un intervalo [a, b], un aumento T,, de la particién es un conjunto de numeros {ty, tp, ..., tn}
tales que

Xo St <xp, X1 S <xp, X2 <3 <X3, ..., Xno1 Sty <xpy,

osea, xi 1 <ty <xjeconie{l,2,..., nk

Gréaficamente:

n Calculo de areas

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], con a < b, tal que f(x) > 0 para x € [a, b].

Sea R la region plana limitada por las graficas de las ecuaciones: y = f(x),y =0 (ejex), x = a,x = b.

Y

AN
S ____

Fig. 6.14

Sea P;, una particién de [a, b] en 1 subintervalos determinados por el conjunto {xo, X1, X2, - .-, Xn—1, Xn}, cOn Axj = X{ —Xi_1,
ie{1,2,...,nkL

Sea T,, = {t1, tz,..., tn} un aumento de P,,. Construimos n rectangulos cuyas bases sean los n intervalos de la particién Py,
cuyas alturas sean

f(t1), f(t2), ..., f(ti)’ coe, T(tnq), flta).

Fig. 6.15
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El area del i~ésimo rectangulo esta dada por f(t;) - Ax;; y la suma

n

Z f(ti)AXi
i=1

de las areas de los n rectangulos sera una aproximacion al area de R.

Al refinar particiones de modo que su norma tienda a cero, las sumas convergen al area de R cuando la funcién es integrable.
Aumentar s6lo el ndmero de subintervalos no garantiza una norma menor ni un error menor en cada paso. Demos ahora la

siguiente definicién:

Definicion 3-7

Sif(x) > 0 para x € [a, b], y si existe un nimero A tal que dada una € > 0, exista 6 > 0 tal que

<€

n
Z f(ti) Axi —A
i=1

para toda particién Py, de [a, b], y todo aumento de P, en que N;, < 0, entonces este nimero A es el area de la region
limitada por las gréficas de la ecuaciony = f(x), y=0, x =a, x = .

NOTA

Si f es integrable en [a, b], el valor de la integral definida

n

m Y f(t) Ax; = A

max Ax: —0
1 i=1

puede calcularse usando particiones regulares P, es decir, aquellas en las que

b—a .
Ax = o x; = a+iAx, Xit1 = X{ + Ax,

y donde t; es un numero cualquiera entre X; y Xi11 (siempre que f esté definida en [a, b]). Es decir,

—a

b n b
/a f(x) dx = lim ;f(ti)AX, con Ax = —

Teorema 3—-10

Sif es continua y f(x) > 0 para x € [a, b], entonces el area de la region limitada por las graficas dey = f(x),y =0,

b
x:ayx:besA:/ f(x) dx.
a

[ Demostracion (p. 369) p- ]
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Ejemplo 434

6x — X2
9

Calculemos el area de la region R limitada por las graficasdey =1+ ,y=0,x=5x=0.

Solucion. La representacion grafica es la siguiente:

2
6ti — 't-1

y(ty) =1+ 5 o

El 4rea del i—ésimo rectangulo es:
6t; —t2
i
(1 + 9 > - Axg

La suma de aproximacion para el area de R es:

Fig. 6.16

(En la grafica anterior se muestra el i—ésimo rectangulo de la aproximacion).

Luego se tiene que:

5
3 125 235 5

435

Calculemos el area de la regién R limitada por las graficasdey =Inx, y =0, x =e.

Solucion.
Graficamente se tiene:

Fig. 6.17

Como Inx = 0 <= x = 1, entonces la curva interseca al eje x en el punto (1,0). El area de la region R esta dada por:
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€
A = / Inx dx
1
e
= (xInx—x) ‘1 = elne—e—In1+1 = 1(wl)®  se uilizs el método de integracion
“por partes”.
Ejercicios

@& Ir a «Précticas de CDI»

n Area de una region comprendida entre dos curvas

Sean f'y g dos funciones continuas en el intervalo [a, b], con a < b, tales que f(x) > g(x) para x € [a, b].
Vamos a determinar cuél es el area de la region R limitada por las graficas dey = f(x), y = g(x), x = @, x = b que se muestra
a continuacion:

8g(t)

Fig. 6.18

Construimos un conjunto de rectangulos tales que la suma de sus areas sea una aproximacion al area de R.

B
8(%)

Fig. 6.19

Sea P, una particion regular de [a, b] en n subintervalos, es decir,

b—
Ax = a’ x; = a+1iAx, i=0,1,...,n.
n

Asi, cada subintervalo [x;_1, Xi] tiene el mismo ancho Ax.

Sea Ty = {t1,t2,...,ti1,tj,..., tn 1, tn} un aumento de Py, con t; € [x; 1,x;]. Construimos n rectangulos cuyos anchos
son Ax y cuyas alturas sean:

f(t1) —g(t), f(t2) —g(t2), ..., f(ty) —g(ty), ..., f(tn) — gltn).
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El area del i—ésimo rectangulo es [f(t;) — g(t;)] - Ax, y la suma de aproximacion para el area de R esta dada por:
n
[f(t;) — g(t;)] - Ax
i=1
- b—a .
Como la particion es regular, maxAx; = Ax = 0 de modo que maxAx; — 0 es equivalente a n — oco. Al refinar

particiones regulares haciendo n — oo, las sumas convergen al area de R cuando la funcién es integrable.
Se tiene entonces

Teorema 4-11

Sea f(x) > g(x) para x € [a,b] tal que h(x) = f(x) — g(x) es integrable en [a, b], entonces el area de la regién
comprendida entre f y g en este intervalo es

b b
A:/ h(x)dx:/ [f(x) — g(x)] dx

436

—2)? 2 2
Hallar el area de la region R limitada por las graficas de las ecuaciones: y = % -1, y= gx +-, x=4

Solucion. Graficamente se tiene:

N\
<

Fig. 6.20

—2)? 2
Note que las graficas dey = & 9 ) -1, y= gx + 5 se intersecan en el punto (—1,0). En este caso, el 4rea del

i—ésimo rectangulo es:

(30 (252 )

y la suma de aproximacion esta dada por:
Z 2 2 (t; —2)?

Se tiene que:
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115 5 9
x2 2 (x —2)3 4 16 8 8 1 2 27 235
= |—=—+=-x— = —+-——+4 - — =+ — = === (ul)?
{5 5 27 } T stsTt (5 5727 ) 77 b
Ejemplo 437
Hallar el area de la region R limitada por las graficas de las ecuaciones y = %X +1,x=-2,x=4,y=0.

Solucion. Graficamente se tiene:

Fig. 6.21

—x
La recta con ecuaciéon y = — + 1 interseca al eje x en el punto (2,0).

Note que la region R esta formada por dos partes, las regiones Ry y Ry, por lo que el 4rea de R = area de Ry + area de Ry.

—X
La region Ry esta limitada superiormente por la graficadey = > + 1, inferiormente por la de y = 0, lateralmente

porladex =—2yx =2

Luego:

2 [—x
dreade Ry = / (—+1—0>dx
o\ 2

Il
P
SE

N

+

®
N

= 4 (ul)?

—x
La region Ry esta limitada superiormente por la grafica de y = 0, inferiormente porladey = > + 1, lateralmente

porladex =2yx =4.

Luego:
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4 —X
dreade R, = / [0—(——1—1)} dx
2 2

- (59

= 1 (uwl)?

2

Por tanto, el area de R es igual a: 4 + 1 =5 (w.1.)2.

334

Ejemplo 438

2
y:%—Zx—i—l,y:g—i—Ly:—x—kS.

Hallar el area de la region R serialada en la figura adjunta, que esta limitada por las graficas de las ecuaciones:

Solucion. R puede dividirse en dos regiones R; y Ry.

X
Las rectas con ecuaciones y = 3 +1,y=—x+5se

Luego: area de R = area de R; + area de R;

Fig. 6.22

intersecan en el punto (3,2) (jcompruébelo)).

La recta con ecuacion y = —x + 5 y la parabola se intersecan en el punto (4, 1).

La recta con ecuaciéon y = 3 + 1y la parabola se intersecan en el punto (0, 1)
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3 2
dreade Ry = / [)—( +1-— <X——2X+1>} dx
0o L3 2
3 2
7 X
= -x——|d
/0 (3" 2 ) h
3
- (-3
6 6/ o
= 6 (wl)?
4 x2
dreade R, = / [—x+5— (? —2x+1)] dx
3
4 2
/3 ( +x 2 > X
N A
= 4 - —
ez -3l
4
= 2 (ul)?
4 22
Entonces: areade R = 6 + 353 (w.1.)?.
Ejemplo 439
Hallar el area de la region R limitada por las graficas de las ecuaciones y> = x, y = —x + 2.

Solucion. La representacion grafica es la siguiente:

2N X=2-y
x=y2
1 ..........
1 3 3 2 5>
-1
e
-3
Fig. 6.23

Las graficas se intersecan en los puntos (1,1) y (4, —2) (Verifiquelo algebraicamente).

x=g(y)=2—y.

Asi el area de la region R esta dada por:

En esta caso podemos tomar “y” como variable independiente y x como la variable dependiente, es decir,
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1
/Zyyy
2

U Yy
= (oy—_2 _ 2
<” 2 3)
9
2

= (wl)?

1

—2

Otra forma de obtener el 4rea de la regién R es la siguiente:

y=vx y=—vx y=2-x

Fig. 6.24
Dividimos la region R en dos regiones R y R,. La regioén R; est4 limitada superiormente por la grafica de y = 1/x,
inferiormente por la de y = —/x, lateralmente porlade x =1y x = 0.
Asi:

1
dreade Ry = /0[\/72—(—\/;)] dx

Il
S~
N
Y
&

0
4 1
= SR
0
4
= - (wl)?
> wl)
La region R; est4 limitada superiormente por la grafica de y = —x + 2, inferiormente por la de y = —+/X, lateralmente
porladex =1.
Luego:

4
dreade R, = / [—X +2— (—ﬁ)] dx
1

/4(2—x+\/>_<)dx
1

X2 232\ |*
= (35|,
= %(u.l.)z

Por tanto:

336
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dreade R = 4reade Ry + areadeR,
IR
3 6
27 9 5
= 2 =3 (w.l)=.
Ejercicios

@& Ir a «Préacticas de CDI»

“ Volumenes de solidos de revolucion

Sea f una funcidn continua y no negativa en el intervalo [a, b], con a < b.

Recibe el nombre de sélido de revolucion, el sélido generado al girar alrededor del eje x, la region limitada por la grafica de
y = f(x), el eje x y las graficas de x = a y x = b. El eje x es un eje de simetria de dicho s6lido y una seccion recta perpendicular
al eje x es un circulo.

Fig. 6.25

Para determinar el volumen de este tipo de sélidos, seguiremos un procedimiento similar al utilizado para el area de una region,
aproximando el “volumen” de un sélido de revolucién por medio de una suma de volumenes de s6lidos mas elementales, en los
que el volumen ya ha sido definido.

Vamos a considerar discos o cilindros circulares como los sélidos elementales, asumiendo que el volumen de un disco circular es,
por definicién, el producto del 4rea A de la base por el espesor h (o altura).

Fig. 6.26

Consideremos una particiéon P, del intervalo [a, b] determinada por el conjunto de niimeros
{XO/ Xl/ XZ/ cety Xi*l/ Xi/ cecy anlrxn}/
donde Ax; = x; —xi_1,conie{1,2,3,...,n}L

Sea T, = {t1,ty, ..., tn} un aumento de P;.
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Consideremos ahora los n discos circulares, cuyos espesores son Axi, Axp, ..., Axy,...,Axq, y cuyas bases tienen radios
f(tl)/ f(tz)/ cecy f(tl)/ M f(tn)

ft)

Fig. 6.27

El volumen del i—ésimo disco es:
lf(t:))% - Axy

La suma
n

> i) Ax

i=1

de los volimenes de los 11 discos nos da una aproximacion al volumen del sdlido de revolucién.

Podemos suponer que mientras mas delgados sean los discos, mayor sera la aproximacion de la suma anterior al volumen del
so6lido.

Se tiene entonces la siguiente definicion:

Definicion 5-8
Si existe un nimero V tal que dada € > 0 exista & > 0 para la cual

n

Z alf(t))? - Axi — V| < €

i=1

para toda particion Py, de [a,b] y todo aumento T,, de Py, y con N, < 6, este nimero V es el volumen del sélido
obtenido por revolucion del 4rea limitada por las graficas dey = f(x), y =0, x = a, x = b alrededor del eje x.

Si h es la funcién dada por h(x) = 7t[f(x)]? para x € [a, b], entonces la suma de aproximacion:

D mlf(t)) - Ax
i=1

utilizada en la definiciéon del volumen del sélido de revolucion, puede escribirse como:

n

Z h(ti) . AXi

i=1

donde t; € [xi_1,%i], AX{ = X{ — Xi_1.
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Luego, de la definicion de integral y de la definicion de V dada, se tiene que

Teorema 5-12

[ Demostracion (p. 369) p }

Consideremos ahora dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado [a, b], tales que f(x) > g(x) > 0 para x € [a, b]. Sea
R la region del plano limitada por las curvas con ecuaciones y = f(x), y = g(x) y las rectas con ecuaciones x = a, x = b.

Fig. 6.28

Deseamos determinar el volumen V del sélido de revolucion generado al girar la regién R alrededor del eje x (note que en este
caso no giramos la region R alrededor de una de sus fronteras).

El solido generado se muestra en la siguiente figura:

LTI
“\\‘“lllm‘%
it

Fig. 6.29

Sea P;, una particién del intervalo [a, b] determinada por el conjunto de nimeros {xg, X1, X2, . .., Xi—1,Xi, ..., Xn} con Ax; =
Xi —xi_1 parai €{1,2,...,n},ysea T,, ={t1,tz,...,ti, ..., tn} un aumento de P,.

En este caso, los solidos elementales usados para obtener una suma de aproximacién del volumen del sélido de revolucion, seran
anillos circulares.

Se muestra a continuacion el i—ésimo rectangulo y el i—ésimo anillo circular generado al rotar aquel alrededor del eje x.
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fit:)

(k)

Luego, el area del anillo circular es:

por lo que el volumen del i—ésimo elemento so6lido sera:
AV; = m([f(4)12 — [g(t)2) - Axs

Entonces, la suma de aproximacion para el volumen del sélido de revolucion es:

m([f(t:))* — [g(t)]?) - Axq

i=1

Puede suponerse que mientras méas delgados sean los anillos circulares, mayor sera la aproximacioén de la suma anterior al
volumen del sélido.

Definicion 5-9
Si existe un nimero V tal que dada € > 0 exista & > 0 para la cual
n
D w([f(t))? — [g(t)P)Axi — V| < e
i=1

para toda particién P, de [a, b] y todo aumento T, de P, y con N, < 9, este nimero de V es el volumen del sélido
obtenido por revolucién del 4rea limitada por las gréaficas de y = f(x), y = g(x), x = a, x = b, alrededor del eje x.
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Si h es la funcién dada por h = 7't([1’(x)]2 — [g(x)]z) parax € [a, b], entonces la suma Z{l:l 7'[([1:(ti)]2 — [g(ti)]z) - Ax; utilizada

n
en la definicion 5 - 9, puede escribirse como:Z h(ti) Axi,donde t; € [xi—1,xil, Axi = xi — Xi—1. Luego se tiene que:

i=1

Teorema 5-13

[ Demostracion (p. 370) p ]

Ejemplo 440

Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor del eje x, la region limitada por la grafica de
y=+vx,y=0,x=1, x=4.

Solucion.

y=\% i
_________ : |
ftt) R !
| ' |
1 ti 4

ot

Fig. 6.32

Observe, en la figura de la derecha, i—ésimo rectangulo que al rotar alrededor del eje x genera un disco circular en
forma de cilindro circular recto.

El volumen del 1i—ésimo disco circular es:
nlf(t))? - Axi = (V) - Axg

La suma de aproximacion del volumen:

El volumen del sélido esta dado por:

4
VvV = 7ix dx
1
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Ejemplo 441

342

Hallar el volumen del s6lido generado cuando la regién limitada por las graficasdey =2 —x, x =0, y = 0 gira
alrededor del eje x.

Solucion. La representacion grafica del solido de revolucion es la siguiente:

ftt)

Fig. 6.33

El volumen del i—ésimo disco circular es:

T[[f(ti)]Z cAxy =T[2 — ti]z - Axq

La suma de aproximacion del volumen es:

n
Z 7'[(2 — ti)z - Axy
i=1

Luego, si f(x) = 2 — x, entonces el volumen del sélido esta dado por:

2 2
2 _ PRV
71/0 [f(x)]*dx = 7[/0 (2 —x)"dx

2
-7
= —(2—x)°
3 0
= S?N (w.l.)?

Ejemplo 442

Hallar el volumen engendrado cuando la superficie limitada por la curva y = senx, y las rectas con ecuaciones
y =0, x =0, x =, gira en torno al eje x.

Solucién. La representacion grafica es la siguiente:

fit)
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Fig. 6.34

Si f(x) = sen x entonces:

0 El volumen del i—ésimo rectangulo es:

nlf(ty)]? - Axi = m(senty)? - Axq

o La suma de aproximacion del volumen es:

9 El volumen del sélido esta dado por:

7 T
/ n(senx)? dx 7(/ M dx
0 0

2

1
(x -3 sen 2x>

(w.l.)?

s

I
NI A

0

™
2

Ejemplo 443

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie comprendida entre las parabolas
con ecuaciones y = x%, Y = v/X.

Solucién. La representacion grafica de la region y del i—ésimo rectangulo es la siguiente:

y=x’=g(x)
(5] — , =\ = f)
O] - :
i
Fig. 6.35

El volumen del i—ésimo anillo circular es:
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La suma de aproximacion del volumen es:

Luego, el volumen del sélido de revolucién esta dado por:
1
Vo= [l - 027 ax
0

= 71/01 (x —x*) dx

Ejemplo 444

Determinar el volumen del sélido obtenido al girar la region del ejemplo anterior, alrededor del eje y.

Solucion.

y=x =fy)

WA

4

Tt 2(t)

Fig. 6.36

El anillo circular tiene como radio méximo g(t;), y como radio minimo f(t;).

En este caso tomamos x como la variable dependiente, y se tiene que el volumen del sélido esta dado por:
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Ejemplo 445

intercepta la recta x = a

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje y, la parte de la pardbola y? = 4ax, a > 0, que

Solucién. La representacion grafica de la region y del i—ésimo rectangulo es la siguiente:

2

Tomamos x como la variable dependiente.

El volumen del sélido esta dado por:

El anillo circular tiene como radio maximo x = a, y como radio interior x = 1a

2 x=80)= 45
ti
g(t) 4
2a
Fig. 6.37

2

a
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2a 2\ 2

vV = 2_ (¥
/;Za’r[ [a (4(1) ]

2a 4

_ 2y
B 717/—2(1 <a 16a )
5 a

_ 2y

-7 (a Y 80(12 —2a

5 5
= n(2a3—32a ) —n(—2a3+ 32a )

80a? 80a2

dy
3 ) 4y
2

1
= €6 a’m (w.l)?

346

Ejemplo 446

y = X2,y = 4, gira alrededor de:

o elejey

9 la recta con ecuacion y = 4
9 el eje x

e la recta con ecuaciony = —1
e la recta con ecuacién x = 2

Solucion.

o La region en el plano xy que gira alrededor del eje y es la siguiente:

Determinar el volumen del sélido de revolucién generado cuando la region limitada por las graficas de las ecuaciones

Se tiene que el radio del sélido generado es:

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

y=x
4
ti yl
2 — 1 2
Fig. 6.38
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El volumen del sélido esta dado por

4
V = /Oﬂ[\/mzdy

4
= /ﬂydy
0

214
= 7'[? .
= 8m(uwl)?

nlVtil? - Ays

9 La region gira alrededor de la recta con ecuaciény = 4

El radio del i—ésimo disco circular es:

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

En general, el radio del sélido generado es:

Luego, el volumen del sélido esta dado por:

Fig. 6.39

347
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2
vV = /7r(4—x2)2dx

-2

2
= 7r/ (16 — 8x* 4+ x*) dx

—2

8 5
= <16X—3X +5) 2

64 3 64 32
= (32—+5> (3z+3—5>

= Eﬂ(ul)

o Note que al girar la region alrededor del eje x, el i—ésimo elemento sdlido tiene como base un anillo circular.

Fig. 6.40

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:
[7(4) — n(t])?] - Axq

Luego, el volumen del solido generado esta dado por la siguiente integral:

/2 nt[16 — (x*)?] dx

—2

/2 (16 —x*) dx

-2

5
= 7t<16x—x)
5/ 15
32 32
= <32—5>— < 32+5>

256

= ?ﬂ(ul)

\%

2

e La region gira alrededor de la recta con ecuaciéony = —1
El radio maximo del anillo circularesy =5 =4+ | — 1|

El radio interior del anillo esy = x> + | — 1| =x? + 1
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-2

cuyo radio interior es 2 — /t;.

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

Fig. 6.41

[n(5)2 — (2 1)2} L Ax

vV = /2 257 — ni(x* +1)°] ax

2
= / m(25 —x* —2x* — 1) dx

-2
= 7r<24x—%5—§x3) 22
= 7 <48 — % _ 16

= %n (w.l.)?

32 16
3)—7’((—484-34—?

e La region gira alrededor de la recta con ecuacioén x = 2

)

El volumen del sélido generado esta dado por la siguiente integral:

De nuevo, el i—ésimo elemento sélido tiene como base un anillo circular, cuyo radio maximo es 2 + ’ —Vt

o

Fig. 6.42

=

Y

349
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El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

(72 +V8)? — (2 — Vt)?] - Ays

Luego, el volumen del sélido esta dado por la siguiente integral:

4
vV = /0[7[(24—\/1])2—71(2—\/@)2] dy

4
= 71/ 8y dy
0

3/2 |4

_ vy
= 835

0

16

350

Ejercicios
@ Ir a «Practicas de CDI»

n Longitud de una curva plana

Vamos a determinar la longitud s del arco de una curva con ecuacién y = f(x), comprendida entre los puntos A(a, f(a)),

B(b, f(b)).

Fig. 6.43

Como se muestra en la figura anterior, dividimos el arco AB en n partes, uniendo luego los sucesivos puntos de divisién por

segmentos rectilineos.

Por ejemplo, el segmento DE tendra como longitud
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(Axi)? + (Ayi)2

Luego, tendremos una aproximacién de la longitud de la curva AB, mediante la suma:

Z (Axi)? + (Ayi)2

Si refinamos las particiones de modo que max Ax; — 0, entonces, por continuidad uniforme, las longitudes de los segmentos
tienden a cero, por lo que:

n1—1>TooZ \4 AXI Al;h

nos da el arco AB, siempre que el limite exista.

Para expresar el limite como una integral tenemos lo siguiente: supongamos que la funcién con ecuacién y = f(x) es continua y
posee derivada continua en cada punto de la curva, donde A(aq, f(a)) hasta B(b, f(b)). Luego, por el teorema del valor medio
para derivadas, existe un punto D*(x}, y;) entre los puntos D y E de la curva, donde la tangente es paralela ala cuerda DE, esto es:

f/(xr) =29 osea Ay;=f'(x 1) - Axg

i Ax;

Luego

fim 3/l By = T}gr;OZ\/ (82 4 [110) - &)
. / %112 . )
maxlir}cl‘lao <; 1+ [f/(xi )] AXl)

b 2
que por definicién corresponde a la integral: / 1+ i?() dx (hemos expresado f’(x) como dy/dx).
a

Teorema 6-14

Si f tiene derivada continua en [a, b], entonces la longitud del arco de la grafica de y = f(x) desde A(a, f(a)) hasta

B(b, f(b)) es
b
:/ /14 [f/(x)]? dx

( Demostracion (p. 370) p ]

Como la longitud de una curva no depende de la eleccién de los ejes coordenados, si toda la curva puede expresarse como
x = h(y) con h continuamente derivable y sin retrocesos en y, entonces la longitud del arco est4 dada por

max{f(a),f(b)} dx
/ 1+ ( > dy
min{f(a),f(b)} dy

En cada caso calcular la longitud del arco de curva que se indica.
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Ejemplo 447

352

1
y= 3 (x2 4 2)%/2, desde x = 0 hasta x = 3.

Solucion.
Designemos con L la longitud del arco.

1
Comoy = §(X2 +2)3/2, entonces % =xV/x? + 2. Luego

3 2
L = /\/1—1—[7(\/7@—1—2] dx
0
3
:/ 1+x2(x2 +2)dx
0
3
:/ x* 4+ 2x2 +1dx
0
3
= /\/(xz—&-l)zdx
0
3

= /(x2+1)dx

0

- (59

= 12

3

0

Ejemplo 448

2y?

Y
3 2
2y2
L = 14 (2
/ \ +<3x> Y
3
/ 4yt
p— 1 —
/o +9X2dy
3
4yt
= [ Ji+La
/o a3 Y

3
2
= /0 Vi+ydy = 5(1+y)

(N1

9x? = 443, en la rama x = §y3/2, desde (0,0) hasta (2v/3,3); en y =0, dx/dy = 0 por continuidad

- . . dx . o
Solucién. En este caso, tomemos x como variable dependiente y obtengamos Iy Por medio de derivacién implicita:
Y

d d
18xd—: = 12y de donde d_x =3 Luego, la longitud L del arco esta dada por:
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Ejemplo

353

x:yz desdey =1 hastay =2

8y2’

g d
Solucién. Obtenemos de nuevo X, pues x = h(y). Asi, — =y’ — —

dy PRI
Luego: L = / 4y _1
\/ 4y?

- /2 16y6+16y12—8y6+1d
N 16y° Y

2 M6uyl2 6
/ v/ 16y +38y +1 dy
1 4y

[ VAT,

2445 +1
1 4y

450

(y +1)? = 4x%, en cualquiera de las ramas y = —1 % 2x3/2

y derivada ceroen x =0

desde x = 0 hasta x = 1; ambas tienen la misma longitud

e d
Solucion. Obtengamos d—y por medio de derivacion implicita:
X

6x2
y+1

dy 2 dy
2 1)— =12 — =
(y+1) i x~ de donde T

Luego:

1 2 2
L = /,/1+(6X > dx
0 y+1
1
36x4
= 1+ ——dx
/0 \/ (y+1)?
1
36x4
— 14+ 25
/0 +4x3 dx

- /\/1+9xdx: (1+9x)2

1

2
- ﬁ(lox/ﬁ—n

0
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Ejercicios
@& Ir a «Précticas de CDI»

Calculo de trabajo con ayuda de la integral definida

Vamos a estudiar la aplicacion de la integral definida al concepto de “trabajo”.

Si una fuerza constante F actia sobre un objeto desplazandolo una distancia x, a lo largo de una linea recta, y la direccion de la
fuerza coincide con la del movimiento, entonces el trabajo realizado W se expresa como el producto de la fuerza F por el camino
recorrido.

Es decirr W =F - x.

Cuando la fuerza no es constante, por ejemplo, cuando se contrae o estira un resorte, el trabajo no se puede expresar en forma
tan simple.

Consideremos una particula P que se desplaza sobre el eje x, desde el punto (a,0) al punto (b,0) por medio de una fuerza
f=F(x), x € [a,b].

Dividamos el segmento [a, b] en 1 partes arbitrarias de longitudes Ax1, Axy, ..., Axi, ..., Axy, y tomemos en cada subintervalo
[xi—1,%i] un punto arbitrario t; como se muestra a continuacion.

[T | |
T T

1 Il
a b ti fa H D

Xo X Xir X L X1 Xy
o ,

Fig. 6.44

Cuando la particula se mueve de x;_1 a X, el trabajo realizado es aproximadamente igual al producto F(t;) - Ax;.

Luego, la suma:

i F(ti) - Axg
i1

nos dar4 la expresion aproximada del trabajo de la fuerza F en todo el segmento [a, b].

La suma

representa una suma integral, por lo que si

max Axi—0

Hm ) F(t) - Ax
i=1

existe, entonces este expresa el trabajo realizado por la fuerza f = F(x) al mover una particula de a a b, a lo largo del eje x.

Se tiene entonces que
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Teorema 7-15

max Ax;—0

n b
W= lim ZF(ti)~Axi:/ F(x) dx
i=1 a

siendo F(x) la fuerza aplicada a la particula cuando ésta se encuentra en el punto cuya coordenada es x.

[ Demostracion (p. 370) p- }

Si la unidad de fuerza es el kilogramo-fuerza (kgf), y si la unidad de distancia es el metro, entonces la unidad de trabajo es el
kilogrametro. También pueden utilizarse como unidades de trabajo la libra-pie y el gramo-centimetro.

El alargamiento o la compresion de un resorte helicoidal, nos proporciona un ejemplo del trabajo realizado por una fuerza
variable. La ley de Hooke afirma que la fuerza necesaria para estirar un resorte helicoidal, es proporcional a la elongacion del
resorte. Asi, la fuerza necesaria para producir una elongacion de x unidades, esta dada por la expresion F = kx, donde k es la
constante de proporcionalidad, que depende del material, del grosor del alambre, de la temperatura, etc.

Ejemplo 451

Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras estira el resorte 1/2 pulgada, determinar
el trabajo realizado al estirar el resorte de 8 pulgadas a 11 pulgadas.

Solucién. Consideremos el resorte ubicado a lo largo
del eje x, con su extremo fijo en el origen:

Por la ley de Hooke se sabe que F = kx. Como
x = 0,5 pulgadas cuando F = 20 libras, entonces

20 = k(0,5) de donde k = 40.

Luego, F = 40x. Se desea calcular el trabajo real- Fig. 6.45
izado por esta fuerza si aumenta la longitud de 8 a

11 pulgadas, es decir, la elongacion de 0 a 3 pulgadas.

Luego:

3 3
W = / 40x dx = 20x?| = 180 pulgadas-libras.
0 0

Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulgadas, y una fuerza de 30 libras lo estira hasta 11,5 pulgadas. Determinar
el trabajo realizado al estirar el resorte de 10 pulgadas a 12 pulgadas. Luego encontrar el trabajo realizado al estirar el
resorte de 12 pulgadas a 14 pulgadas.
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Solucién. Como F = kx y la elongacién es x = 1,5
pulgadas cuando F = 30 libras, entonces 30 = 1,5k, por
lo que k = 20.

El trabajo realizado para estirar el resorte de 10 a
12 pulgadas esta dado por:

2
= 40 pulgadas-libras

2
w = /20xdx = 10>
0 0

El trabajo realizado para estirar el resorte de 12 a 14 pulgadas esta dado por:

4
= 160 —40 = 120 pulgadas-libras

4
w = /20xdx = 10x>
2 2

356

Ejemplo 453

Solucion.

Fig. 6.47

Como F = kx y x = 0,03 m, cuando F = 25 kgf, entonces k = 2500/3.

El trabajo requerido para alargar el resorte 2 cm mas (es decir, hasta 5 cm), esta dado por:

0,05

> 2500
w = / —— xdx

0

,03 3
_ 1250 5
3 0,03
3,125 1,125
-3 3
2
= —kegf-m

3

Una fuerza de 25 kgf alarga un resorte 3 cm. Determine el trabajo requerido para alargar el resorte 2 cm mas.
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454

357

Determinar el trabajo efectuado al alargar un resorte 6 cm, sabiendo que se necesita una fuerza de 15 kgf para alargarlo
1 cm.

Solucion.
Segun la ley de Hooke F = kx, por lo que 15 = k - 0,01, de donde k = 1500.

Luego, F = 1500x y el trabajo efectuado para alargar el resorte 0,06 m esta dado por:

0,06
W = / 1500 x dx
0

0,06
= 7502

0

2,7 kgf - m

455

Un resorte tiene una longitud natural de 6cm. Si 1200 dinas lo comprimen 0,5 cm, calcular el trabajo efectuado al
comprimirlo desde 6 cm hasta 4,5 cm. ;Qué trabajo se requiere para hacer que el resorte llegue a 9 cm, partiendo de su
estado comprimido de 4,5 cm?

Solucion.

0 Como F = kx y x = 0,5 cm cuando F = 1200, entonces k = 2400. Luego F = 2400 - x. El trabajo necesario
para comprimir el resorte desde 6 hasta 4,5 cm esta dado por:

w

15
/ 2400x dx
0

15
= 1200%x2

0

1200(1, 5)?

= 2700 ergs

Fig. 6.48
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9 El trabajo que se requiere para hacer que el resorte llegue a 9 cm, partiendo de su estado comprimido de 4,5 cm,
esta dado por:

3
W = / 2400x dx
-15

3
= 1200%x2

—-15

= 1200-9 —1200- (1,5)?

= 8100 ergs

Ejercicios

@& Ir a «Préacticas de CDI»
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Demostraciones

“ Demostraciones del capitulo 1

A Demostracion del teorema 3 -2

Sidos limites I # M existieran, tomando ¢ = [L—M|/3 y una vecindad comun, se tendria [L—M| < |[L—f(x)|+|f(x)—M| <
2|L — M|/3, contradiccién. Las reglas algebraicas se prueban con las estimaciones de los teoremas siguientes; aplicadas a
las constantes y a x, dan la regla para polinomios. La regla de raices se obtiene por continuidad de la raiz en su dominio,

justificada mas abajo.

A Demostracion del teorema 3 -3

Sim #0, |[(mx +b) — (ma+ b)| = |m|[x — a| y basta escoger 6 = ¢/|m|. Si m = 0, la diferencia es cero.

A Demostracion del teorema 3 -4
Para k # 0, [kf(x) — kL| = [k||f(x) — L|; aplicar la definicién con ¢/|k|. Para k = 0 el resultado es inmediato.

A Demostracion del teorema 3 -5
Sia>0,|v/x—+a =x—al/(vx++va) < |x—al/y/a. Encero, 0 < x < &% implica /X < €.

A Demostracion del teorema 3 -6
La desigualdad [f(x) + g(x) — (L + M)| < [f(x) — L| + |g(x) — M| permite tomar una vecindad donde cada sumando sea

menor que £/2.

A Demostracion del teorema 3 -7
Cerca de q, [f(x)| < |L| 4+ 1. Ademas [f(x)g(x) — LM| < (IL| + 1)Ig(x) — M| + [M||f(x) — L|. Hacer ambos errores

suficientemente pequerios prueba el limite.

A Demostracion del teorema 1

Param > 1, aplicar por induccion la regla del producto a los n factores x. Para n = 0 se trata de la funcién constante 1.

Volver A
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A Demostracion del teorema 3 -8
Como M # 0, cerca de a se tiene |g(x)| > [M|/2. Entonces [1/g(x) — 1/M| < 2|g(x) — M|/IM[* — 0. Aplicar la regla

del producto a f(x) - 1/g(x).
Volver A

A Demostracion del teorema 3 -9

Aplicar la regla del cociente a la constante 1 y a la funcién x, cuyo limite es a # 0.

A Demostracion del teorema 3 - 10
Paran = 1 es inmediato. Paran > 1y a > 0, escribiru = ¥x,v= ¥a>0: [u—v| =[x —al/(u™ 1 +... +y"1)
Ix — a|/v* L. En cero, | /x| = [x|'/™ — 0. Para a < 0 y n impar, usar {/x = — ¥/—x.

A Demostracion del teorema 3 - 11

La raiz n-ésima es continua en su dominio por el resultado anterior. Dado un error permitido en la raiz, su continuidad
proporciona una tolerancia para f(x) — L; la hipotesis f(x) — L satisface esa tolerancia cerca de a.

A Demostracion del teorema 3 — 12

En una vecindad comin se cumple L — ¢ < f(x) < g(x) < h(x) < L+ €. Por tanto [g(x) — L| < «.

A Demostracion del teorema 3 - 13
Las identidades de suma y diferencia dan | sen o« — sen a| < 2|sen((« — a)/2)| < | — al, y la misma cota para el coseno.
Aqui se usa la desigualdad geométrica | sen t| < [t| en radianes.

A Demostracion del teorema 3 - 14

La comparacién de areas en el circulo unitario da senx < x < tanx para 0 < x < 7/2. Asi cosx < senx/x < 1. El
cociente es par y cosx — 1, por lo que el teorema de intercalacion da el limite. El desarrollo geométrico se presenta a

continuacion.
Volver A

A Demostracion del teorema 4 - 15

Dado N > 0,510 < [x| < N~/™ entonces |1/x™| > N. El signo es positivo por la derecha y, por la izquierda, depende de

la paridad de n.

A Demostracion del teorema 4 - 16
Cerca de a, g tiene el signo de ¢ y |g(x)| > [c[/2. Dado N > 0, tomar ademas 0 < [f(x)| < |c|/(2N) da |g(x)/f(x)| > N.

El signo del cociente determina los cuatro casos.
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A Demostracion del teorema 4 - 17

Cerca de a, |f(x)| < B para alguna constante B > 0. Para la suma, g domina esa cota; para el cociente, |f/g| < B/|g| — 0.
Sic # 0, ademas |f(x)| > |c|/2 y su signo es el de c, lo que determina el signo y el crecimiento ilimitado del producto.

Volver A

A Demostracion del teorema 4 — 18
Como f — c, existe B > 0 con |f| < B cerca de a. Entoncesf+g > g—B — +ooy|f/g| < B/g — 0. Parac # 0, f
conserva su signo y [fg| > Ic|g/2 — +oo.

(Volvera ]

A Demostracion del teorema 4 — 19

Aplicar el teorema anterior a f y —g, que tiende a +oco. Cambiar los signos en la suma, el producto y el cociente da las

conclusiones.

A Demostracion del teorema 4 — 20

Para el caso positivo, dado N > 0, tomar f, g > max{N, 1} hace que tanto la suma como el producto sean mayores que N.
Para el caso negativo aplicar esto a —f y —g: la suma cambia de signo y el producto conserva el signo positivo.

A Demostracion del teorema 4 - 21

Las funciones —f y —g tienden a +00. Su suma tiende a +00 y su producto a +oo; por ello f + g — —oco y fg — +o0.

A Demostracion del teorema 4 — 22

Las funciones f y —g tienden a 400, por lo que f(—g) — +oc0. Entonces fg — —oo.

A Demostracion del teorema 4 - 23

Dado & > 0,six > ¢ /P, entonces 0 < 1/xP < ¢. Para potencias reales definidas en el semieje negativo, [xP| = [x|P; usar

la misma cota con [x|.
Volver A

A Demostracion del teorema 4 — 24

Para las potencias admitidas, [1/xP| = 1/|x|P. Si x < —e /P, su valor absoluto es menor que .

Volver A

A Demostracion del teorema 4 - 25

Idea intuitiva. La exponencial con base mayor que uno crece sin cota; invertirla da el limite cero y escribir a* = (1/a)™*
resuelve el caso 0 < a < 1. El logaritmo hereda los limites por ser la inversa de la exponencial. Seno, coseno y tangente
repiten valores distintos en sucesiones que se alejan indefinidamente, de modo que no tienen limite al infinito. Los limites
laterales de tangente se obtienen de senx/ cosx y el signo del denominador; los de las funciones inversas corresponden a

los extremos de sus rangos.
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A Demostracion del teorema 6 — 26

En cada punto, sustituir lim f(x) = f(c) y lim g(x) = g(c) en las reglas algebraicas de limites. Para la composicién, la
continuidad exterior convierte valores proximos a g(c) en valores proximos a f(g(c)).
Volver A

A Demostracion del teorema 6 — 27

Las funciones constantes y la identidad son continuas. Las potencias enteras, sus multiplos y sus sumas finitas también lo
son por las reglas de continuidad.
Volver A

A Demostracion del teorema 6 — 28

Dado ¢ > 0, la continuidad de g en d proporciona 1 > 0 tal que [u — d| < n implica |g(u) — g(d)| < €. Como f(x) — d,
cerca de c se tiene [f(x) — d| < 1. Se supone que la composicidn est definida en los puntos considerados.

A Demostracion del teorema 6 — 29

Como ¢g(x) — g(c) y f es continua en g(c), el teorema anterior da f(g(x)) — f(g(c)), que es la continuidad de la

composicion.

A Demostracion del teorema 6 — 30

Para todo c, el teorema de los limites trigonométricos da lim sen x = sen c. Esto es precisamente la continuidad.

x—C
Volver A

A Demostracion del teorema 6 - 31

Para todo c, lim cosx = cos c, por la estimacion del teorema de limites trigonométricos.
X—C

A Demostracion del teorema 6 — 32

Tomar ¢ = |[f(c)|/2. En una vecindad de c, [f(x) — f(c)| < [f(c)|/2, de modo que f(x) no puede anularse ni cambiar al

signo opuesto.
Volver A

A Demostracion del teorema 6 — 33

Suponer f(a) < 0 < f(b). Bisecar [a, b] y conservar una mitad cuyos extremos tengan signos opuestos; si un punto medio
es raiz, terminamos. Los intervalos anidados tienen longitudes que tienden a cero y un punto comun c. Por continuidad,
los valores de ambos extremos tienden a f(c), que debe ser cero. Como los extremos originales no son raices, a < ¢ < b.

Para signos invertidos usar —f.

A Demostracion del teorema 6 — 34

Para cada k estrictamente entre f(x1) y f(x2), la funcién continua f — k tiene signos opuestos en los extremos. Bolzano
proporciona ¢ €]x1, X[ con f(c) —k =0.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

2. | Demostraciones del capitulo 2 | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 363

A Demostracion del teorema 6 — 35

El valor intermedio garantiza que se alcanzan todos los valores de [f(a), f(b)]; la monotonia estricta garantiza unicidad y
que la inversa es creciente. Siyg = f(xg), los valores f(xg — €) y f(xo + €), cuando esos puntos pertenecen al intervalo,
encierran estrictamente a yo. Tomar y suficientemente proximo a yg fuerza f~!(y) a estar entre esos puntos. En los
extremos se usa solo el lado disponible. Asi la inversa es continua.

A Demostracion del teorema 6 — 36

Aplicar el resultado anterior a h = —f, que es continua y estrictamente creciente. Como f~!(y) = h™!(—y), la inversa de
f existe, es continua y estrictamente decreciente.

A Demostracion del teorema 6 — 37

Idea intuitiva. La continuidad mantiene a f acotada en una pequefia vecindad de cada punto. La compacidad de [a, b]
permite cubrirlo con un ntimero finito de esas vecindades; la mayor de sus cotas acota a |f| en todo el intervalo. El paso

clave es el teorema de compacidad para intervalos cerrados y acotados.

A Demostracion del teorema 6 — 38

Idea intuitiva. Por acotacién existe M = sup f. Elegir puntos X, con f(x,) — M. La compacidad del intervalo permite
extraer una subsucesion que converge a ¢ € [a, b]; la continuidad da f(c) = M. Repetir con el infimo. El paso de extraccion

requiere el teorema de Bolzano—Weierstrass.

n Demostraciones del capitulo 2

A Demostracion del teorema 4 -1
Para h #£ 0, f(xo + h) — f(xg) = h[f(xo + h) — f(x0)]/h. El cociente tiende a f'(xp) y h — 0, por lo que la diferencia

tiende a cero.

A Demostracion del teorema 5 -2

El cociente incremental de una constante C es (C — C)/h = 0. Su limite es cero.

A Demostracion del teorema 5-3
El cociente incremental es ((x +h) —x)/h =1 para h # 0.

A Demostracion del teorema 5 -4

Para enteros positivos, el binomio de Newton en (x+h)™ da el limite nx™~!. Paran = p/qyx # 0, poner u = (x+h)"/4,
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v = x1/9. Las factorizaciones de uP — vP y u4 — v9 (usando reciprocos si p < 0) dan el limite (p/q)vP~9 = nx™1. En
cero se vuelve a la definicion, pues esos cocientes pueden no tener limite finito.

A Demostracion del teorema 5-5

El cociente incremental de cf es ¢ veces el de f. Sacar la constante del limite da (cf)’ = cf’.

Volver A

A Demostracion del teorema 5 -6

El cociente incremental de f + g es la suma de los cocientes incrementales de f y g. Tomar limites da f' + g’.

Volver A

A Demostracion del teorema 5 -7

Sumar y restar f(x + h)g(x) en el numerador da f(x + h)[g(x + h) — g(x)]/h + g(x)[f(x + h) — f(x)]/h. La continuidad
de f y la existencia de ambas derivadas dan fg’ + gf’.

A Demostracion del teorema 5 -8
Poner a comtin denominador el cociente incremental de /g da [g(x)(f(x+h)—Tf(x))/h—f(x)(g(x+h)—g(x))/hl/[g(x+

h)g(x)]. El limite es (gf’ — fg’)/g>.

A Demostracion del teorema 6 -9

Seau = g(x) y k = g(x + h) — g(x). Por derivabilidad, f(u + k) — f(u) = [f'(u) + r(k)]k, con r(k) — 0y r(0) = 0.
Dividiendo entre h, k/h — g’(x) y k — 0; asi el limite es f'(g(x))g’(x), incluso cuando k = 0 para algunos incrementos.

A Demostracion del teorema 2

Aplicar la regla de la cadena a la funcién exterior uP, cuya derivada en el punto considerado es puP .

A Demostracion del teorema 9 - 10

Idea de demostracioén. El limite fundamental lim_,qIn(1+t)/t = 1da (Inx)’ = 1/x al sustituir t = h/x en el cociente
incremental. Como log  x =1Inx/In a, su derivada es 1/(xIn a) = (log , e)/x. La justificacion del limite fundamental

depende de la construccion elegida para el logaritmo.

A Demostracion del teorema 9 - 11

Donde u = g(x) # 0, su signo es constante localmente. La derivada de In [u| es 1/ /u tanto para u > 0 como para u < 0.
Dividir entre In a da la férmula.
( Volver a )
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A Demostracion del teorema 10 - 12

Idea de demostraciéon. En el cociente incremental, factorizar a* da a*limp_,g(a™ — 1)/h = a*Ina. El limite
fundamental se obtiene de la construccién de exponencial y logaritmo; la formula también es valida para a = 1.

Volver A

A Demostracion del teorema 10 - 13

Aplicar la regla de la cadena a la funcién exterior u — a“: su derivada es a* In a.

A Demostracion del teorema 11 - 14

Las identidades de suma dan los cocientes incrementales del seno y del coseno. Usando senh/h — 1y (cosh —
1)/h = —2sen?(h/2)/h — 0, se obtiene (senx)’ = cosx y (cosx)’ = —senx. Aplicar la regla del cociente a
tanx = senx/cosx y cotx = cosx/ senx da sec? x y — csc? x; derivar los reciprocos de coseno y seno da sec x tanx y

— ¢sc x cot x, donde los denominadores no se anulan.

A Demostracion del teorema 12 - 15

Seayp = f(xg) y x = g(y). La continuidad de la inversa garantiza x — x¢ cuando y — yo. Entonces [g(y) — g(yo)l/(y —

Yo) = (x —x0)/(f(x) — f(x0)) = 1/f"(x0), pues f'(xo) # 0.

A Demostracion del teorema 14 - 16

Escribir F = g o f~!. La regla de la cadena y la derivada de la inversa dan F/(x) = g’ (t)/f’(t), con x = f(t).

A Demostracion del teorema 16 — 17

Si f es constante, cualquier punto interior sirve. Si no, por el teorema de los extremos absolutos y f(a) = f(b), al menos
un maximo o minimo se alcanza en un punto interior c. Alli los cocientes incrementales de derecha e izquierda tienen

signos opuestos; como sus limites son iguales, f'(c) = 0.

A Demostracion del teorema 17 — 18
Seam = (f(b) —f(a))/(b—a) y H(x) = f(x) — f(a) — m(x — a). Se cumplen las hipétesis de Rolle y H(a) = H(b) = 0.

Asi H'(c) = f'(c) — m = 0 para algtn ¢ €]a, b[.

A Demostracion del teorema 18 - 19

Aplicar Rolle a H(x) = [g(b) — g(a)lf(x) — [f(b) — f(a)lg(x), cuyos valores en a y b coinciden. De H’(c) = 0 se obtiene
la identidad; dividir por los denominadores no nulos da el resultado.

A Demostracion del teorema 19 - 20

Cauchy aplicado en [a, x] da f(x)/g(x) = f'(cx)/g’(cx) para algiin a < ¢x < x. Cuando x — at, ¢y — a™, y el limite
es L, incluso si es infinito. Ademas g(x) # 0 para x > q, por Rolle y g’ # 0. El caso izquierdo es analogo.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/libros/calculo-diferencial-e-integral-2017/

3. | Demostraciones del capitulo 3 | E. Hernandez | CDI 2026 | Tec | 366

A Demostracion del teorema 19 -21

Poner t = 1/x, F(t) = f(1/t) y G(t) = g(1/t), y prolongarlas con valor cero en t = 0. La regla de la cadena da
F/(t)/G’(t) = f'(1/t)/g’(1/t). Aplicar el caso 0/0 ent — 0"; parax — —cousart — 0.

A Demostracion del teorema 19 - 22

Idea intuitiva. Cauchy compara el cociente de incrementos de f y g con f’/g’ en un punto intermedio. Cerca de a, la
hipétesis hace que esos cocientes estén préoximos a L. Al divergir |g|, los valores fijados en el otro extremo se vuelven
despreciables frente a g(x), por lo que el cociente de incrementos y f(x)/g(x) tienen el mismo limite. Una prueba completa
requiere controlar estas cotas por separado en cada lado.

A Demostracion del teorema 19 - 23

Idea intuitiva. Fijar un extremo X suficientemente grande y aplicar Cauchy entre X y x. El cociente de incrementos
queda controlado por f’/g’, proximo a L. Como |g(x)| — o0, las constantes f(X) y g(X) dejan de influir. Para limites
infinitos se usan cotas arbitrariamente grandes; para —oo se cambia x por —x.

n Demostraciones del capitulo 3

A Demostracion del teorema 1-1

Para a < x1 < X2 < b, el teorema del valor medio da f(x;) — f(x1) = f’(c)(x2 — x1). El segundo factor es positivo; el
signo de f’ determina el signo de la diferencia.

A Demostracion del teorema 2 -2

En un méximo interior, f(c + h) — f(c) < 0 para h pequefio. El cociente es no positivo si h > 0 y no negativo si h < 0. Si

existe el limite bilateral, debe ser cero.

A Demostracion del teorema 2 -3

En un minimo interior, f(c +h) — f(c) > 0. Los cocientes de derecha son no negativos y los de izquierda no positivos. Su

limite comun sé6lo puede ser cero.

A Demostracion del teorema 3 -4

Por el valor medio aplicado entre x y c, el signo de f’ a cada lado determina si f(x) es menor o mayor que f(c). Crecer y
luego decrecer da maximo; decrecer y luego crecer da minimo. Con el mismo signo hay valores mayores en un lado y
menores en el otro.
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A Demostracion del teorema 4 -5

Aplicar el teorema del valor medio a f’ entre dos puntos del intervalo: f” > 0 implica que f’ es estrictamente creciente,
que es la definicién de concavidad hacia arriba utilizada aqui.
Volver A

A Demostracion del teorema 4 -6

Aplicar el teorema del valor medio a f': f” < 0 implica que f’ es estrictamente decreciente, es decir, concavidad hacia

abajo.

A Demostracion del teorema 4 -7

Al cambiar la concavidad, f’ cambia de creciente a decreciente o viceversa. Como "' (x) existe, ' es continua en x y alli
alcanza un extremo local. Aplicar el criterio necesario de extremo interior a f' da f”(xg) = 0.

A Demostracion del teorema 4 -8

Por los criterios de concavidad, los signos opuestos de f” producen concavidades opuestas a ambos lados. La continuidad

de f en x¢ y ese cambio verifican la definicion de inflexién. Con el mismo signo no cambia la concavidad.

A Demostracion del teorema 5-9
Como f’(xg) =0, f'(x)/(x — xo) — f"(xg). Si el limite es positivo, cerca de xg se tiene T’ < 0 a la izquierday f’ > 0 ala
derecha: hay minimo. Si es negativo, los signos se invierten y hay maximo.

n Demostraciones del capitulo 4

A Demostracion del teorema 1-1

Si las magnitudes dependen del tiempo y satisfacen una relacion diferenciable, derivar esa identidad respecto de t aplica
las reglas del producto y de la cadena. Por ejemplo, V = mtr?h implica V/ = 7t(2rr’h 4+ v2h/). Las tasas deben evaluarse
todas en el mismo instante, con signo positivo al aumentar y negativo al disminuir.

n Demostraciones del capitulo 5

A Demostracion del teorema 1-1
Sea G = F; — F,. En el interior, G’ = f —f = 0. Por el valor medio, para cualesquiera x < y del intervalo, G(y) — G(x) =
G’(c)(y —x) = 0. Asi G es constante, también en los extremos por continuidad.

A Demostracion del teorema 5.1
Enx >0, (In[x])’ = (Inx)’ = 1/x. Enx < 0, (In(—x))’ = (—1)/(—x) = 1/x. Por tanto In x| + C es una primitiva de

1/x en cada intervalo que no contenga cero.
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A Demostracion del teorema 3 -2

Escribir u = g~!(x). Por la regla de la cadena y la derivada de la inversa, C%H(g_1 (x)) =H (w)/g’(u) = f(g(u)) = f(x).
Por tanto la expresion es una primitiva de f.
Volver A

A Demostracion del teorema 4-3

Por la regla del producto, (uv)’ = u'v+uv’. SiH’ = vu’, entonces (uv — H)’ = uv’. Esto prueba la férmula en cualquier
intervalo donde existan esas primitivas, con la constante incluida en la familia de soluciones.
Volver A

A Demostracion del teorema 6 — 4

Dividir M entre N: en cada paso se resta un multiplo de N que elimina el término de mayor grado. El grado del resto
disminuye hasta obtener M = LN + R, con R = 0 o deg R < deg N. Dividir por N(x) # 0 da la identidad.

A Demostracion del teorema 6 -5

Idea intuitiva. Todo polinomio real se factoriza en factores lineales y cuadraticos irreducibles. Cada potencia de un factor
aporta fracciones cuyo numerador tiene grado menor que ese factor. Al multiplicar por N, la igualdad se transforma en
una identidad de polinomios; igualar coeficientes determina las constantes. La existencia y unicidad completas se justifican
mediante divisién polinémica y la identidad de Bézout para factores coprimos.

Volver A

A Demostracion del teorema 6 -6

El polinomio P — Q tiene grado a lo sumo 1 y se anula en n + 1 puntos distintos. Un polinomio no nulo de grado a lo
sumo N no puede tener tantas raices: cada raiz permite extraer un factor lineal. Luego P — Q es el polinomio cero.

Volver A

n Demostraciones del capitulo 6

A Demostracion del teorema 1-1

Suponer f continua en [a, b] y F/ = f en el interior, con F continua en los extremos. Para una particion, el valor medio
da F(xi) — F(xi—1) = f(ci)Ax;. Sumando, F(b) — F(a) = }_; f(ci)Ax;. Como f es continua, estas sumas convergen a
f ; f(x) dx cuando la norma tiende a cero. Esta es la formula de Newton-Leibniz.

Volver A

A Demostracion del teorema 1-2

Idea intuitiva de la integrabilidad. Para f continua en [a, b], la continuidad uniforme hace pequefia su oscilacién en
cada subintervalo; la diferencia entre las sumas superior e inferior queda acotada por esa oscilacién multiplicada por b — a.
Si f es mondtona, esa diferencia es a lo sumo ||P|| [f(b) — f(a)|, que tiende a cero. El criterio de sumas superior e inferior

garantiza la integral.

A Demostracion del teorema 1-3
En cada particion, ) ; kf(ti)Ax; =k Y_; f(ti)Ax;. Tomar limites da la identidad y la integrabilidad de kf.
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A Demostracion del teorema 1-4

La suma de Riemann de f + g es la suma de las de f y g usando la misma particion y los mismos puntos. Ambas tienen
limite, de modo que la suma también y su limite es la suma de integrales.

A Demostracion del teorema 1-5

Como Ax; > 0, f(ti)Ax; < g(ti)Ax; para cada término. Sumar y pasar al limite conserva la desigualdad.

A Demostracion del teorema 1-6

Integrar las desigualdades m < f(x) < M y usar ff mdx=m(b—a)y ff Mdx = M(b —a). Si a = b, todos los
términos son cero.

Volver A

A Demostracion del teorema 1-7

Para a < b, las cotas dan m < ﬁ f :: f < M, donde m y M son el minimo y el maximo de f. Por continuidad y el valor
intermedio, f toma ese valor en algin « € [a,b]. Si a = b, cualquier & = a sirve.

A Demostracion del teorema 1-38

Tomar particiones que incluyan c. La suma de Riemann en [a, b] se separa exactamente en una suma en [a, c] y otra en
[c, b]. Cuando la norma tiende a cero, sus limites dan la igualdad.

A Demostracion del teorema 1-9

Con los tres puntos ordenados, aplicar la aditividad anterior. Para otros 6rdenes, cambiar el sentido de los limites cambia
. . ey v 1w . . . . . . . uw
el signo por la definicién [ = — [*; despejar da siempre la misma igualdad. Si dos puntos coinciden, usar [ = 0.

A Demostracion del teorema 3 - 10

. . . . . b s
Los rectangulos tienen éreas f(t;)Ax;. Como f es continua, sus sumas de Riemann convergen a [, f. La definicion del
area utiliza exactamente el mismo limite, por lo que ambos valores coinciden.

Volver A

A Demostracion del teorema 5 - 12

Idea intuitiva. Las secciones perpendiculares al eje son discos de area 7tf(x)2. Aproximar el solido por cilindros delgados
da voltimenes 7tf(t;)2Ax;; su suma converge a la integral. Una justificacion completa de la interpretacién geométrica usa
el principio de secciones o cotas por cilindros interiores y exteriores.
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A Demostracion del teorema 5-13

Idea intuitiva. Cada seccién es una arandela con radios exterior f(x) e interior g(x), de area 7t(f(x)? — g(x)?). Sumar
esa area por el espesor y pasar al limite da la integral, como en el método de discos. Si la region cruza el eje, se deben
determinar los radios geométricos en cada seccidén antes de integrar.

Volver A

A Demostracion del teorema 6 — 14
En cada subintervalo, el valor medio da Ay; = f’(ci)Ax;. La longitud de la cuerda es entonces /1 + f’(c;)2Ax;. Como
f’ es continua, la suma de estas longitudes converge a || f /14 f/(x)? dx, que es la longitud del arco.

A Demostracion del teorema 7 - 15

Idea intuitiva. Se considera la componente de la fuerza en la direccién del eje, con su signo, y se supone continua. En un
desplazamiento pequefio Axi, el trabajo se aproxima por F(t;)Ax;. La suma acumulada converge a la integral cuando la
norma tiende a cero. Para un resorte cuasiestatico, F(x) = kx es la fuerza externa; el trabajo neto puede ser negativo en un

tramo donde el resorte devuelve energia.
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Soluciones de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

2.1@9
1 2

2 -1

2.2@ N El problema es en x = 0. Las semirrectasy =x — 1 (x < 0) yy = x + 1 (x > 0) tienen extremos abiertos (0, —1) y

(0,1). Entonces lim h(x) =—1y lim h(x) = 1; el limite bilateral no existe.
x—0— x—0+
23@®N
11

2 no existe
3 no existe
4 0

5 3
31N

1 —17, por sustitucion.

2 1+ %, por sustitucion.
329

1 %(Zﬁ — 1), por sustitucion.

2 9r+ % por sustitucion.
3.3@9

1 8, por sustitucion.

2 5v2, por sustitucion.

349
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1 5v/5+2, por sustitucion.

31 . sz
2 =, por sustitucion.

3.5@ 9

1 32, por sustitucion.

2 125, por sustitucion.

3.6@9

1 %, por sustitucion.

37 . sz
2 5182 POT sustitucion.

3.7 9

1 4 12—7, por sustitucidn.

2 /128, por sustitucion.

3.8<@ 9 0: ambas cotas tienden a 0; aplicar el teorema del encaje.

3.9@ 4 —9, pues 2= = X349 para 5 £ 3,

3x—x2 T x

3.10 9 0, por sustitucion: el numerador vale 4 —4 = 0 y el denominador vale 1.
3.11® 4 No existe: los limites izquierdo y derecho son 1y —1, respectivamente, pues 2x> + 3x +1 = (x + 1)(2x + 1).

3.12@® 9 %: el cociente de las derivadas del numerador y del denominador en x =2 es (—1/4)/(—1/3).

3.13®@ 9 % y 2, respectivamente: usar tan(30) ~ 30, sec(20) — 1,senx ~xy 1 — cosx ~ x2/2.

4.1@®9
1 oo

2 —00

4.2<@ 4 Dado ¢ > 0, tomar M = —2 — 2/¢. Si x < M, entonces |%+2 —1| = |x2T2| < €.

139

149

1 No existe: por la izquierda vale —oo y por la derecha +o00.

2 No existe: por la izquierda vale —oo y por la derecha +oco.



374

459

1 No existe: por la izquierda vale +00 y por la derecha —oo.

2 No existe: por la izquierda vale +00 y por la derecha —oco

3 0, pues la expresion del limite es %x(x —1) parax # 1.

4.6 >N

1 —oo: la suma es 22=3x

2(x—1)"

2 —o0, pues el denominador es —2(x — 1)2.
4.7 N
1 —oo: ambos sumandos tienden a —oo.

2 +oo: ambos factores tienden a —oo.

2x(x—1)
(x+1)2

& 9 +00, pues tiene numerador que tiende a 4.

19N 3 3 dividir numerador y denominador entre x>.

4.10@ 9 0: el numerador tiene orden x y el denominador orden x2; se usa la raiz cabica real.

4.11® 9 2: dividir entre \/—x da (1 + 3)/2.

4.12 ® 9 Ninguno existe. En x = 2, los limites izquierdo y derecho son +oco0 y —oo0; en x =1, son —oco y +o0.
4.13<@ 9 No existe: por la izquierda vale +00 y por la derecha 0, pues cot x tiende a —oo y +00, respectivamente.

1@ 9 fnoesta definidaen 0y lin}) f(x) = 4+00. h no esta definida en —1 nien 3; h(x) = "+3 fuera de esos puntos. En —1
x—

hay una asintota vertical; en 3 la discontinuidad es removible, con limite 3/2.

5239

1 Continua en R \ {—5}; discontinua en —5, donde tiene limites laterales infinitos.
2 Parat # 3, g(t) =t — 1. Es continua salvo en 3, pues lim_,3 g(t) =2 # 4 = g(3).

3 Su dominio real es [—2,+oo[. Parat # 0, h(r) = m; es continua salvo en 0, donde el limite 1/(2v/2) difiere de

h(0) = 2. En —2 la continuidad es relativa al dominio.

6.1@®N
1 La primera funcién es continua y estrictamente decreciente: f~!(y) = —2 — J/y, y € [-8,1]. Su grafica une (—3,1) y
(0, —8) pasando por (—2,0).
2 Lasegunda es continua y estrictamente creciente: f(x) =2 —1/x, f~1(y) = 1/(2 —y),y € [0,2[; parte de (1/2,0) y
tiene asintota y = 2. Las graficas inversas son sus reflejos respecto de y = x.

fx) =2—1/x, x >1/2 f(x) = (x +2)°

.

Fig. 8.1
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Soluciones del Capitulo 2

1.1®9 y+3=4(x—1) (tangente) yy + 3 = —%(x — 1) (normal), pues /(1) = 4.

1.2@ 9
1 2t—4=3—-2tdat=7/4s;lavelocidad comtin es —1/2 m/s.

2 sy=spdat=0yt="7/2s. Las velocidades (vi,v;) son (—4,3) y (3, —4) m/s, respectivamente.

21®N

1 f'(t) = 5 \/}cﬂ Racionalizar el cociente incremental da m y hacer h — 0.

2 El cociente incremental es 3x? + 3xh + h? + 4x + 2h; al hacer h — 0, f/(x) = 3x* + 4x.

3 El cociente incremental es m; por tanto g’(y) = ﬁ, y # —2.

11®9

1 Ambas son continuas en el punto indicado: en (1) los limites y f(0) valen —1; en (2) valen 0.

2 En(1),f,(0)=1yf_(0)=0;en(2), f,(3) =1y (3) =—1

3 Ninguna es derivable en el punto indicado, pues sus derivadas laterales difieren.

4 En (1), semirrecta horizontal y = —1 para x < 0y semirrecta y = x — 1 para x > 0, unidas en (0, —1). En (2), una V con

vértice (3,0) y pendientes —1 y 1.

6.1@®N

1 f/(x) =18x2 + %, x > —1, por las reglas del producto y de la cadena.

2 2 —4/5 . , .
2 f'(x) = 5;‘0;21 (5"2:1) , X # 0, usando la potencia real de raiz quinta.

71@® 9
1 1/99 ~ 1/100 + 1/10000 = 0.0101.

2 d(uv) =vdu+udv, por laregla del producto.
3 dV = 20x dx = 20(20)(0.02) = 8 cm? aproximadamente; el aumento exacto es 8.004 cm®.
4 Laarista disminuye 0.6 cm. dV = 3(7)?(—0.6) = —88.2 cm?; se extraen aproximadamente 88.2 cm® (exactamente 80.856

cm®).

8.1® 9 ?izfl" = %, u # —1/2; se obtiene por induccién.

9.1@® 4 In50.4 ~ In50 + 0.4/50 = 3.920.

10.1® 9

1 f'(x) =7 *%2x —4x’Inm).
2 g'(x) =6xe*.

3 h/(t) = 3t2(e“+t)_t3(282t+1), donde €' 4t #£ 0.

(ezt+t)2
4 h'(x)=—5%~5— 21+55ez; , para x < In(2/5).

B 3 _ (x*+e—*")In2
5 f/(x) = (2x—3x%e ) In(1 +27%) — 5=
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102@9 y=4%—x+1ln6y’ =—6e 2 =—1daxg = 1In6,yo=1/2.
10.3@ 9 y=1+x/2,puesy’(0) =1/2.
10.4@® 4 La velocidad de reaccién es £ = Akekt,

11.1® 9
1 f/(x) = (15x® — 4x) cos(5x% — 2x% + 4).
2 g'(x) = gy cos (%)

3 h/(x) = 6sen(3x) cos(3x).

11.2@® 9
5
1 Parax #0, f'(x) = —2"5&??7\/%2)\/’?2). En 0 no existe derivada: [f(h) — f(0)]/h ~ —[h|*/>/(2h).

2 f/(X) __ sen 3+1/x 7,5 0.

3 f'(x) = 72\5;%, en los intervalos indicados.

4 f'(x) =—4-3%In3 sen(3*).

11.3@® 4

1 f'(x) = e *sec? x, donde cos x # 0.

2 f'(x) = ;Siﬁ donde cos(2x) # 0y tan(2x) # 0. En los ceros de tan(2x) no hay derivada finita.

3 f/(x) = 6tan?(2x) sec?(2x).

1149
1 f'(x) =—=5*Inb5 csc?(5%).

2 f'(x) = —32%;%, donde senx # 0y cotx # 0; en los ceros de cot x no hay derivada finita.

3 f/(x) = —(10x 4 5/x) csc?(5x% 4 51Inx), x > 0, donde la cotangente esta definida.

11.5@ 9
1 f'(x) = % sec(2 —4/x)tan(2 — 4/x).

2 f'(x) = Wsec( /x2 + 1) tan(v/x2 + 1).

3 f'(x) = 3cos(4x) — 12x sen(4x), en el dominio original cos(4x) # 0.

11.6 @ 9
1 f/(x) = —2xe <) cse(x2) cot(x2).
/ __ __¢cscxcotx
2 P =—Vaax
3 f/(x) = —’(‘i’fl?z] csc? (XL)
13.1® 9
1 h'/(x) = 2 ,—1/3 < x < 1. El dominio de h es [-1/3, 1].

(x+1)24/1—4x2/ (x+1)2

2 No tiene dominio real: 2x? + 3 > 3 > 1. Por tanto no existe derivada real.
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13.2@& 9

1 g’(x):—m,—1<x<0.

2 g'(x)=— (arcci:f;;jjlti);/zﬁsx)z, donde |x| < 1y [2x| < arccos x.
13.3 9

1 h'/(x)= m, x # —1/2.

2 h'(x) = arctanz(erl) - [1+(x+1)2][2a);ctan(x+1)]2’ x 7 —1.

3 h'(x) :—X%H,X#O.

13.4@ 9
1 h'(x)= arcfotx + (sz)accotx]z, con la rama arccotx € (0, 7).
2 h'(x)= —m, con la rama arccotx € (0, 7).
13.5@ 9
1 hI(X) = ﬁ,x>1.
2 h'/(x)= |3X + 2| > 1, con la rama de arcsec adoptada en el libro.
3X+2 JRVAL 3 +2)2
13.6 @ 9

1 h'(x)= —wﬁ, [x| > 1, con la rama de arccsc adoptada en el libro.

2 h/(x) = —=——,0 < x| < 2, con la rama de arccsc adoptada en el libro.

xr\/4/x2—1’

15.1<@® 4 Las pendientes en (0,0) son 1/5 y —5: al derivar implicitamente y evaluar se obtiene —1 + 5y’ =0y 5+y’ =0.
Su producto es —1.

15.2@® 9

!

1y’ = **. Despejando, y =

Zx ,x # 0; su derivada 1/2 + 5/(2x2) coincide con la expresién implicita.
2 Paraxy #0,y’ = —{/y/x. Las ramas son y = +(a?/3 —x?/3)3/2, usando potencias reales y donde el radicando es no
negativo; derivarlas reproduce la férmula. En los puntos con x = 0 la tangente es vertical y con y = 0 es horizontal, si

a#0.

_ _ = 41x /\/A1x2—
3 y/_4x 3y Las ramas y = 3x:i:\/41x 80 =3+ x/ x2—80

tienen derivadas , que satisfacen la formula donde son finitas.

T 3x+8y "
13@®Yy—1=-3(x-3):1-y —zlfx% day’(3) =3/5.

15.4@ 9
1y’ = —&, donde y # 0: derivar y’ = x/(2y) y usar x> — 2y? = 4.

2 y” =—2C _ paraxy # 0; derivary’ = —/y/x y usar la ecuacién original.

3x VXYY
3 y'= —aﬁ’—;, para a # 0,y # 0: derivar y’ = b%x/(a?y) y sustituir la ecuacién original.
19.1 9

1 O:cons=m—y — 0", sens/\/s ~/s; L'Hopital da el mismo resultado.
2 0 (por la derecha, por el dominio real); L’Hépital da 2,/wcosu — 0.
3 —1/8: L’Hopital dos veces da %CZX — —1/8.

4 In(a/b), para a,b > 0; L'Hopital da a*Ina — b*Inb en 0.
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Soluciones del Capitulo 3

3.1®N

1 f(x) = (x—2)3, f'(x) = 3(x —2)? > 0: es estrictamente creciente en R. x = 2 es critico, pero no hay extremos locales ni
absolutos.

2 g'(x) =3/(x+ 1) > 0: creciente en cada intervalo [-2, —1[y ] — 1,2]. No hay extremos interiores ni absolutos (no esta
acotada). Relativamente al dominio, g(—2) = 4 es minimo local de extremo y ¢g(2) = 0 es maximo local de extremo.

3 h/(x) = \5/;37’;22 Crece en ] — /5/2,1/5/2[ y decrece en ] — v/5,—+/5/2[ y 14/5/2,+/5]. Minimo absoluto —5/2 en
—4+/5/2; maximo absoluto 5/2 en 1/5/2.

Soluciones del Capitulo 4

2.1@®4
1 1=3h/10,V =3mh?/100. Con V' = —3yh =5h' = —4/(3n) cm/sy v’ = (3/10)h’/ = —2/(57) cm/s.

2 A'=Uw+n =(=2)5+12(2) =14 cm?/s; P/ =2(1' +w’') = 0; d’ = LW — _14/13 ~ —1.08 cm/s para cada

124+w?

diagonal.

3 A= %(4)(5) cos(7/3)(0.06) = 0.30 m?/s. La altura aumenta 0.12 m/s si la base es 5 m y 0.15 m/s si es 4 m, pues
h/ =1lcos06’.

4 Sea x la distancia a la luz: x = 45 — 25 = 20, x’ = 2. Por semejanza, H = 90/x; H = —90x’/x?> = —0.45 m/s.
5 x=230,h=102alos0.5s. De d> =x>+h? d’ = (30 - 60 + 102 - 4)/1/302 + 1022 ~ 20.77 m/s.

6 r="h/3,V=mh®/27. -50m = (mh?/9)h’/ dah’ = —18 m/min en h = 5.

7 tan® = h/30; 0’ = 30h’/(900 + h?) = 150/(900 + 17.32%) ~ 0.125 rad/s.

§ A= (a’b+ab’)/2=I[(—05)12 + 16(2)]/2 = 13 cm?/min.

9 xy=>50day =10,y = —yx'/x =—4cm/s. P’ =2(x' +y’) = —4 cm/s.

10 h = 10/v/2 a media capacidad y V = 37h®/100. V’ = 97/2%/3 ~ 17.81 m*/min. Desde vacio, el tiempo total es
307t/ V' = % 22/3 ~ 529 min; desde media capacidad resta la mitad.

11 Partiendo sin arena, V(10) = 4 m>. Como V = 7h3/3, h = J/12/mty h/ = 0.4/(mth?) ~ 0.0521 m/s.

12 Se omite.

22@9

1 Se omite.
2 Se omite.
3 Se omite.

4 Se omite.

23@®@9

1 V' =mr?h’/, pues V = ir’h y T es constante.
2 V' =2mhrr’, pues h es constante.
3 V' =n(r?h’ 4 2hrr'), por la regla del producto.

4 V' =mn10%(1) + 2(6)(10)(—1)] = —207 cm?/s; disminuye.



24@4 A’ =27’ =2n(50)(0.01) = 7 cm?/min; aumenta.

25889
1 r=h/4,V=mh3/48. Enh =8, 3n = (mh?/16)h/; h’ = 3/4 m/h.

2 A=mnh?/16;A’ = (th/8)h/ = 3m/4 m2/hen h = 8.

26@N V=4m3/3,D =2r. D’ =V'/(2mr?) = 84.951/[27(3.05)?] ~ 1.45 dm/min.

2.7@® 4 V' =3a%a’ = 3(10)%(3) =900 cm?/s.

2.8@ 4 T =2h,V = 41th3/3. 16 = 47(4)?h'; ' = 1/(4n) ~ 0.0796 dm/s.

29@N x2+4.8 =12dax =3.6.x' =LL'/x = 6(—15)/3.6 = —25 m/min: se aproxima a 25 m/min.
2.10 @ 9 Se omite.

2.11@ 9 Se omite.

2.12@ 4
1 y=v16—372 =231y’ = —xx'/y = —5.55//2.31 ~ —3.65 m/s.

2 A’=1(x'y+xy’) =—8535/v231 ~ —5.616 m?/s; decrece.

3 Se omite.

2.13@ 9

1 Por semejanza, s = x/4; s’ = 0.6/4 = 0.15 m/s en ambos lugares.
2 z=x+s=>5x/4;z" =0.75 m/s.

3 Con & = —arctan(1.8/s), ' = 1.8s'/(s? + 1.8%) = 1/24 = 0.0417 rad/s cuando s = 1.8; debe alzar la cabeza.

214@ 9 Alos2s,x =18,y =24, d = 30. d’ = (xx’ +yy’)/d = [18(—9) + 24(12)1/30 = 4.2 m/s.
2.15@ 9 x = 3000 cot 0; x" = —3000 csc?(7t/3)/60 = —200/3 m/s. La rapidez del avion es 200/3 ~ 66.67 m/s.

2.16 > 9

_ox + "?fﬁ;gf)g' =0.En(1,2) yconx’ = 6,4y’ = —60/7 ~ —8.57 unidades/s.

1 Derivando, 139

2 Desciende, puesy’ = —60/7 < 0.
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