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El objetivo de este libro es la visualizacién interactiva en 2D y en 3D. La mayoria de los gréficos, vienen con una
liga a una aplicacién, llamada usualmente “demostracién” (aplicacion interactiva), que se corre con Wolfram
CDFPlayer (libre). Las “aplicaciones interactivas” son un archivo .cdf que se ejecuta con WOLFRAM CDFPLA-
YER y requieren haber instalado en la computadora esta aplicacion WOLFRAM CDFPLAYER. La aplicacién es
gratuita. Esta es una nueva edicién donde se ha optimizado las aplicaciones cdf y se han agregado dos capitulos:
Vectores, Rectas y Planos (y también coordenadas polares), Parametrizacion y Funciones Vectoriales. Muchos de
los ejemplos y ejercicios de este libro han aparecido en exdimenes, en el curso de Célculo Superior del Instituto
Tecnolégico de Costa Rica.

El lector puede visualizar la teoria y muchos de los ejemplos, e interactuar con las figuras en la aplicacion
interactiva, usando el ratén. La idea es visualizar no solo el espacio tridimensional, también poder entrenar
en visualizar cortes de superficies, intersecciones y proyecciones de una superficie o un sélido, en algunos de
los planos XY, XZ o YZ. Este conocimiento se aplica después en el calculo de integrales dobles, triples, de
linea y de superficie. Varias aplicaciones interactivas se usan para visualizar la dindmica de una definicién
o un teorema y su alcance y significado. Como es conocido, la visualizacién interactiva funciona bien como
complemento y requiere “narrativa” por parte del profesor, para obtener buenos resultados en la ensefianza.
También es deseable ejercicios de verbalizacién, en algunas actividades, por parte del estudiante

Este libro tiene dos opciones: Con la “opcién 17, el libro viene con un folder CSCDF con las aplicaciones interactivas cdf. Con la “opcién

2” el libro solo es un pdf con ligas a Internet (la liga descarga la aplicacién interactiva desde Internet, y el CDFPlayer la ejecuta).
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1.1

R N0 i

LA A

Vectores
S

Muchas de los teoremas del calculo en varias variables requieren la nocién de vector y los calculos basicos con
vectores. Este capitulo es un resumen de la obra "Vizualizacién interactiva. Vectores Rectas y Planos" [22].

Vectores

Puntos. A partir de la representacién de R, como una recta numérica, los elementos (a,b) € R? se asocian
con puntos de un plano definido por dos rectas perpendiculares que al mismo tiempo definen un sistema de
coordenadas rectangulares donde la interseccon representa al origen de coordenadas (0, 0) y cada par ordenado
(a, b) se asocia con un punto de coordenada a en la recta horizontal (eje X) y la coordenada b en la recta vertical
(eje Y). Analégamente, los puntos (a, b, c) € R3 se asocian con puntos en el espacio tridimensional definido con
tres rectas mutuamente perpendiculares. Estas rectas forman los ejes del sistema de coordenadas rectangulares

(ejes X, Yy Z).

Seleccione y arrastre el punto P (verde) Wolfram CDF PIayer

Puntos en 2D Puntos en 3D 72“

N
fro-ey

€= of\m .

Figura 1.1: Un punto P en dos y en tres dimensiones
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Vectores. En fisica, la velocidad y direccién de un flujo en un punto puede estar representada por una flecha.
La longitud de la flecha representa la velocidad del flujo en ese punto y la orientacién de la flecha indica la
direccién del movimiento en ese punto. A estas flechas se les llaman vectores. En general, los “vectores” son
simplemente los elementos de conjuntos mds generales llamados “espacios vectoriales”.

Los conjuntos R, R?,IR3,...,R™ se pueden ver como conjuntos de puntos tanto como conjuntos de vectores.
Recordemos que
o R?={(vi,v,) talque vi,v; € R}

Y R3 = {(\)1,\)2,\)3) tal que  Vvi,V2,V3 € R}
o R™={(vi,vy,...,vn) talque vi,vy,..,vn € R}

Notacion. Los puntos se denotan con las letras maytsculas, P, Q, R etc. mientras que los vectores se denotan
como U, V, W... o también como u, v, w. El vector nulo en R™ se denota con 0 = (0,0, ...,0). A veces conside-
ramos los vectores que van desde el origen O = (0,0, ...,0) hasta el punto P, en este caso escribimos OP. Los
vectores que van desde el punto P; hasta el punto P, los denotamos con P1P,. En el contexto de los vectores,
los ntimeros reales serdn llamados escalares y se denotardn con letras mintsculas cursivas tales como «, 3, k, etc.

Algunos célculos requieren combinar las notaciones de puntos y vectores porque lo que se requiere es usar
solamente las coordenadas.

Seleccioney arrastre el vector 7 o el punto P (verde) Wolfram CDF Player
4

Punto y vector en 2D Punto y vector en 3D __/

Figura 1.2: Un punto P y un vector v, en dos y en tres dimensiones

Traslacion. Muchas veces necesitamos hacer traslaciones de un vector v hasta el punto P. La traslaciéon de v
conserva de su magnitud y su direccién y su cola estd en el punto P mientras que la punta estd en el punto

P+v.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.2 Operaciones Bésicas (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 13

i Wolfram CDF Player

Traslpcion

v, \ P
O"

X : : y

Figura 1.3: Traslacién de un vector v a un punto P

1.2 Operaciones Bdsicas

Igualdad. Dos vectores son iguales si tienen, en el mismo orden, los mismos componentes.

Definicion 1.1 (Igualdad).
Siv=(vi,Vvy,...,vn) YW= (W], Wy,..,wy) € R™, entonces v=wsiysolosivi =wj, vz =Wy, ..., vp =
wn. En particular, siv, w € R3, entonces v = w si ysolosivy =wy, vo =Wy, V3 =ws. I

Seav=(1,3,3) y w=(3,1,3) , entonces v # w.

Suma y resta. En un vector cada componente se inter- A
preta como un desplazamiento en la direccién del eje ‘
respectivo, si v = (v1,v2) y w = (W1, w,) entonces
el vector suma tiene como primera componente la
suma de los desplazamientos en en el eje X, es decir,
v1 +wyp y como segunda componente la suma de los
desplazamientos en en el eje Y, es decir, vp +wy. Asi
V+ W= (v +wi, vo +ws). .

un U1

Es natural definir la suma y resta de vectores en R™ como una suma o resta, componente a componente.
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Definicion 1.2 (Suma).

Siv=(vi,V2,...,Vn) YW = (W, Wy, ..., Wn) € R", entonces v+ w = (v + Wy, V2 + Wy, ...,V + Wn ). En
particular, si v = (v, v2,v3), W= (w1, Wp, W3) € R3, entonces v+ w = (Vi + W1, Vo + W, v3 + W3) I

Seleccione y arrastre los vectores V’ y W (verdes) Wolfram CDF Player

4] U+ W

U2 \ i
\
[ \
\

- \Y

wy w \
v Vs
wy U1 "

Figura 1.4: Suma de vectores

Definicion 1.3 (Resta).

Siv=(vi,V2,...,Vn) YW = (W, Wy, ..., W) € R", entonces v—w = (vi —Wy,Vp — Wy, ..., Vn —Wp). En
particular, siv = (v, v, v3) € R3 y W= (w1, Wy, w3) € R3, entonces v —w = (v; — W1, V2 — W, V3 — W3) I

—

Seleccione y arrastre los vectores 1 y W Wolfram CDF Player

Resta de vectores en 2D Resta de vectores en 3D j

A

: i

N

={
[
s ¥l

Figura 1.5: Resta de vectores
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a.) Seav=(1,3,4) yw=(3,1,4), entonces b.) Seav = (1,3,4) yw = (3,1,4) , entonces

v+w=(1+3,3+1,4+4)=(4,4,8) v—-w=(-220) y w—v=(2,-20).

- > .
V- W (traslacion)

—
V

<l

s

x£&

Definicion 1.4 (Vector desplazamiento)

Dados dos puntos P = (p1,p2,p3), Q =(q1,92,93) € R3, el vector de desplazamientode P a Q es

PQ = 0Q —OP = (q1 — p1,92 — P2, 93 — P3) I

Formalmente es un vector anclado en el origen, pero también usamos la traslacién del vector, desde P hasta Q.
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Seleccioney arrastre los vectores los puntos verdes ~ Wolfram CDF Player

Vector de despl azam ento 4\

PG - 06 0P PG - 06 0P

N
.
.
.
.
.
.
-
.
.
v
.
s
2

Figura 1.6: Vector desplazamiento de P a Q

Ejemplo 1.3

Sea P=1(0,3,1), Q=(1,2,4) y R=(10,1,6). Entonces

OR = OP + PQ + QR.

Paralelogramos. Dados tres puntos no colineales P, Q, R € R3, podemos construir un paralelogramo con tres
de sus vértices en estos puntos y determinamos un cuarto punto usando suma, resta y traslacion de vectores.
En efecto, si consideramos los vectores PQ y PR entonces el cuarto vértice S cumple

PS =PQ + PR
es decir, el cuarto vértice S seria

S=Q-P+R—P+P=Q+R—P
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Seleccioney arrastre los puntos P, Q o R

Detalles del paralelogramo M Wolfram CDF Player

4
P=(0.0512), Q=(-1.2.1.), R:(1.,1.5,1J‘

Vs

Figura 1.7: Paralelogramo de vértices P, Q,RyS=Q+R—P

Ejemplo 1.4

Sea P=(1,2,—-1),Q =(1,4,3) y R = (1,—1,5). Nos interesa determinar un punto S de manera que
PQRS sea un paralelogramo. Si se considera el paralelogramo con lados PQ y PR unidos por el vértice
P, por la interpretacion de la suma, el vértice opuesto a P, que es el vértice que denominamos como S,
cumple con la igualdad:

PS = PQ + PR,

esdecir, S=Q—P+R—-P+P=(0,2,4)+(0,-3,6)+(1,2,—1) =(1,1,9)

Multiplicacion por un escalar. Un escalamiento de un vector, por un factor k € R, se logra multiplicando cada
componente por el mismo nimero real k

Definicién 1.5 (Multiplicacion por un escalar).

Consideremos el vector v = (v{,Vv,...,vn) € R™ y el escalar k € R, entonces kv = (kvy,kvy, ..., kv ). En
particular, si v = (v1,vp,v3) € R3 y el escalar k € R, entonces kv = (kvy, kva, kvs) I
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Seleccione y arrastre el vector V (verde) o el deslizador para A Wolfram CDF Player

\)
m\
Escal aniento (arrastre para escal ar el vector) /

X A
-3 -2 -1 1 - 2 3l

Escal ar un vector en 2D Escal ar un vector en 3D

=3 — 3
2 2
\
2}
v
U
4 -2 2
2t
-4l
‘\
Figura 1.8: Escalamiento de v
2v = (2,6,8)
Seav = (1,3,4) entonces
1, _ (13 4
2V = (E'E'E)

Vector unitario. Un vector v es unitario si longitud es 1

Ejemplo 1.6 (Vectores unitarios i, j, y k)

Hay tres vectores unitarios muy usados:
a) 1=(1,0,0)
b.) §=1(0,1,0)

c) k=1(0,01)

Cualquier vector de R3 se puede escribir como una combinacion lineal de estos tres vectores:

A

(a,b,c)=ai+bj+ck
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Ejemplo 1.7 (Combinacion lineal de dos o mas vectores)

Sea u=(4,—-1,1),v=(0,05,3) y w=(0,3,0.5).

a)u+05v+w = (4,-1,1)+1[05(0,05,3) + (0,3,0.5]
= (4,-1,1)+(0,3.25,2)
—  (4,2.25,3)

bJu+tv+ sw = (4,—-1,1)+[t(0,0.5,3) +s(0,3,0.5]
— (4,—1,1)+ (0, 3s+0.5t, 0.5s +3t)
= (4, —1+3s+0.5t, 1+0.5s+3t)

!

N
v

- —
u+05v+w

S~o
-
-
-~
-,

=
2 [ —2 05v +w
r” _____
4
/’/
/,”
”
*— |
ﬁ) ; T —w E Y
x &

1.3 Propiedades de los vectores

Las propiedades mds dtiles de los vectores, segtin lo que ha demostrado la experiencia, se enuncian en el
siguiente teorema,

Teorema 1.1 (Propiedades de los vectores).
Siv,w,uc R"y «x, 3 € R entonces,

1.) Conmutatividad: v+w=w+v 5) lv=v

2.) Asociatividad:u+ (v+w) = (u+v)+w 6.) aPv=oc(pv)

3.) 0 es el elemento neutro:v+0=v 7) a(v+wW)=av+ aw
4.) Inversos aditivos: v+ —v =0 8) (x+B)v=av+pv

Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2026 Revista digital Matemaética, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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1.4 Producto punto y norma.

El producto punto (o escalar) es una operacién entre vectores que devuelve un escalar. Esta operacién es
introducida para expresar algebraicamente la idea geométrica de magnitud y dngulo entre vectores.

Definicién 1.6 (Producto punto o interior).
Siv = (vi,Vv2,...,Vn), W= (W1, Wy, .., Wn) € R™ entonces el producto punto (o escalar) v - w se define de
la siguiente manera,
V-W=V{ - W] +Vy-Wr+..+Vvy W €R

En particular, si v = (vq,v2,v3), W = (w1, Wp, w3) € R3, entonces v-W =v; - W + V2 - Wy +Vv3-w3 € R I

Ejemplo 1.8

a.) Seanv = (—1,3,4) y w= (1,0, V/2) entonces
v-w = —1-143-0+4-V2 = 4/2—-1

b.) Seau = (a,b,c) entonces
u-u = a>+b2+¢?

De aqui se deduce queu-u > 0y que u-u =0 solamente si u =0.

|
Ejemplo 1.9
Sea A =(2,-1,1), B=(-1,1,0) y el vector a = (3, —2,3). Entonces,
Si b=AB=(-1,1,0)—(2,—1,1) = (—3,2,—1)
a-b=(3,-2,3)-(-32-1)=-9+-4+-3=-16
|

Propiedades del producto punto. En los célculos que usan el producto punto es frecuente invocar las propieda-
des que se enuncian en el teorema que sigue. También, el producto punto se generaliza como el producto interno
(en contraposicion con el producto exterior). Las propiedades que permanecen en esta generalizacién son,

Teorema 1.2 (Propiedades del producto punto).
Consideremos los vectores v,w,u € R™ y « € R, entonces

1.) v-v > 0si v#0 (el producto punto es definido positivo)
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2) V-W=W:-V
3)u-(v+w)=u-v+u-w
4) (av) -w=a(v-w)

Ejemplo 1.10

Es claro que si se cumple la igualdad u - v = u - w no es valido afirmar que v = w. Consideremos un
contraejemplo con vectores en R3; siendou = (4,—1,2),v=(1,2,—1) yw=(0,2,1).

u-v=_(4,-12)-(1,2,—1) =0
pero V#EW
u-w=(4-1,2)-(0,2,1)=0

Norma (Euclidiana). La norma define la longitud de un vector desde el punto de vista de la geometria euclideana
usual

Definicion 1.7 (Norma).

Siv = (vi,v2,...,vn) € R™ entonces la norma de este vector se denota [|v|| y se define de la siguiente
manera,

IVl = Vv-v=1/Vi+Vvi+.. +V2

En particular, siw = (wq,ws) € R2 y v=(v,v,v3) € R3,

wll = vw-w = /w2 +w3

Ml = Vv = /2 V2 42 I
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. —>
Seleccione y arrastre el vector V

V]|~ 27 Wolfram CDF Player
A t
I v
1
N
N
L 1 1 1 1 1 1 >

Figura 1.9: Norma de v

Observemos que
o v-v=|v|>

e Ladistanciade A a B esd(A,B) =|B—A||

o |Av]| = [Al[|lv]] con A € R.

2
a.) Sea w = (1,0,v/2) entonces |lw| = \/12 +02+ (ﬁ) =3

b.) Ladistanciade A = (x,y,z) a B=(1,-3,2) es |[B— Al =+/(x—1)2+ (y +3)2 + (z —2)2

Teorema 1.3 (Propiedades de la norma).
Consideremos los vectores v,w € R™ y o« € R, entonces,

a) [[v[>0y [v[=0 siys6losi v=0
b.) [lecv]| = |odl [IV|

c.) v+ wl| < [lvl| + [[w]] (desigualdad triangular)
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d.) [v-w| <||v]|[lw]| (desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Definicién 1.8 (Vector unitario).
Un vector v se dice unitario si su norma es 1. Es comtn escribir ¥ para indicar que este vector es unitario. I

e Si ||v|| # 0 entonces es unitario pues [[v]| =

v H
4l (VI (vl
e Elvector w = (cos 6,sin 0) es unitario para todo 6 € R, pues |[(cos6,sin0)|| = v/cos?6 + sen? 6 = 1.

a.) (Vectores unitarios) Sea w = (1,0, 2), entonces

|l =l ] = = 2 =

b.) Sea w = (1,0,2) entonces ||—2w]| =2|wl| =25

1.5 Angulo entre vectores.

Razonando en R3, a partir de la Ley de los cosenos
podemos establecer una relacién entre el producto

punto, normas y dngulos, como se muestra a conti- Z{k
nuacion.
Ley de los cosenos. Sia,b y cson las longitudes de HW— gl
los lados de un tridngulo arbitrario, se tiene la relacién = =
¢ =a®+b* — 2ab cos O &zl 0/ |3
donde 0 es el dngulo entre los lados de longitud a y b. 2
= i
.& Y
Para visualizar esta ley usando vectores, consideremos Figura 1.10: Angulo entre dos vectores

el tridangulo determinado por los vectors v, w € R3,
como se muestra en la figura. Entonces

v —wi? = [IvI? + [[w]* — 2I|vll [wllcos 8 ()

Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2026 Revista digital Matemaética, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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ahora, puesto que
v —wl? = (v—w)-(v—w)=[vI]?+|wl? —2v-w

entonces, despejando en (*) obtenemos
v-w = [[v][[[w]| cos 0

Angulo enfre vectores en R". Si v, w € R™ son vectores no nulos, entonces usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz,
v - wl| < ||vf |lwl|

y, por la propiedad del valor absoluto [x| < k <= —k < x < k para un namero k > 0, obtenemos
—[villiwl] < v-w < [|v][||w]]

y entonces

V-W
1< ——— < L
vl Iwll

Por tanto, se puede garantizar que para v,w € R™ vectores no nulos, siempre es posible encontrar un tinico
0 € [0, 7] tal que v - w = |[v|||lw]| cos 6. Formalmente,

Definicién 1.9
Siv,w € R™ son vectores no nulos, el dngulo entre v y w, denotado <v, w, es el tinico 8 € [0, 7] tal que

vl Iwll

. V'-W
v-w = |[v]||[w|| cos®, ie © =arccos <> I

X —> —
Seleccione y arrastre los vectores Vv y W

4 V,W~a1.22 Wolfram CDF Player

4

-

Figura 1.11: Angulo entre vectores

Dos vectores son ortogonales si al menos uno de ellos es nulo o si el angulo entre ellos es 7/2
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3 V-W 3 3

Por ejemplo, si tenemos dos vectores no nulos v = (x,y) y w = (—y, x), estos vectores son perpendiculares
pues v-w =0, esdecir, 6 =m/2.

Definicion 1.10 (Paralelismo y perpendicularidad)
Dos vectores no nulos u,v € R™

a.) son paralelossi<u,v=0 o <u,v =T, esdeciru = Avparaalgin A € R.

b.) son perpendiculares si <u,v = 71/2. En este casou - v = 0. I

Ejemplo 1.13

Sean w = (1,0,2) y v=(=21, V2) entonces w y Vv
son ortogonales pues w-v=—-2+2=0

|
Ejemplo 1.14
Sean w = (2,0,2) y v=(0,2,2) entonces el &ngulo entre w
W y ves
1
® = arccos () =m/3;
2
pues,
cos0=""" . 9=arccos (vw) = arccos () X\
[Vl Iwl] [Vl [wl] 2 \
|

Los cosenos directores de un vector no nulo, son las componentes de un vector unitario.

Sea w = OP = (w1, Wy, W3), sus cosenos directores son,
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4% W3

W1 B
COSX = —— COS OSY = ——
[[wll’ lwl|” eyl

donde «, {3, v son los dngulos directores de w

o: angulo entre OP y la parte positiva del eje X
f: angulo entre OP y la parte positiva del eje Y
v: 4ngulo entre OP y la parte positiva del eje Z

e Observe que en este caso, si w es unitario, entonces w = (cos &, cos 3, cosy)

1.6 Proyeccioén ortogonal
Geométricamente lo que queremos es determinar el vector que se obtiene al proyec-
tar ortogonalmente el vector v # 0 sobre el vector w. Si denotamos a este vector
con proy,, entonces, de acuerdo con la figura, se debe cumplir que

e v = proy,, = tw, es decir, esta proyeccién es un multiplo de w (paralelo a w)
e v, =w-(v—tw) =0, esdecir, el vector resta es perpendicular a w
Entonces v se puede descomponer como la suma de sus componentes ortogonales v =v| + v

Ademds podemos deducir una férmula para la proyeccién:

proyy, = tw proy, = tw v v
= S - pI'wa = WW
w-v—w-tw = 0 t =
w-wW

Seleccione y arrastre los vectores verdes

Proy:V: v Proyzvilj
v v Wolfram CDF Player

=
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Figura 1.12: Proyeccién de v sobre w

Definicién 1.11 (Proyeccién ortogonal de v sobre w).
Siv,w € R™ con w # 0. Se llama proyeccién ortogonal de v sobre w al vector

escalar

e Una interpretacion del producto punto: Tomando la norma H prova H y despejando el producto punto,
obtenemos que

v-w|= H proy;H - [[wl]

A% . 7
Si ponemos A = H proy H entonces, este producto punto es un escalamiento de w, es decir, “A veces la
longitud de w”.

e Componentes orfogonales (de una fuerza): Si 6 = <v,w con 0 € [0,71/2], entonces

V-W V-W

° —— =||v]cos® pues cosd=-——
wl P Vi Twl

\%
o | -

A w
e proy_ =]||vl][cos® —-. El escalar |[v||cos© sellama la componente de v respecto de w

escalar

N
A"
|| F|[sen(0) j
- v %
v Ilsen(O)ﬁ

X o iR “,\t

| F || cos(0) i 11l cos(6);,
Figura 1.13: F = ||F||cos(0) 1 + [|F|[sen(0)j Figura 1.14: Componentes ortogonales de v respecto a w

Sean v = (5,0,v/2) y w = (2,1,v/2) entonces

prova _ W.vw:172(2/1,\6):<24 12 12\&)

W-W 7 77
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. 12 60 12+/2
proy“:’ - v\\fl\‘:v:_7(5/01\/§) = <_I 0/ \/_)

—

v
proy_,
w

proy_,
v

Figura 1.15: prova Figura 1.16: prova

Ejemplo 1.16

Consideremos un tridngulo determinado por los puntos A, B, C € R3. Podemos calcular la altura y el drea
de la siguiente manera,

Sean v = AB, w = AC, entonces la altura es h = [[v — proy, || . Luego, como la base mide [[w]|, entonces

N
u

_ v
Area — llw| ||v . proyy,||

Sea A =(2,2,2), B=(1,1,0) y C=(0,2,2). Nos interesa Calcular el punto Q' en el segmento BC tal
que el segmento AE sea la “altura” del tridngulo AABC sobre este segmento.
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Sean v = BA, w = BC, usando proyecciones observamos
que el punto buscado es

Q' =B + proyy,.

Q' se puede obtener como la suma de los vectores Q y
proyy, o también, como la traslacién de proyy, al punto B.

1.7 Producto Cruz en R3

El producto cruz entre dos vectores u,v € R?, es un vector que es simtltaneamente perpendicular a cada uno
de los vectores. Se usa la notacion u x v para este producto.

Definicion 1.12

Consideremos los vectores u = (11, up, u3) € R¥y v = (v1,v,,v3) € R3. El producto cruz u x v se define
de la siguiente manera,

uxv= (U.ZV:J, = U{J,Vz) i-i- (LL3V1 — 1,L1V3) j + (ul\lz — U.2V1) R I
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- —
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

— —> — -
VX W w X v
£ N Wolfram CDF Player

Producto cruz \j\

Figura 1.17: Producto cruz

Un recurso nemotécnico es ver la férmula como la multiplicacién de las diagonales de un arreglo 3 x 3 (el
determinante de una matriz). En los productos de las diagonales que van de izquierda a derecha, se les debe
cambiar el signo.
+ + o = =
i j k|1 j
U Uy uzf Uy U
Vi V2 V3| V1 WV

Por ejemplo,

+ o= o -
i j k]lij
(5,0,v2) x (2,1,v/2) =|5 0 V2|5 0 =(0—+2, 2v/2—-5v2,5-0)
21 V2]2 1

La posicién del vector v x w se puede establecer con la “regla de la mano derecha”,

{ $v><w

PRe=S\NY

w
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Ejemplo 1.18

@S5i i=(1,0,0), §=1(0,1,0) y k = (0,0,1); entonces
ixj=k jxk=1y kxi=j
@®Sean u = (5,0, v?2) yv:(Z,l,\@) entonces
ij k
uxv = |5 0 V2| = (=2, =32, 5)
2 1 V2
i k
vxu = |2 1 V2| = (V2,3V2, —5)
50 V2
||
Dados los vectoresu =31— j+ k y v= i+ j+ kse tiene que
P7 g
uxv=|3 —1 k|=(-2,-2,4)
1 1 1
Ademas, u x v es ortogonal a u y v. En efecto
(uxv)-u=(-2,-24)-(3,-1,1)=—6+2+4=0
(uxv)-v=(-2,-2,4)-(1,1,1)=—2-2+4=0
|

Ejemplo 1.20

Vamos a determinar un vector unitario y ortogonal a los vectores (2, —2,3) y (3, —3,2). Entonces

k

)
—

w=|[2 -2 3|=(550 = |wll=+v52+52=5V2
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Luego, si u es el vector que satisface ambas condiciones, se cumple que

1 1
Teorema 1.4 (Propiedades del producto cruz).
Consideremos los vectores u,v,w € R’ y « € R, entonces
1) v-(vxw)=0
2) w-(vxw)=0
3) [Ivx w|?=|v|?|w|? — (v-w)? (identidad de Lagrange)
4) vw = —(WXV)
5)ux (v+w) =uxv+uxw
6.) U+ V)XW =uxXw+vxXw
7) a(vxw) = (av) Xxw = v X (aw)
8) vx0=0xv=0
9.) Si v y w son paralelos, entonces v x w = 0
—

e Observe que 1o tenemos una propiedad de asociatividad para el producto cruz.

Producto cruz y dngulo entre dos vectores. Como v - w = ||[v||||lw]| cos® entonces, usando la identidad de
Lagrange,

v x wi? = VI [wl? — (v-w)* = VP Iwl*(1 —cos?8) = [lv x w|| = [[ul| |[v|]|sen 0
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Area. Consideremos un paralelogramo determinado por dos vectores
u, v € R? como se ve en la figura de la derecha. De la igualdad de
Lagrange se puede deducir la férmula (de area): Si 0 es el angulo entre
estos vectores, el drea del paralelogramo es,

A = |lull [v][sin® = [fu x v|

Si u, v € R2, entonces podemos redefinir u, v.como vectores en R3,
en el plano XY, es decir, u = (uy,u,0), v = (v1,v2,0) € R3. De esta
manera, el drea del paralelograma generado por estos dos vectores es

u; up

(w1, u2,0) x (v1,v2,0)]| = ‘Det < )‘ = UV — Vil

Vi W2
Volumen. Consideremos un paralelepipedo en el espacio determinado por tres vectores no coplanares u, v, w €
R3, como se ve en la figura. El volumen del paralelepipedo es “4rea de la base x altura”. Como ya sabemos, el
area de la base es el area del paralelogramo generado por u y v, es decir, |[u x v||. La altura la calculamos
como la norma de la proyecciéon de w sobre u x v. Entonces tenemos

w v-(uxv
Volumen = |ju x v|| Hproyu H :||u><v||Mllu><v|| = |w-(uxv)| (1.1)

XV [[u x v]||?

. - —
Seleccione y arrastre los vectores V y W (verdes)

Producto cruz Wolfram CDF Player

y,

-

Figura 1.18: Volumen del paralelepipedo

Esta formula se puede calcular como el determinante de la matriz A cuyas filas son los vectores u, vy w, en
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cualquier orden. (Det(A) se interpreta como un volumen orientado).

+ + += — —
U Uy us up Uy usl L85
Si Det(A) =1| Vi V2 V3 V1 V2 v V) = V = |W : (ll X V) | = |Det(A)|

w1 Wy W3 W1 Wa W2

El 4rea del tridngulo con vértices en P = (1, 3,0),
Q=(212)y R=(-31L3)es

- - -
Det| -1 2 2
IQP x QR|| L5 0 T | || I(2,11,10)] 15 :
- - — 9 Y
2 2 2 2 -
||
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores u = (1,3, -2), v=(2,1,4), w=(—3,1,6) es
1 3 -2
V =|w-(uxv)| = |Det 2 1 4 =80

-3 1 6

|

@ En general, dados n — 1 vectores en R™, es posible encontrar un vector perpendicular a todos los n — 1
anteriores. Sin embargo no tenemos un producto cruz (que cumpla las propiedades del teorema 1.7 ) para dos
vectores de R?, R, R>, etc. Si un “producto cruz” cumple las propiedades del teorema 1.7 , solo podria existir

enen R!, R® y R’ (ver [8]). El de R, es trivial solo el de R® es til, el de R” es patolégico.

Ejercicios
@ 1.7.1 Seanu = (1,2,1),v=(2,0,—1). Calculeu - v.
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1.8

@ 1.7.2 Determine un vector v unitario en la direccién del vector (2,—1,1,3).
@ 1.7.3 Hallar un vector unitario perpendicular a los vectoresu = (1,0,1) y v = (2,—1,1).

@ 1.7.4 Demuestre que P = (—2,1,6),Q = (2,4,5) y R = (—1,—2,1) corresponden a los vértices de un tridngulo
rectangulo.

@ 1.7.5 Verifique que el tridngulo con vértices A = (2,3,—4), B = (3,1,2) y C = (7,0,1) es un tridngulo
rectdngulo. Calcule su 4rea.

@ 1.7.6 Demostrar que los vectores (cos 6,sen6,0) y (—sen 8, cos 6,0) son ortogonales.
\4
@ 1.7.7 Sean v y w vectores no nulos de R™. Encuentre el coseno del d&ngulo entre vy proy_. -

@ 1.7.8 Sean A = (1,1,1), B = (3,-1,1) y C = (7/3,-1/3,7/3). Verifique que el tridngulo AABC es
rectdngulo y calcule su 4rea.

@ 1.7.9 Determine el &ngulo que forma los vectores u = (1,2, -3) yv=(-3,1,2).
@ 1.7.10 Dado el vector u = (\/ﬁ, 1, 1) , hallar el angulo formado entre el vector u y el eje Y.

@ 1.7.11 Encuentre un vector unitario que forme un dngulo de 7t radianes con el eje X.

@ 1.7.12 Determine el drea de un tridngulo cuyos vértices estdn dados por los puntos

A=(1,11),B=(233),C=(322)

Rectas en R3.

Consideremos la recta L que pasa por Py por Q (P # Q). Esta recta es paralela al vector v. = PQ, por lo tanto,
dado un punto R = (x,y,z) € L, se debe cumplir que

PR = tv, osea R—P = tv; teR
dedonde L. = {(x,y,z) € R® : (x,y,z) = OP + tv}. Escribimos L: (x,y,z) = P +1t-vo también
Lt)=P+t-v
Seleccione y arrastre el vector 7 el punto P (verde)o el deslizador para t

Ecuaci 6n vectorial (paramétrica) de una recta
L: (x,y,z)=P+t-V Wolfram CDF Player

4

O
t-z -1 N > =

'
'
'
) '
'
.
N .
'
' .
. 4—
'
’ —'
\

Figura 1.19: Ecuacién vectorial de una recta
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Definicion 1.13 (Rectas).
Si L es una recta que pasa por los puntos distintos P = (p1,p2,p3), Q = (q1,92,93) ysiv = PQ,
entonces

a.) Una ecuacion vectorial de Les (x,y,z) = P+tv, te€R. A vecesescribimos L(t) = P+1t-v.
x(t) = pi1+t-v
. . . . t — t-
b.) Despejandox, y y z obtenemos las ecuaciones parametricas de L : vt PRt v
z(t) = pa+t-vs
c.) Sicadav; # 0, despejando "t" obtenemos las ecuaciones simétricas de L:
e BT 270k
V1 V2 V3 I

Recta que pasa por dos punfos. Sila recta L contiene a los puntos (distintos) P y Q, entonces una ecuacién
vectorial para L es L: (x,y,z) = P+ tPQ, t € R. La ecuacion de una recta no es tinica. Podemos escoger
dos puntos cualesquiera (distintos) de una recta y obtenemos ecuaciones equivalentes.

Seleccione y arrastre los puntos Py Q

Ver detalles [V Wolfram CDF Player

4

Recta que pasa por dos puntos — 4/

L:(x,y,z)=P+tPQ con t€R

Figura 1.20: Recta que pasa por dos puntos


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.8 Rectas en R3. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejemplo 1.23

Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,2) y
Q = (2,1,4).Enestecasov = PQ = Q—P = (1,-2,2),
1
uego ,
e .
e Ecuacion vectorial: (x,y,z) = (1,3,2) +t(1,-2,2)

e Ecuaciones parametricas:

5
x(t) = 1+t v
z(t) = 242t <

e Ecuaciones simétricas:

x—1 y-3 z—2

1 =2 2

Ejemplo 1.24

a.) Consideremos la recta L que pasa por P = (1,3,-2) y Q = (2,1,—2). En este caso
v=Q-P = (1,-2,0), luego

Ecuacién vectorial: L: (x,y,z) = (1,3,—2) +t(1,-2,0)

Ecuaciones pardmetricas:

x(t) = 144,
z(t) = =2
e Ecuaciones simétricas:
x—1 Y- 3 , — o
1 =27 .

b.) Consideremos la recta L; de ecuaciones simétricas,

x+1 y+2
= et —1
3 2 2

entonces L; va en la direcciondev = (3,2,1)
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Punto medio.

e Observe que el segmento que va de P a Q es el conjunto de puntos

{P+t(Q—P); tel01]}

e Enparticular,sit = %, obtenemos el punto medio del segmento

t=20
P+Q Figura 1.21: Punto medio

2

1
P+2(Q-P) =

Angulo, paralelismo y perpendicularidad. Consideremos dos rectas,
Li: (x,y,z) = P+tv, teR N Ly: (x,y,z2) = Q+sw; seR
oL | L, siysolosi v | w
ol; L I,siysélosi v L w

e El angulo entre L; y L, es el dngulo entre vy w

—> —>

Seleccioney arrastre los vectores V y W y los puntos Py Q

Rectas Paralelas [ |  Rectas Perpendiculares [ ] Wolfram CDF Player
Z

y
Li:(x,yz)= (1 0 1)+1¢ (075 0, 1.5), Lp:(x,yz)= (-1, 1, 1) + ¢ (-0.275 0., 0.962) j‘

' L
Ly

=l

v
Figura 1.22: Angulo, paralelismo y perpendicularidad

Hallar una ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto P = (1,—2,4) y es paralela a la recta que
pasa por los puntos Q = (—5,7,0)yR = (6,—-3,3)
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Solucién: Encontramos el vector director QR restando su extremo R de su origen Q
OR = (6+5,-3—-7,3—-0) = (11,-10,3)
Una ecuacion vectorial de la recta es

L: (x,y,2z)=(1,-2,4)+t-(11,-10,3)

1.9 Distancia de un punto a una recta

Seleccione y arrastre los vectores o los puntos verdes

Detalles [/] Wolfram CDF Player

y
“
Distancia del punto Q sobre a la recta L

d(Q,L)=d(Q,Q))

X

Figura 1.23: Distancia de un punto a una recta.

Sea L unarecta, L: (x,y,z) = P+ tu. Queremos calcular la distancia minima de un punto Q a L y, también
el punto Q' € L en el que se alcanza este minimo. Por supuesto, la distancia minima es la longitud del segmento
perpendicular que va desde Q a L.

La distancia (minima) de Q alarecta L se puede calcular de varias maneras.

P
Usando proyecciones. La distancia minima de Q alarectaes || PQ — proyuQ | v esta distancia minima se

P
alcanzaen Q' = P+ proyuQ.

Cdlculo en Varias Variables. Visualizacién Interactiva. Walter Mora F.
Derechos Reservados © 2026 Revista digital Matemaética, Educacion e Internet (https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/)
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Usando el drea de un paralelogramo. Si P,R € L, el drea del paralelogramo determinado por estos tres puntos
es

P PR

A = basexh = [PR[|-h = [PQxPR|| — d(Q,L) = h = ”(ﬁl’?{H”

B ’ _ [IPQ x|

Como podemos tomar R € L tal que [[PR]| = [lul|, tenemos la férmula d(Q,L) = ol

Cdilculo algebraico. Como d(Q,L) = d(Q,Q’) con Q" = P+ tmu ycomo QQ’ L u, entonces

Q-Qhu=0 = (Q-P—tpu)u =0 = t, = (Q;?u
De aqui obtenemos que d(Q,L) = d(Q,Q’) con Q' = P+Wu = P—i—proyEQ

Usando calculo diferencial. Podemos calcular la distancia d(Q, L) resolviendo un problema de optimizacién:

Minimizar f(t) = [|Q —Q’|* = |||Q — P —t - ul?>. Derivando respecto a t obtenemos t = t,, igual que en el
pérrafo anterior.

Ejemplo 1.26

Sea Q = (2,2,5) y consideremos larecta L: (x,y,z) = (2,0,1) +t-
(0,2,1). Para calcular la distancia de Q a L, tomamos P = (2,0,1) y
u = (0,2,1). para proyectar. La distanciade Q = (2,2,5) a L es

[l V5 V5
y PQ . _ _6 12\ 6
O también || PQ — proy,, Il = H (O, 5 5) H =7

La distancia minima se alcanza en

Ejemplo 1.27

Determine la distancia del punto P = (1,3,4) a la recta
L:(xy,z) = (1,2,-1)+t(1,-2,1),teR

Solucion: Consideremos el punto Q = (1,2,—1)enlarectaL.Elvectoru = QP = (1,3,4)—(1,2,-1) =
(0,1,5). Ahora determinamos el vector proyeccién de QP = (0,1,5) sobre el vectord = (1,—-2,1)

P = |||d||2d B T+dr1 el =521 = (2’ 1’2)
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1.10

Entonces
QP 1 1\ (1.9
QP_prOyu - (0/ 1/5) (2/ 1/ 2) - ( 2 /2/ 2)

Asi, la distancia del punto P a la recta L es

Ejercicios

@ 1.9.1 Considere las rectas Ls(t) = (1,1,1) +t(1,—1,1) y Lg(t) = (3,—1,1) +t(—1,1,2). ;Son estas rectas
ortogonales (perpendiculares)?

@ 1.9.2 Calcule la distancia del punto Q = (1,1,2) alarecta L(t): (2,3,2)+t(1,2,0).

@ 1.9.3 Hallar una ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto A = (1, —2,4) y es paralela a la recta

que pasa por los puntos B = (—5,7,0) y C=(6,-3,3).

-2 3 1
@ 1.9.4 Hallar la distancia entre el punto (—2,3,0) y la recta X i Y —5i_ _z +

2
@ 1.9.5 Considerelarecta Li(t) = (1,1,1)+t(1,—1,1). Determine dos rectas de ecuacién L, : (x,y,z) = P+tv
y Lz (x,y,z) = Q+tw tal que

a.) L, y L3 estdn en el plano XY
b.) L, y L3 son perpendiculares
c.) Ly y L3 son perpendiculares a L;

Ecuacion vectorial del plano

Una recta esta determinada por dos puntos distintos y un plano TT estd determinado por tres puntos P,Q,R €
R3, no colineales. Los vectores PQ y PR “generan el plano” y decimos que una ecuacion vectorial de TT es

IM: (x,y,z) = P+tPQ+sPR; t,seR

Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R Wolfram CDF Player Seleccione y arrastre los puntos P, Q o R Wolfram CDF Player
P=(0,-0212), Q= (-1.121.), R= (1.,0.8,‘.~J P=(0,-0212), Q= (-1,121.), R=(1.0827,
—» >
IT: (x,y,2) =P+1PQ+ sPR, s,t €R (0.2.2,08)=P +1.(-1.1.4,-0.2) +1.(1.1.-0.2)

Detalles [] Detalles [
Parametros
/
f— 0
//
/
/ § —{
~—
X X

Figura 1.24: Ecuacion vectorial TT: (x,y,z) =P +t-v+s-w con v,w no paralelos.
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Ejemplo 1.28

Consideremos un plano IT que pasa por los puntos
no colineales P = (0,0,0),Q = (-1,2,1) vy
R = (1,1,1).

Como PQ = (-1,2,1) y PR =,(1,1,1) entonces
una ecuacién vectorial del plano TT es

m: (x,y,z) = (0,0,00+t(—1,2,1)+s(1,1,1), t,s € R

Ecuacién normal y cartesiana del plano

Un plano TT se puede determinar si se conocer un punto P € TT y un vector normal n # 0 al plano.Si P,Q € TI
entonces el segmento PQ esta en el plano, por lo que n L PQ. De esta manera, un punto (x,y,z) € TT siy sélo
si

n-(P—(x,y,z)) = 0, esdecir, n-(x,y,z) = n-P (Ecuacién normal)

Si desarrollamos una ecuaciéon normal, obtenemos una ecuacion cartesiana del plano TI. Si n = (a,b,c),
entonces

(a,b,¢)-(x,y,z) = n-P = |ax+by+cz = d| con d = n-P (ecuacién cartesiana)

Seleccione y arrastre los vectores el punto Wolfram CDF Player

{*
7
7 =(040408), T1:04x+04y+087=18
i
P
e
>
n
Y

Figura 1.25: Ecuacion cartesiana del plano
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Ejemplo 1.29

Determine una ecuaciéon cartesiana del plano
IT que pasa por los puntos no colineales
P = (0/010)/ Q = (_112/1) Y R = (11 111)

Solucién: Como PQ = (-1,2,1) y PR =,(1,1,1),
podemos tomar como vector normal n = PRxPQ =
(1,2,—3) entonces, como n-P = 0,

M: Ix+2y—-3z =0

También podriaser n = PQ x PR = (—1,-2,3) y
entonces

m: —~x-2y+3z =20

Las ecuaciénes son equivalentes (multiplicando por
—1 a ambos lados).

]
Ejemplo 1.30
Determine una ecuacién normal de un plano que contiene al punto (2, —3, 1)y tiene como un vector normal
n=(-3,2,-2)
Solucion: Sean X = (x,y,z) un punto cualquiera del planoy Q = (2,—3,1) el punto contenido en el
plano. Entonces se tiene que
QX:n =0 g ((X/U/Z)—(Z/—3/1))'(—3/2,—2) =0
= x—2,y+3,z—1)-(-3,2,-2) =0
= B3x—-2)+2(y+3)+-2(z—-1) =0
= 3x+2y—2z+14 = 0.
Asi, una ecuacién normal del plano es —3x +2y —2z+ 14 = 0.
]

Puntos no colineales. Cuando una ecuacién del plano requiere tres puntos no colineales, podemos usar la
prueba del determinante : Los tres puntos P = (p1,p2,p3), Q = (q1,92,93) y R = (r,12,13) € R3 son no
colineales si

P1 P2 P3
qi q2 q3 |#0
T T2 T3
Determinar una ecuacién normal del plano que contiene los puntos P = (1,1,—4),Q = (2,-2,3) y

R = (=3,1,4).
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Solucién: Los puntos son no colineales. Para obtener una ecuacién normal del plano es necesario hallar
un vector normal a este, es decir un vector perpendicular a dicho plano. Supongamos quen = (a,b,c)
es el vector normal. Los segmentos PQ y PR son segmentos en el plano, entonces el vector normal es
perpendicular a los vectores PQ y PR, asi

POQ-n=0 y PR-n=0

Entonces
PQ = (21 _213) - (1/ 1/ _4) = (1/ _3/ 7)
PO n = 0 = (1,-3,7)-(aq,b,c) =0 = a—3b+7c =0
Luego,
PR = (_3/ 1/4) - (1/ 1/ _4) = (_4/ 0/8)
PR-n = 0 (-40,8)-(a,b,c) = 0 = —4a+8 = 0
Resolviendo este sistema de ecuaciones sellegaaquea = 2c y b = 3c donde c se puede elegir
libremente. Entonces (a,b,c) = (2¢,3c,c) = c¢(2,3,1),c € R. Asi, una ecuacién normal del plano es
[(X/ U/ Z) - (1/ 1/ 74)] : (2/ 3/ 1) - 0
La ecuacion cartesiana se obtiene asi:
x—1Ly—12z+4)-(2,3,1) = 0
2x+3y+z = 1
Ejemplo 1.32
Determine una ecuacién normal del plano que contiene a los puntos A = (1,2,3),B = (-3,—-1,0) y

C = (2,-2,3).

Solucion: Los puntos son no colineales. Para resolver el problema es posible tomar cualquier combinacién
de vectores no paralelos, pero por facilidad se recomienda que los mismos tenga un punto de origen en
comun. Entoncesu = AB y v = AC, asi un vector normal n para el plano buscado es dado por u x v.

Resolvemos

u = AB = (-3,-1,0)0—(1,2,3) = (—4,—-3,-3)

v = AC = (21_2/3)_(1/2/3) = (11_4/0)

esto implica que
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A

i] k
n=uxv=|-4 -3 -3 =-12i-3j+19k = (-12,-3,19)
1 —4 0

Como los puntos A,B y C estdn contenidos en el plano, se puede tomar cualquiera de ellos, para esto
considere el punto A. El plano estd formado por todos los puntos X = (x,y,z) que cumplen

AX-n = 0 = ((xyz)—(1,23) (-12,-3,19) = 0
—  (x—1y—-2,2z-3)-(~12,-3,19) = 0
—  —12x—3y+192—39 = 0

una ecuacion cartesiana del plano es —12x —3y +192 -39 = 0

1.12 Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo

El angulo entre planos lo podemos establecer con los vectores normales, y entre planos y rectas lo podemos
establecer con un vector paralelo a la recta (el vector direccién, por ejemplo) y un vector normal.

Definicion 1.14 (Planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo)
Singy ny, son dos vectores normales a Ty y Ty, respectivamente, entonces

o [Ty || Tl siysdlosing || ny
e l; L Tlpsiysélosing L ny

e El dngulo 0 entre los planos TTy con un vector normal ny y Tl con un vector normal nj, es el
angulo entre los vectores normales 6 = <11y, Tl = <ny, n, I
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Ejemplo 1.33

. — —
Seleccioney arrastre los vectores V y W y los puntos P y Q

Planos Paralelos D Planos Perpendiculares D Angulo M

—> —PN
IV, WA153  \wolfram CDF Player

j~

Figura 1.26: Planos: Angulo, perpendicularidad y paralelismo

n; = (2,—3,1) es un vector normal de TI;. Sea
n, = (a,b,c) un vector normal a Tl,. Como Ty L Tl
entonces n; -n, = 0. Pero también, como R,Q € Tlp,
entonces n, - QR = 0. Son dos ecuaciénes y tres
incognitas a,b y c, asi que tendremos infinitas soluciones
y solo debemos escoger una solucién particular.

ng-np = 0 2a—3b+c = 0
-
n-QR = 0 a—b—c = 0
Una solucioén particular se obtiene poniendo, por ejemplo, a = 4, b

Considere el plano TTy : 2x —3y +z = 1. Determine una ecuacién cartesiana de un plano T, si se sabe
que este plano es perpendicular al plano TT; y que pasapor Q = (1,1,0) y R = (0,2,1).

Solucion: Este problema tiene infinitas soluciones, es decir, hay infinidad de planos que cumplen las
condiciones indicadas. Vamos a determinar una solucién particular.

= 3 yportanto ¢ = 1. De

este modo, un plano Tl que cumple las condiciones, tiene una ecuacion cartesiana

dx+3y+z = (431)-Q = Th:4x+3y+z = 7
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Ejemplo 1.34

Considere el plano TT; : 2x—3y+2z = 1. Determine
una ecuacioén cartesiana del plano Tl si se sabe que
este plano es paralelo al plano Tl; y que pasa por

Q = (1,1,1).

Solucién: n; = (2,—3,1) es un vector normal de TTy.
Como TT; || T, entonces podemos tomar como un
vector normal de TT, a np = (2,—3,1). Entonces una
ecuacion cartesiana de TT, es

(2/ _3/1) . (XIUIZ) = (2/ _3/1) : (1/ 1/1)
== My: 2x—=3y+z = 0

1.13 Rectas y planos

Una recta L; estd contenida en el plano Tl si al
menos dos puntos de esta recta estdn en T1;. En otro
caso, larecta L; interseca al plano TT; en un punto o
es paralela a T1; y ajena a éL

Dada unarecta L; : (x,y,z) = P+tv, t € R, hay
una infinidad de planos que la contienen: Si Q ¢ Ly,
un plano que contiene a L; es el plano T1; que pasa
por Q y dos puntos P y R de L;. También podemos
tomar como un vector normal a este plano al vector
n; = v x PQ.

Dadas dos rectas diferentes L; : (x,y,2) =
P+tv, te R yL: (xyz) = Q+tu te R,
siempre es posible encontrar dos planos paralelos TT
y T, que contienen a L y L, respectivamente. Un
vector normal a estos dos planos es u x v. Figura 1.28

Ejemplo 1.35

Consideremos larectaL; : (x,y,z) = (1,2,1) +t(0,2,3). Determine una ecuacién cartesiana del plano
Ty que contenga a larecta L; y al punto P = (0,0, —1) (que no estd en Ly).

Solucion: Para encontrar una ecuacién cartesiana del plano TT;, buscamos tres puntos no colineales en este
plano; el punto P que ya tenemos y dos puntos de la recta. Para obtener estos dos puntos de la recta, le
damos una par de valores al pardmetro t.
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Enestecasocont = 0 y t = 1 obtenemos los dos puntos
que faltan. Tres puntos no colineales en el plano IT; son

P = (0,0,—l)/ Q = (1/2/1)/ R = (1’4’4)

0 0 —1
Estos puntos no son colinealespues |1 2 1 | = —2#0
1 4 4

Bien, ahora tomemos

n = QPxRP = (1,2,2) x (1,4,5) = (2,-3,2)

Como n-OP = —2, una ecuacion cartesiana es

M 2x—=3y+2z = -2

Ejemplo 1.36

Considere los planos TTy : 2x +2y +2z =5 y Tl : 3x — 2y + 2z = 3. Estos planos se intersecan, la recta
de intersecciénes L: (x,y,z) = (0, %,2) +t- (1, 0,—%) , t € R. Determine un plano TT;, distinto de los

dos anteriores, tal que los tres planos TT;, 1, y Tl3 se intersecan en L.

Solucién: Como TlI3 contiene a la recta L, tomamos 1
dos puntos de esta recta y un tercer punto fuera de la

recta y de los otros dos planos, con estos tres puntos

podemos obtener una ecuacién cartesiana de este

plano.

Sean P = (O,%,2) , Q= (1,%,1—5’) enlarectay R =
(1,2,1) un punto ajeno a la recta y a los otros dos
planos. Entonces tomando n3 = PQ x PR = (£, 3, 3)

obtenemos la ecucién cartesiana

Me: 2yy 9y 3,58
3 16 8Y 2" T 16

Definicion 1.15 (Rectas y planos: Paralelismo, perpendicularidad y dngulo).
Consideremos larectaL; : (x,y,z) = P+tv yelplanoTly: a;x+ by +ciz = d;. Entonces, siendo
n; un vector normal a Ty,

oL | ITysiysblosing L v
oL, L Tlisiysdlosing || v

° Angulo (agudo): <« L, T} = g — nq,Vv



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.13 Rectas y planos (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 49

Seleccione y arrastre los vectores o los puntos

Angul JLLL Int i6
A <) LM TG ll Wolfram CDF Player

S U, ~06 = JTI,L~097 j~

Figura 1.29: Angulo entre rectas y planos e interseccién

Ejemplo 1.37

Determine el &ngulo que forma la recta de interseccién de los planos
M:x+y—3 = 0

Mm:3x+y—z = 0
conelplanoIT:2x +y+z+4 = 0.

Solucion: Sea L la recta de interseccién de los planos Ty y Tl,. Si v es el vector director de la recta L,
entonces se cumple que
vV = np, X nry,

dondenp, = (1,1,0) y npm, = (3,1,—1). Entonces

>
—>
w

v=1[11 0| =(-11-2)

31 -1

Calculando el &ngulo haciendo uno del vector normal al plano IT se tiene que

cos (T o) = sena = 2,11 (11,20 _ 3 _ 1 |
2 - a V6 -6 6 2 ~— %

Asi, el dngulo que forman la recta L y el plano IT es igual a g
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Ejemplo 1.38

Determine una ecuacién cartesiana del plano IT; si este que contiene al punto P = (1,1,1) y es paralelo a
lasrectas Ly : (x,y,z) = (1,2,1) +t(0,2,3), y Ly (x,y,z) = (1,0,1)+t(50,0)

Solucion: De acuerdo a la teorfa, un vector normal a IT; debe ser perpendicular a (0,2,3) y a (5,0,0);
entonces para encontrar una ecuacion cartesiana del plano Iy, podemos tomar

n = (0,2,3) x (50,00 = (0,15,—10)

Comon - OP = 5, una ecuacion cartesianaes Il : 15y —10z = 5

z Lo

|
Ejemplo 1.39
Determine una ecuacién cartesiana del plano TT; que sea
perpendicular ala recta
Li: (xy,2z) = (1,2,1)+t(0,2,3)
y que contenga al punto P = (1,1,1).
Solucion: Para encontrar una ecuacion cartesiana del plano
Ty, podemos tomarn = (0,2,3). Comon-OP = 5, una
ecuacion cartesiana es
ﬂl : Zy +3z =5
|

Ejemplo 1.40

Se considera la recta L : { x+2y 7 yelpunto P = (1,2,3).

y+2z = 4

Nos interesa calcular una ecuaciéon paramétrica del plano TT que es perpendicular a la recta L y contiene el
punto P.



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

plano Tly: x+2y—z = 1.

@ 1.13.4 Determine una ecuacion cartesiana del plano TT que contiene al punto (1,1,1) y que es que paralelo a
las rectas Ls(t) = (1,1,1) +t(1,—1,1) y Le(t) = (3,—1,1) +t(—1,1,2).
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Consideremos los planos Iy : x +2y = 7 y Tl :y+2z = 4. Esclaro que un vector normal al plano
Mesnm, = (1,2,0) y ny, = (0,1,2) corresponde a un vector normal al plano TT,.

Si el plano TT es perpendicular a la recta L se cumple que nyy, || TT y nyy, || TT.
Luego una ecuacién vectorial del plano IT estd dada por:
Im: (x,y,2z) = (1,2,3)+t-(1,2,0)+s-(0,1,2), t,s e R
Por lo tanto una ecuacién paramétrica del plano IT es
X 1+t
y =242t+s; t,seR
z = 3+12s
|
Ejemplo 1.41
Determinar una ecuacién del plano que pasa por el punto A = (2,—1,1) y es paralelo al plano
3x+y—-52+9 = 0.
Solucién: Un plano paralelo al plano 3x +y —5z+9 = 0 tiene por ecuaciéon 3x +y —5z+d = 0, esto
porque los vectores normales son paralelos, en ese caso es el vector (3,1, —5). Dado que el plano buscado
contiene al punto A = (2,—1,1) entonces sustiuyendo obtenemos
3x+y—-52z+d = 0 = 32)+-1-51)+d = 0 = d = 0.
Por lo tanto, una ecuacién del planoes 3x +y —5z = 0.
|
Ejercicios
@ 1.13.1 Sean A = (1,1,1), B = (-2,1,2) y C = (3,-3,0).
1. Calcule una ecuacién vectorial de la recta L; que pasa por A y B
2. Calcule una ecuacién vectorial del plano TT; que contiene a los puntos A,B y C
3. Calcule una ecuacién cartesiana del plano TT; que contiene a los puntos A,B y C
@ 1.13.2 Calcule una ecuacién cartesiana del plano TT, que contienealarecta L3: (x,y,z) = t(1,0,3) y
pasapor Q = (—2,-2,2).
@ 1.13.3 Calcule una ecuacion cartesiana del plano TT3 que contiene al punto Q = (—2,—2,2) y es paralelo al
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@ 1.13.5 Considere el plano TT de ecuacién vectorial TT: (1,2,0) +t(—2,4,1) +s(1,1,2). ¢Cuadles de los
siguientes puntos (0,0,0), (1,2,0) y (2,—3,—3), estan en el plano 177

1.14 Coordenadas Polares.

A veces es necesario hacer cambios de variable. En R? nos interesa pasar de coordenadas cartesianas (x,y) a
otro tipo de coordenadas mds adecuado (u,v) para simplificar los cdlculos. En particular son muy ttiles las
coordenadas polares para describir figuras con “simetria circular”.

Las coordenadas de un punto en el plano también se pueden establecer fijando un punto O, llamado polo
u origen y construyendo un eje con punto inicial O. Este eje lo llamamos Eje Polar. Este nuevo sistema de
coordendas se llama “sistema de coordenadas polares”.

A cada punto P en el plano se le pueden asignar las coordenadas (r,0) (llamadas coordenadas polares del punto)
de la manera que se indica en la figura que sigue,

P(r,0)

K 16 » Eje polar
Polo
Figura 1.30: Coordenadas polares de P.

e 7 esladistancia de O a P. Més adelante la tomaremos como una “distancia dirigida”, es decir, el signo
“—" invierte la direccién.

e 0 es el angulo desde el Eje Polar hasta el segmento OP

Ejemplo 1.42

a.) El punto P (2, g) estd a 2 unidades del polo. El 4angulo desde el Eje Polar hasta OP es 0 = g

b.) El punto Q (3,—%) estd a 3 unidades del polo. El 4ngulo desde el Eje Polar hasta OQ es 6 = —g.

c.) El punto R <3, 1271) estd a 3 unidades del polo. El angulo desde el Eje Polar hasta OR es

B 117

=%
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2 oz 2 3
m /Cﬂ 5 :(279 i \?2 3 @ fsz 3
/NS G
: L a3 G

ol

Figura 1.31: Puntos P, Q y R.
|

Ejemplo 1.43 (r como “distancia dirigida™)

a.) El punto P (2, E) estd a 2 unidades del polo. El 4angulo desde el Eje Polar hasta OP es 6 = —.

b.) El punto -2, n estd a 2 unidades del Polo pero en direccion opuesta a P. El &ngulo desde el
p 3 p p &

Eje Polar hasta OP es 0 = g

w3

NN
&
I)
s
&

2
Figura 1.32: r como “distancia dirigida”

Tt
,T—[ +27‘[) y como P <—2,§ —|—7t>

c.) El punto P <2, g) tambien se puede representar como P (2 3
|

No unicidad. A diferencia de las coordenadas rectangulares de un punto, en coordenadas polares la
representacion no es tinica: P(r,0) también se puede representar como P(r,0 =+ 2k7) con k € Z.

Ademads como 1 la tomamos como una distancia dirigida, entonces P(r,0) también se puede representar como
P(—r,0 4+ (2k + 1)7) con k € Z.

Adicionalmente, el Polo se puede representar con O(0,0) con 6 € R.

Ejercicios
@ 1.14.1 Represente, en un sistema de coordenadas polares, los siguientes puntos,
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a.) (2,m) c) (3,7/4) e.) (—3,5m/4)

b.) (—2,7) d) (3,97/4) £) (0,2m)

Conversion de coordenadas

Para empezar podemos establecer una relacién inicial entre la coordenada (r,0) de un punto P y sus
respectivas coordenadas cartesianas. La relacion se puede ver usando una figura,

Figura 1.33: Conversién de coordenadas

Conversion de coordenadas polares a coordendas rectangulares. Deducimos que si tenemos las coordenadas
polares (r,0) de un punto P, entonces las coordenadas cartesianas de P son (x,y) con

X = TrcosH
Yy = TrsenB

Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares. Si tenemos las coordenadas (x,y) de un
punto P, podemos determinar un juego de coordenadas polarescon r > 0 y 0 € [0, 2nl.

La funcién "arctan" usualmente la tomamos como la inversa de la funcién tangente, por tanto la funcién
"arctan" devuelve dngulos en el intervalo | — m/2, m/2]. Es costumbre hacer algunos ajustes a la funcién
arcotangente de tal manera que, dado u punto punto (x,y), podamos obtener un juego de coordenadas (r,0)
con el angulo correcto.

Dado en punto (x,y), unjuego de coordenadas polares para este punto es (r,0) con
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o= X2+ y?
arctan(y/x) si x>0 IylIV cuadrante)

arctan(y/x) + m si  x <0 (IylIcuadrante)

0 — g si x=0 y y>0
. si x=0 y y<0
2
0 si x=0 y y=0 (convenio)

Ejemplo 1.44 (Conversién de coordenadas polares a coordendas rectangulares)

a.) Consideremos el punto P(v/3,7/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares, usamos
la férmula que establecimos mas arriba.

x = +/3cosm/3 =
(r,0) = (V3, n/3) = —  (xy) = (\f 3)

y = \@senﬂ/Bzg

ol

b.) Consideremos el punto P(—+/3,m/3). Para hacer la conversién a coordenadas rectangulares,
usamos la férmula que establecimos mas arriba.

x = —/3cosm/3 = —

(1,0) = (—V3, 1/3) — V3 3)

y = —V/3senm/3 = —

Ejemplo 1.45 (Conversion de coordendas rectangulares a coordenadas polares)

a.) Consideremos el punto P(—1,1). Para hacer la conversién a coordenadas polares, usamos la
férmula que establecimos mads arriba. Observemos que P(—1,1) estd en Il cuadrante.
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ro= V2
xy)=(-1,1 = = (r,e)z(\fz, 3“)

0 = arctan (}1) 4+ = —g 1

b.) Consideremos el punto P(0,2). Para hacer la conversion a coordenadas polares, usamos la férmula
que establecimos mds arriba. Observemos que P(0,2) estd en el eje Y.

T o= V4i=2
(x,y)=(0,2) — — (r,e):<2, T)

s
2

Ejercicios

@ 1.14.2 Haga la conversion a coordenadas cartesianas de los siguientes puntos,

a.) (1,m) c) (2,7/3)

b) (—1,7) d) (=2,7/3)

@ 1.14.3 Haga una conversion a coordenadas polares de los siguientes puntos,

a) (0,—5)

d) (V3,—V3)
b.) (=5,0)

e) (V2,V3)
c) (—v3,—V3)

Curvas en coordenadas polares

Para hacer la conversién de la ecuacién de una curva en coordenadas rectagulares a una ecuacion en coordenadas
polares, usamos las relaciones

rcosf
= rsenb

r=x2+y?, { ;

A veces es posible despejar 1 = g(0), con excepcién de algunos valores de 1, y este despeje atin asi es adecuado
para nuestros célculos.

Los dos primeros ejemplos que siguen son las curvas mds simples: r =constante y 0 = constante.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

Ejemplo 1.46 (Circunferencias y rayos)

a.) Las circunferencia x* +y? = a? tiene ecuacién polar T = a (funcién constante).

En efecto, sustituyendo obtenemos

T
2y = & >
? = a?
B

(.
N2

3
2

Figura 1.34: Circunferencia r =2

b.) Larecta de ecuacién y = mx (una recta que pasa por el origen) tiene ecuacién 0 = arctan(m)

En efecto, sustituyendo obtenemos x y=+3z
b3 9 _ E
y = mx 3
rsen® = mrcost
n 0
tand = m
© = arctan(m)
3n
2
X T
Por ejemplo, la recta y = \/3x tiene ecuacién en pola- Figura 1.35: Recta 0 = 3
T

res 0 = arctan /3 = 3

Ejemplo 1.47 (Ecuacion polares de una curva)

Obtener una ecuacién en coordenadas polares de la curva (x? +y?)® = 2°x.
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Solucion: Sustituyendo, A
N
2 +y?)? = 2% .
- L]
2 1 1
(2 = 25rcoso 1
> L
™ = 2%rcosO
\J
) Figura 1.36: Curva (x*> +y?)3 = 2°x.
r = 2vcos6
|
Ejercicios

@ 1.14.4 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva x* + y2 = 4.

@ 1.14.5 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x —2)? +y? = 4.

@ 1.14.6 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (y —2)% + (x —1)> = 5.
@ 1.14.7 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (y —2)% + x? = 4.

@ 1.14.8 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva (x* +y?)> = x°.

@ 1.14.9 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva y = v/3 x

@ 1.14.10 Obtener una ecuacion en coordenadas polares para la curva (x +1)* +y2 =1

@ 1.14.11 Obtener una ecuacién en coordenadas polares para la curva x? +y2 = 2/x2 +y2 +x

Simetria

En el ejemplo 1.50 podemos notar que la grafica presenta simetria respecto al eje Y. Haber notado esto nos
hubiera permitido conocer propiedades de simetria de la grafica.Hay una manera de verificar si una curva
presenta simetria respecto a la linea 0 = 71/2, respecto al Eje Polar y respecto al Polo. Estas pruebas de simetria
solo dan “condiciones suficientes”, es decir, si la prueba de simetria falla, podria ser todavia que la curva
presente simetria. Esto es asi porque como las coordenadas en polares no son tinicas, las curvas pueden tener
ecuaciones alternativas. En algunas de estas ecuaciones las pruebas de simetria funcionan, en otras no.

Pruebas de simetria. En este curso solo consideramos tres pruebas de simetria.
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r r
2 ¥ 2
2
(r,0) (=r,—0) (r,0)
(raﬂ_e) (r99) n+0
0 0 / 0
n - 0 ) \'\/ \ 0 n v \ 0
. ! -0 n . 0 ,SL -
.y o
(r, —9) (r,m+ 9)
(-r,m—0) (=, 6)
3 3
2 3n 2
Figura 1.37: Simetria respecto al Eje Po- 2 Figura 1.39: Simetria respecto al Polo
lar Figura 1.38: Simetria respecto a Eje Co-

(Pruebas de simetria: Suficientes pero no

polar

necesarias)

Prueba de simetria

Simetria respecto a la recta 6 = /2

Simetria respecto al Eje Polar

Simetria respecto al Polo

Ejemplo 1.48

La curva de ecuaciéon r =3 4+ 2cos 0
al Eje Polar pues

f(0) =3+2cos0 — f(—0)=3+2

Aplicar a v = f(0) y simplificar

flr—0)=fO) o —r=1(—0))

f(—0)=f0) o —1=Ff(r—0)

flr+0)=fO) o —1=7(0)
es simétrica respecto %

cos(—0) =3+2cosH

~

r=3+2cos 6

" /)2345

3n
2

0

Figura 1.40: La curva r =3 + 2cos 0 presenta sime-

tria respecto al Eje Polar
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Representacion grafica en coordenadas polares.

En general, en este curso, nos interesan curvas de ecuaciéon r = ¢(6). La manera de hacer la representacion
gréfica de curvas sencillas es (por ahora) representar algunos puntos de la curva y usar propiedades de simetria
para completar el gréfico.

Ejemplo 1.49

Realizar el grafico de la funcién r = 2cos 0

Solucion: Hacemos una tabla de valores para esta funcién tomando valores de 6 en [0, 27].

5w Wolfram CDF Player

n
T: tes al polo: 0 = —y0=—
angentes al polo: 3V 3 ﬁ

Tabla de Valores
6 r=1-2cosf

-1
-0.73

Coordenadas Polares

Caso:r=g(@)

Sistemna

o

r=2
0.
r=2cosf

NE wR R

1,
r =2senf

r=1-2cosf

r=1+sen30

N
B

2,
273

3

273
r=1-senf

r=2Vcos20

,.
E ol vl vl af 2 ol o
N

N
g
P

| Compartir | (G (& W Mﬁﬂi@
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Ejemplo 1.50

Realizar el grafico de la funcién r = 4sen 0

Solucion: Hacemos una tabla de valores para esta
funcion tomando valores de 6 en [0, 2.

0|m/6 | mn/3 | n/2|2n/3|5n/6 | m|7n/6 | 3n/2
r|0] 2 [2v3] 4 [ 23| 2 |0| 2 | -4

3
2

Figura 1.41: Grafica de v =4sen®
@ Observe que, para esta funcién, en realidad solo se necesita una tabla de valores en [0, 7]

Maximos, ceros y tangentes al polo.

Una ayuda adicional para realizar el grdfico de una curva con ecuacién en coordenadas polares, es co-
nocer los dngulos para los que || es maximo y para los cuales r = 0 y adicionalmete conocer las tangentes al polo.

Maximo valor de |[r|. Para curvas sencillas podemos obtner el valor méximo de |r| por inspeccién, usando el
hechode que —1 <sen® <1y —1 <cos6 <1

dr

Adionalmente podriamos aplicar cdlculo: Los puntos criticos los obtenemos resolviendo la ecuacion Fii 0.

Ceros. Resolvemos la ecuacién trigonométrica f(0) =0

Tangentes al Polo. Sea C una curva de ecuaciéon v = f(0) con f una funcién derivable. Si la gréfica de C pasa
por el Polo cuando 0 = « entonces f(x) = 0.

Una tangente 0 = « ala curva r = f(0) es una “tangente al polo” si f(«) =0.

x = f(0)cos0

= 1 dientes de las t tes vi dad
Como r = f(0), y = f(0)send y entonces, las pendientes de las tangentes vienen dadas por

dy

dy 4o _ f'(0)sen® + f(0) cos 0
dx dx  f/(8)cos® — f(0)send

do

Asfi, larecta © = o« es una tangente a la curva si existe la derivada

(Cuidado: La pendiente de la tangente no es f/(0)) !!!

dy () sen ot 4 f(x) cos &
dx |g_« /(o) cos oc — f(ot) sen o
d
El caso mads sencillo es cuando f(x) =0 y f’(«) # 0, en este caso: —li =tan «.

0=
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Tangentes y Tangentes al Polo

e Lalinea 6 = « es una tangente al polo en la gréfica de la curva ,C si f() =0y /(o) #0

d
e Lalinea 0 = « es una tangente al polo vertical, en la grafica dela curva C, si f(a) =0y ‘y — 00

dx

si B — «

e Lalinea © = « es una tangente al polo horizontal, en la gréfica de la curva C, si f(ad) =0y
dy
— =0.
dx 0=«

e También puede pasar que la derivada solo exista como un limite unilateral o que dy/dx se tenga
que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(x) =0y f’(a) = 0.

Realizar el grafico de la curva de ecuaciéon r =1 —2cos 6.

Solucion: Para realizar la grafica vamos a aplicar las pruebas de simetria, vamos a calcular los valores
maximos, los ceros y las tangentes al polo. Finalmente haremos una tabla de valores.

a.) Simetria: La curva es simétrica respecto al Eje Polar.

b.) El valor méaximo de |r|: Por inspeccién: Como 2 > —2cos6 > —2, entonces el valor maximo es
[rl =3 cuando 6 =7t

1
c.) Cerosen [0,27]: 1—2cos® =0 — cosezi = 0=mn/3 y 0=>5mr/3.

d.) Tangentes al Polo en [0,27] : La funcién se anula en « = 7t/3, 57t/3. Como r/(6) =2sen y como
r'(7t/3) #0 y r/(57/3) # 0, entonces las rectas 0 = 71/3 y 6 = 57/3 son dos tangentes al Polo.

e.) Tabla de valores y grdfico



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

1.14 Coordenadas Polares. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

63

Coordenadas Polares

Caso: r = g(6)
Sistema
=
r=2cosf
r = 2senf
r=1-2cos@
r=1+sen30
r=1-senf

r=2vcos20

51 Wolfram CDF Player

b
Tangentes al polo: 0 = —y8 = —
-

Tabla de Valores

6 |r=1-2cosf
-1

-073

0.

o

1,

NP WP oA

o
2

2.
273

3.
273

LR TV B (VR T U S .
E o Wl ol o = o ol
N

N
3 o
-

| Compartir | () (& W MGEE%@

Nota sobre tangentes al Polo.

Si f’ no estd definida en el cero 6 = « entonces no se pueden definir tangentes al

Polo para este valor del dngulo. Como ya indicamos, puede pasar que la derivada solo exista como un limite
unilateral o que dy/dx se tenga que calcular como una forma indeterminada en el caso de que f(x) = 0
y f’(«) = 0. Por ejemplo, la curva de ecuacién r = y/cos(20) tiene ceros en 6 = £7/4 pero su derivada

—sen(20)

1/(0) = ———= est4 definida solo si cos(20) > 0. Atn asi, la derivada existe como limite unilateral:

cos(20)

Figura 1.42: Las rectas 6 = £7/4 son tangentes al Polo.

Las rectas 0 = +7m/4 son “tangentes en el limite”, pues como

x =1(0)cosO
y=r1(0)senod

Entonces,
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- 20
dy L()sene + 1/cos(20) cos 0
dy go v'(8)sen®+1(B)cos®  y/cos(20) s
=49 =5 — ~ —sen(20 :
dx 77( T (9) cos 0 T(e) sen© L()COSG — COS(ZG) sen 0 !
do cos(20)

Ejercicios

@ 1.14.12 Realizar el grafico de las curvas cuya ecuacién se indica en la lista que sigue. Usar simetria, ceros,
valores maxomo de |r|, tangentes al Polo y una tabla de valores.

1. =2 4. r =3senb 7. r=4cos20
2. 6 =3m/4 5. 1r=2+4+3cos0 8. r=4sen20
3. r=23cosb 6. r=2—3cosb

Interseccion entre dos curvas

Si tenemos dos curvas C;: = g1(0) y C2: v = g2(0), si estas curvas se intersecan, entonces la ecuacién
g(9) = g2(0) podria darlos algunos puntos de intersecciéon entre ambas curvas y en algunos caso no todos
(debido a la no unicidad de las coordenadas polares). Si se yiene una representacion grafica, la podemos usar
como orientacion de los puntos de interseccién que se esperan.

Determine los dos puntos de interseccién entre las curvas Y
Ci:r=2y Cy: r=4sen(20), en el I cuadrante.

r = 4sen?20
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r = 4sen?20

Solucion: Como C;: r=2y Cy: v =4sen(20) entonces y
resolvemos 2 = 4sen(20)

2 = 4sen(20) = sen(20) = %

T—[+2k71
o = 6
2
e T
m— — + 2kt
0 = 6
2
De estas soluci irven 0= 2 y 0 = 20
e estasS soluciones, nos sirve = 12 y - 12

Ejemplo 1.53

Determine el tinico punto de interseccion, en el II cuadrante,

entre las curvas C;: 1 =1—2cos0 y Ca: r=2sen6. 9\

r=1-2cosf \\

:I
YRS

~ 1.57079

1 = 2sen(0)

Solucion: Como Cy: r=1—2cos0 y Cp: v =2sen6 entonces resolvemos 1 —2cos6 = 2sen6
1—2cos® = 2sen(0),
elevamos al cuadrado,
1—4cos0+4cos’0@ = 4sen?0
—3—4cos0+8cos’0 = 0,

hacemos sustitucién y resolvemos,

44 +/112
—3—4u+8u? = 0 - u=—
16
+ v
0 = arccos (416112>+2k7r
44+ /112
cos® =

16
44++/112
0 = —arccos BT + 2km
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De todas las posibilidades, en el II cuadrante el tnico punto de intersecciéon serfa 6; =

4 — /112

- 7| ~1.99%4
arc cos 14 99

Curvas especiales
Hay muchas curvas importantes que tienen una ecuacién simple en coordenadas polares. A continuacién
hacemos un resumen de algunas de estas curvas.

I I r T
2 2 2 2
H@O ﬂ@o H@O E@O
3 3 3n 3n
2 2 2 2
<1 2

4 1<229
b b

Figura 1.43: Caracoles r=a=+bcos6, a>0, b >

a a
N ~>
b b
0.

También son caracoles las curvas de ecuacién r = a & bsen 0, solo que “abren en direccion del eje Y”

I
2

ST

r
2

n=>2
3z 3 3
2 2 2
r = acosnf r = acosnf r = asinnf r = asinnf

Figura 1.44: Rosas de n pétalos si n es impar y de 2n pétalos si n es par

ST
S1E

a a

3 3 3 3n

2 2 2 2
r=acos 6 r=asin 0 r2 = a%sin 26 r2 = a?cos 26
Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata

Figura 1.45: Circunferencias y Lemniscatas
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2.1

2 — Secciones Conicas

Introduccion.

Las secciones cénicas son curvas se pueden obtener como curvas de intersecciéon
entre un plano y un cono. Las cénicas “propias” son la parédbola, la elipse y la hipér-
bola. La circunferencia es un caso especial de elipse. En coordenadas rectangulares,

una conica tiene “ecuacion general”

AX* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0. 2.1)

A A

at at

2.

Eje focal
I . - Eje focal
N e IR
| - - |

1 i\ 2 3 1 2

2t 2t
a.) Pardbolay? —4x —2y +5=0 b.) Elipse 2x>+2xy—4x+2y?—2y—4 =0 c¢.) Hipérbola2x> —6x —y>+y—1=0

Sin embargo, hay casos en los que esta ecuacién general no tiene soluciones (no hay lugar geométrico) o el
conjunto solucién es por ejemplo un punto o dos rectas. Estos casos especiales se llaman “cénicas degeneradas”.
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Usando la teoria de formas cuadraticas podemos obtener un criterio para clasificar las cénicas a partir de su
ecuacién general.

Teorema 2.1

Sea C la cénica de ecuacién Ax2+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0.Si A =4ACF—AE2—B2F+BDE—CD?,
entonces

a.) si B2—4AC =0y A #0, tenemos que C una parébola.
b.) si B2—4AC <0y A #0, tenemos que C una elipse.

c.) si BZ—4AC >0y A#0, tenemos que C una hipérbola.

Conicas con rotacion. El apéndice A trata varias maneras de identificar y/o parametrizar cénicas con rotacion.
Si tenemos una cénica “no degenerada”, de ecuaciéon
AX*+Bxy+Cy?’+Dx+Ey+F=0.

con B # 0, el “eje focal” no es paralelo a los ejes X ni Y y la cOnica presenta una rotacién respecto a estos ejes.
Esta rotacion se puede “eliminar” haciendo un cambio de variable que nos da una cénica de la misma clase, sin
rotacion, respecto al sistema X'Y’, es decir, la ecuacion respecto a este sistema tiene la forma.

Al (X/)Z + C’ (y/)z 4 D’ x’ + E’y’ + F' =o0.
Conica en posicion estandar. Si B = 0, el “eje focal” es paralelo al eje X o es paralelo al eje Y. En este caso
decimos que la conica estd en “posicion estandar”. La ecuacion de una cénica en posicién estdndar es

Ax?+Cy?’+Dx+Ey+F=0.

Si la coénica esta en “posiciéon estdndar”, completando cuadrados podemos obtener la llamada “ecuacién
canénica”. Con esta ecuacién es mas fécil clasificar la conica y obtener las caracteristicas més importantes de la
curva.

Preliminares

Completar el cuadrado. En el tema de conicas es muy ttil la “completacién de cuadrados” pues nos permite
reducir ecuaciones del tipo Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0 a una ecuacién m4s natural y con mas informacién.
Una manera de completar cuadrados es

2 2
ax?+bx+c=a <x—|—> ——+4c
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a.) Completar el cuadrado en 4x* — 8x

_8\2 (_§)72
Solucién: 4x>—8x = 4 (x+2 Z) _ (=8

= 4(x—1)2—4

b.) Completar el cuadrado eny? + 4y — 8

2
Solucién: y?>+4y—8 = <y+> — 8 = (y+2?2-12

Lugares geométricos. Informalmente, un “lugar geométrico” es el “rastro” o la “huella” que deja un punto
que se mueve de acuerdo a una ley especificada. En lo que a nosotros concierne, usaremos esta definiciéon: Un
“lugar geométrico” es el conjunto de todos los puntos (usualmente los puntos de una curva o una superficie)
que satisfacen algtn criterio o propiedad.

Ejemplo 2.2 (Lugar geométrico).

Una circunferencia en el plano es el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de un punto O Illamado “centro”.

Nos interesa la ecuacién en coordenadas rectangulares de la curva que se YA

forma: Una circunferencia de radio a estd formada por todos los

puntos (x,y) que estdn a una distancia “a” del centro O = (h, k).

Entonces L 0O g
Ivy)—(kll=a = /(x—h2+(y—k2=a h X

Figura 2.1: Lugar geométrico

— (x—h)?>+ (y—k)? = a?

La ecuacién (x —h)? + (y — k)? = a” es la versién en coordenadas rectangulares para una circunferencia
de centro (h, k) y radio a.
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2.2 La Pardabola

Definicion 2.1 (La pardbola como lugar geométrico).

En un plano, una parébola es el lugar geométrico de todos los puntos Q equidistantes de un punto fijo F
(lamado foco) y de una recta fija { (lamada directriz) que no contiene a F, es decir, d(Q,F) = d(Q, {).

Parébola como lugar geométrico:d(Q,F) =d(Q, {)

A Wolfram CDF Player

4
Directriz / J

Eje focal

Compartir|o Yy E
Figura 2.2: Pardbola I

Propiedad focal de la pardbola: En Fisica, la ley de reflexion establece que si un rayo de luz {; toca una
superficie pulida m en un punto Q, este rayo es reflejado a lo largo de otra recta ¢, de tal manera que si n
es la rectanormala m en Q, el &ngulo de incidencia « es igual al &ngulo de reflexiéon 3. Esta ley combina
muy bien con la llamada “propiedad focal” de la pardbola: La normal a la pardbola en cualquier punto Q de la
pardbola forma dngulos iguales con el segmento FQ (que corresponde a 1) y la recta que pasa por Q y es paralela al eje
de simetria de la pardbola (que corresponde a {5 ).

Aplicaciones. Las antenas utilizadas preferentemente en las comunicaciones via satélite son las antenas
parabdlicas. Las sefiales que inciden sobre su superficie se reflejan y alimentan el foco de la parabola, donde
se encuentra el elemento receptor (también podria ser un elemento emisor). Son antenas parabélicas de foco
primario. La propiedad focal de la parabola también se usa para el disefio de los focos de los automéviles, en
este caso se debe usar un lente para desviar la luz de tal manera que no afecte a los conductores que vienen de
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frente,

Directriz, eje, vértice y foco. La recta que pasa por F y es perpendicular
a L sellama “eje” o “eje de simetria”. El punto de la pardbola que esta
sobre este eje transversal se llama vértice y lo denotamos con V. Por la
definicién de la pardbola, el vértice estd a la misma distancia de la recta
¢ y del Foco. Esta distancia la denotamos con p

Ecuacion canénica.

De acuerdo al teorema 2.1 s, en Coordenadas reCtangu_ Parébola: Ecuacion general Ax?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, A#0, B> —4AC=0
lares, una pardbola tiene ecuacién general Wolfram CDF Player

Ax* +Bxy + Cy* +Dx+Ey +F=0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al
eje Y. En este caso, la pardbola presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacién se puede eliminar
(respecto a los nuevos ejes X', Y’) haciendo el cambio
de variable (ver apéndice A ).

Si B = 0, la conica estd en posicion estdndar y la
directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y. Compartr | @) (3 W

Figura 2.3: Parabola con rotacién: B # 0

Pardbola en posicion estandar: Directriz paralela al eje Y. Y
Si la directriz es paralela al eje Y y si V = (h, k), entonces
hay dos posibilidades: la pardbola abre a la izquierda o abre
a la derecha.

y_

En el caso de que la pardbola abre a la derecha, el foco es

F=(h+7pk)

Los puntos Q = (x,y) de la pardbola satisfacen d(Q,F) =
d(Q, ), es decir,

Vix=h=pP2+y—k? = x—h+p
(x—h=PP+(y—k? = (x—h+p)?

(y—k? = 4p(x—h)
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Como p > 0, entonces x > h como se espera. Asi, si la pardbola abre hacia la derecha, su ecuacion canonica es
(y—k)>=4p(x—h) con p>0.

En el caso de que la pardbola abra a la izquierda, el focoes F = (h—p, k). Los puntos Q = (x,y) de la pardbola
satisfacen d(Q,F) = d(Q, L). Procediendo como antes,

\/(x—h—i-]?)z—i-(y—k)z = x—h—p = (y—k)*=4p(x—h) con p=—p.

Como p = —p, el focoes F = (h+ p, k) nuevamente.

En ambos casos, la ecuacién simplificada es (y — k)> = 4p(x — h) donde p = [p|. Con esta notacién, si
p > 0, la pardbola abre a la derecha y si p < 0, la parabola abre a la izquierda. Esta ecuacién es llamada
ecuacién candnica o natural. Esta ecuacion es especial pues contiene la informacioén del vértice, el foco y la directriz.

Pardbola (y — k)? = 4p(x — h)

N e Q

pPip

h—p ; htp T >

Figura 2.4: Pardbola con directriz { : x =h —p, paralela al eje Y.

Ejemplo 2.3

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es
y?> — 6y —2x + 17 = 0. Ademas realice la grafica.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

Yy —6y—2x+17 = 0

_6\2 @
<y+2i> —4§1—2x+17 =0

(y—3P2-9—2x+17 = 0

(y—3)? = 2(x—4)
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e ElvérticeesV =(4,3)ycomo 4p=2 = p=1/2>0.
e La parabola abre hacia la derecha y tiene el focoen F = (4 + %, 3).

e La directriz es la recta de ecuacion £ : x =4 — . La gréfica se muestra en la figura.

YA i

I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

<

|
L _ o™

35 4 45 ;
Figura 2.5: Parédbola (y — 302 =2 (x—4)

Ejemplo 2.4

Hallar la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (—1,2) y que contiene los puntos (0,3) y (0,1).
Indique las caracteristicas principales y realizace la representacion grafica.

Solucion: Es conveniente hacer un dibujo y representar los
datos. De acuerdo a la figura a al derecha, lo que tenemos es
una pardbola que abre a la derecha y su ecuacién seria

(y—2)* =4p(x+1)

Para determinar p usamos el hecho de que el punto (0, 3)
estd en la pardbola y, por tanto, satisface la ecuacién: Susti-
tuyendo x = 0 y y = 3 obtenemos

1
(3-22=4p(0+1) = P=7

La ecuaci6n de la parabola es (y —2)? = (x + 1)

Observe que el otro punto (0, 1) solo lo usamos para establecer que la pardbola abre a la derecha.
Caracteristicas principales:

e Vértice (—1,2)

1
EF -1+, 2
° 0c0< +4,>
1

e Directriz: La recta vertical de ecuacion x = —1 — 1
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e a.) Interseccién conel eje Xen x =3
b.) Interseccién conelejeYeny=1y y=3

Pardabola en posicion estandar: Directriz paralela al eje X. De manera andloga al caso anterior, si la directriz es
paralela al eje X, entonces la ecuacion canénica de la pardbola es

(x—h)* =4p(y — k)

de tal manera que si p > 0, la pardabola abre hacia arriba y si p < 0, la pardbola abre hacia abajo. En resumen,
si la directriz es paralela al eje X o paralela al eje Y, y si el vértice es V = (h, k), la ecuacién candnica es

Pardbola (x —h)? = 4p(y — k)

Wolfram CDF Player

Y p<0;p=-p Y p>0; P=D J

> @

8 -2

Py

Campamr|° oy -

Figura 2.6: Pardbola con directriz { : y = k — p, paralela al eje X.

Hallar la ecuacién canénica, el vértice, el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es
2x? — 4x — 2y — 4 = 0. Ademés realice la gréfica.

Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos completar cuadrados.

2% —4x—2y—4 = 0

e ElvérticeesV=(1,-3)ycomo4p=1 = p=1/4>0.
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e Laparabola abre hacia la derecha y tiene el focoen F = (1, -3+ 1).

e La directriz es la recta de ecuacion £ : y = —3 — %.

e Intersecciéneje X: 2x> —4x —4 =0 = x =

1++V3

e Interseccibneje Y: —2y—4=0 = y=-2

La grafica se muestra en la figura. ;

4

Figura 2.7: Parabola (x — 1)? = (y+3)

Ejemplo 2.6

Y
Solucion: Dado que el vértice y el foco tienen igual abscisa, p=-1 A
el eje de la parabola es vertical, ademads las distancia entre el v
foco y el vértice es |p| =1 y como abre hacia abajo, p = —1. 14
Entonces la ecuacién candnica es, A ,lp =

b
—

(x+2)%=—4(y—4)

La directriz es la recta y = 5. La grafica se muestra en la
figura.

<Y

Hallar la ecuacién canénica de la pardbola con vértice en (—2,4) y foco en (—2,3). Realizar la gréfica.

Ejercicios

@ 2.2.1 Determine la ecuacién canénica de las siguientes parabolas,
1 y=2x*—4x+1.
2. 9y>—8x—-3=0
3. Y2 +2y —4x =7
4. X2 4+2x—2y+5=0

5. x2—y+2=0

@ 2.2.2 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (1,3) y foco en (2,3).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.3 La Elipse (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

@ 2.2.3 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con eje focal paralelo al eje X y que pasa por los puntos
(0/ 0)/ (_1/2) y (_2/ _2)

@ 2.2.4 Determine la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (—1,1) y directriz y = 0.
@ 2.2.5 Determine la ecuacién canénica de la pardbola con foco en (3,4) y directriz x =7.

@ 2.2.6 Determine la ecuacién canoénica de la pardbola con vértice en (2,3), eje focal paralelo al eje Y y que
pasa por el punto (4,5).

@ 2.2.7 Determine la ecuacién canénica y el foco de la pardbola (o las parabolas) que satisfacen simultdnea-
mente las siguientes condiciones:

a.) vértice en (2,0),

b.) contiene al punto P = (§,b) conb > 0,
c.) la distancia de P a la directriz es 10,
d.) eje de simetria paralelo al eje Y.

@ 2.2.8 Determine la ecuacién canénica y realice la representacion gréfica (incluye foco e intersecciones con los
. . oy ) . . y 47

ejes) de la pardbola con vértice estd en (5, —2) y cuya directriz es la recta de ecuacién x = 5
@ 2.2.9 Hay tres pardbolas que satisfacen simultdneamente las condiciones que siguen. Determine la ecuacién
canodnica de cada una de estas parédbolas y el valor de b en cada caso.

a.) Vérticeen (2,0),

b.) contiene al punto P = (b, 8) con b > 2,

c.) la distancia de P a la directriz es 10.

@ 2.2.10 En la definicién de la pardbola como un lugar geométrico se indica que el foco no esté en la directriz.
¢Qué pasa si el foco estd en la directriz?

b A
@ 2.2.11 Verificar que el vértice de la pardbola y = ax? + bx + ¢ es el punto <_2a' _4a> .

@ 2.2.12 Determine la ecuacion del lugar geométrico de los puntos Q del plano XY tales que equidistan del
punto (2,3) y de la recta de ecuacién x = 4.

2.3 La Elipse

Definicion 2.2 (La elipse como lugar geométrico).

En un plano, una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos Q cuya suma de distancias a dos
puntos fijos, F1 y Fp, (llamados focos), es constante (una constante mayor que d(Fq, F)). Si la suma es la
constante 2a, con 2a > d(Fy, Fp), entonces

d(QrF1)+d(QIF2) =2a I
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Parabola como lugar geométrico: d(Q,F;)+d(Q,F>) =2a con 2a > d(F},F,)

M
2a U © Wolfram CDF Player

g
d(Q,F1)4d(Q.F2) 4+4. 8 S

Compartirlﬁ K4 E

Propiedad focal de la elipse. La elipse también tiene una “propiedad focal” andloga a la de la parabola: La
normal a la elipse en cualquier punto Q de la elipse forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el segmento F2Q

Figura 2.8: Propiedad focal de la elipse

Como en el caso de la pardbola, también la propiedad focal de la elipse se usa para el disefio de focos para
automovil y de reflectores para las lamparas que vemos en el consultorio del dentista,

Eje menor, eje mayor, centro y vértices. Supongamos que los
focos de la elipse son F; y F,. Ademds, d(Q,F;) + d(Q, Fz) =2a
con 2a > d(Fy,F). La recta que pasa por los focos se llama
eje focal. Este eje focal corta a la elipse en dos puntos Vi, V;
llamados vértices. El segmento de recta que une los vértices se
llama eje mayor. El punto en la mitad del eje mayor se llama centro
de la elipse. El eje normal es el eje que pasa por el centro y es
perpendicular al eje focal. Este eje normal corta a la elipse en dos
puntos A y A’. El segmento que une estos dos puntos se llama
eje menot.
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De acuerdo a la definicién de la elipse, la distancia entre los
vértices es 2a y cada vértice estd a una distancia de a unidades
del centro.

Si la longitud del semieje menor es b, entonces como el tridngulo
AF1AF, es isOsceles, entonces d(A,F;) = a y se obtiene que la
distancia de cada foco al centro es ¢ con ¢? = a? — b.

Ecuacion canénica.

En coordenadas rectangulares, una elipse tiene ecuacién general

Ax* +Bxy + Cy*’ +Dx+Ey+F=0 con B>—4AC<0 y A#0

Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la elipse presenta una rotacion respecto a
estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X’, Y’) haciendo un cambio de variable (ver
apéndice A ). Si B =0, la cénica estd en posicion estdndar y el eje focal es paralelo al eje X o paralela al eje Y.

Elipse:  Ax? 4+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, con A# 0y B> —4AC < 0

13x2 9xy 73y? Wolfram CDF Player
S— 1 4
100 50 400 J
A o

\/

Compartir | o Y 4
1

Figura 2.9: Elipse con rotacién
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Elipse en posicion estandar: Eje focal paralelo al eje Y. En

YA
este caso, si el centro es (h, k), entonces F; = (h,k+¢c) y k+c
F» = (h,k —c). Los puntos (x,y) de la elipse satisfacen

d((X/U)rFl) + d((X/U)IFZ) =2q,

ke
es decir,

]{Z—Ct
V=24 (y —k+ e/ (x—h)2+ [y —k—c)? =2a

Ahora simplificamos la ecuacién,

2
<\/(x—h)2+(y—k+c)2>

@ —cly—k) =
elevamos al cuadrando,

2
<2a—\/(x—h)2+(y—k—c)2>

a\/(x—h)2+(y—k~l—c)z,

a* 4+ 2a’%c(y — k) + c?(y —k)?

a?(x —h)? + a®(y —k)? + 2a’c(y — k) 2¢?

+ a“c”,
sustituyendo ¢? = a* — b?,

(x—h)?  (y—k)?
—bz(y—k)2 = a?(x—h)?— a%b? ) + yaz

-

=1

x —h)? —k)? . . .
La ecuacién simplificada ( o2 ) e 5 ) = 1, se le llama ecuacion candnica o natural. Contiene toda la
a
informacion para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c, focos y vértices.

Eje mayor paralelo al eje X. En este caso, si el centro es

(h, k), entonces F; = (h—c,k) y F» = (h+c¢, k). Los puntos
(x,y) de la elipse satisfacen

d((X/U)/Fl) + d((X/y)/FZ) = 2(1/

es decir,

Vox—htc2+ (y—k2+/(x—h—e)? + (y—k)? = 2a.

h—c h h+e ™

Figura 2.10: Elipse con eje mayor paralelo al eje X
x —h)? —k)?
Como antes, la ecuacion simplificada queda ( ) =k

5 o 1. A esta ecuacion se le llama ecuacion
a
canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, la longitud c,
focos y vértices. En resumen,
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Elipse sin rotacion. “ a” es la longitud del semieje mayor

Wolfram CDF Player

(@=h?  w=—k?_ 4

a? b2

=<

Compartir|o o

Circunferencia de radio a. Formalmente, la curva que delimita un circulo se llama circunferencia. Por abuso del
lenguaje se habla de un “circulo de radio a”. La circunferencia es un caso especial de elipse en la que los focos
son iguales y coinciden con el centro de la circunferencia. En este caso, a®> = b? = a?. Por lo tanto, la ecuacién
de la circunferencia de un circulo con centro en O = (h, k) y radioa, es

(x—h)?  (y—k)?

2
+ =1 otambién (x— h)2 +(y— k)2 — a?

a? a2

h X
Figura 2.11: Circunferencia de radio a centra-

daen (h, k)

Hallar la ecuacion canénica de la elipse 4 x? + y> — 8x + 4y — 8 = 0. Realizar su gréfica identificando los
vértices, los focos y el centro.
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Solucion: Para hallar la ecuacién canénica debemos
completar el cuadrado de la expresién en ambas
variables x e y.

42 +y*—8x+4y—-8 = 0
4x? —8x+y>+4y—8 = 0
4x—17°+(y+2)?% = 16

(x—1)%  (y+2)
4 16

1

e Comoa?=16 yb? =4, entoncesa =4 yb =2.

El centro es (h, k) = (1, —2). La elipse tiene eje mayor paralelo al eje Y.

Ahora, ¢2 =16 —4 — ¢ =+/12. Los focos son (1, —2 + /12) y los vértices son (1, —6), (1,2).

Las intersecciones con los ejes son y ~ —5.46, y ~ 1.46, x =~ —0.73 y x =~ 2.73.

Ejemplo 2.8

Determine la ecuacién canénica y las caracteristicas més importantes de la elipse cuyo eje mayor tiene

extremos (—3,5) y (7,5) y cuyo eje menor tiene extremos (2,2) y (2, 8).

Solucion: El centro es el punto medio entre (—3,5) y (7,5),
es decir, (2,5). El semieje mayor mide a =5 y el semieje
menor mide b = 3.

e Como el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacién
canonica es,

(x—=2)*  (y—57* _
% T 9 -t

e Como c?2=25-9, entonces c =4 y los focos son (2 +
4,5). Los vértices son (2 +5,5). Las intersecciones con el
eje Yson y~225yy~775.

Ejemplo 2.9

Determine la ecuaciéon canénica de la elipse con focos en (2,5) y (2,3) y que contiene al punto (3,6).

Realizar la gréfica.

Solucion: Por la posiciéon de los focos, el eje mayor es paralelo al eje Y. Ademdas también de-
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2

ducimos que el centro es (h,k) = (2,4) y que ¢ = 1. Como ¢* = a? — b?, tenemos b? = a? — 1.

Hasta ahora tenemos que la ecuacién canénica es

__ )2 _4)2
(=22  (y—4)® _

b? a? 1

Como b? = a? —1 y como la elipse contiene al punto (3,6),
este punto satisface esta ecuacion, es decir,

(3—2)2 (6—4)
b2 + a?
1 4

—_— = 2:
e e 1 = a?=3++5

= 1,

—>
X

(x —2)? N (y —4)?
+v5 3445

Como b? = a2 — 1 > 0, la tinica solucién es = 1. Las intersecciones con el eje Y son

y ~ 3.46, y ~ 4.54.

Ejemplo 2.10

Determine la ecuacién de la circunferencia de radio 2 con centro en el vértice de la pardbola de foco (1, —1)
y directriz x = —3. Realizar la gréfica.

Solucion: Como el vértice de una pardbola estd a la mitad del
camino entre el foco y la directriz entonces (h, k) = (-1, —1).
La ecuacion de la circunferencia es

(x+1)2%+(y+1)7? =4

Las intersecciones con el eje X son x ~ —2.73 y x ~ 0.73.
Las intersecciones con el eje Y son y ~ —2.73 y y ~ 0.73.
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Ejercicios
@ 2.3.1 Considere la elipse a la derecha. Si se sabe que el punto

(—1/2, 5/4) esta en la elipse, determine su ecuacién canodnica,
sus focos y sus vértices.

YA

<Y

@ 2.3.2 En cada caso, obtener la ecuacién candnica de la elipse.

(y—1?%  5(x+2)?* x> vy
XZ x UZ ) .92

@ 2.3.3 Considere la cénica4x? + y? — 16x — 6y + 21 = 0. Realizar su gréfica identificando los vértices, los
focos, el centro y la interseccién con los ejes.

@ 2.3.4 Determine la ecuacion de la elipse cuyo centro esta en el origen, contiene al punto (—1,3) y uno de sus
vértices es (0,5). Realizar la gréfica.

@ 2.3.5 Determine la ecuacién canénica de la elipse con vértices en (3,1), (3,9) y eje menor de longitud 6.

Realizar la gréfica.

@ 2.3.6 Determinar la ecuacién canénica de la elipse si se sabe que es tangente a los ejes en el primer cuadrante
y uno de sus vértices es (8,2).

@ 2.3.7 Determine la ecuacién canénica y los demads elementos de la elipse con centro en (0,0), eje mayor
horizontal y los puntos (3,1) y (4,0) estadn en la elipse.

@ 2.3.8 Determine la ecuacioén candnica y los demds elementos de la elipse con centro en (2,1), longitud del eje
menor 2 ul y eje mayor vertical y de longitud 6 ul.

@ 2.3.9 Hallar la ecuacién canénica y los demads elementos de la elipse que tiene un vértice y un foco en comun
con la parébola y? + 4x = 32 y que tiene su otro foco en el origen.

@ 2.3.10 Determine la ecuacién canénica y los demads elementos de la elipse cuya suma de distancias a los
puntos (£3,0) es 16.

@2.3.11 Considere la conica de ecuacion 9y? + 16x? + 54y — 64x + 1 = 0. Verifique que se trata de una elipse e
indique sus caracteristicas principales.
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@ 2.3.12 Se tiene un circulo inscrito en un cuadrado tal y como se
muestra en la figura que sigue. Determinar el radio.

@ 2.3.13 Considere la cénica C de ecuacién x> — 4x + 8y + 12 = 0. Determine la ecuacién canénica y las
caracteristicas mas importantes, de la elipse que cumple simtltaneamente con las siguientes condiciones,

a.) Su centro coincide en el vértice de la cénica C
b.) La distancia entre sus focos es 4 y estdn en la recta x =2
c.) La distancia de un foco al vértice mds cercano es 3

@ 2.3.14 Determine la ecuacién canénica de la elipse que satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

a.) Elvértice V; de la elipse coincide con el foco de la pardbola de ecuacion (x — 2)? = —4y + 24.
b.) El vértice V, de la elipse coincide con el centro de la hipérbola de ecuacién x? — 4x — y? + 2y = —2.
c.) La elipse contiene el punto (1,2).

@ 2.3.15 En la definicién de la elipse como un lugar geométrico se indica que 2a > d(Fy, F2). ;Qué pasa si
2a < d(Fl, Fz) ?

2.4 La Hipérbola.

Definicion 2.3 (La hipérbola como lugar geométrico).

En un plano, una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos Q tales que el valor absoluto
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, F; yF,, (llamados focos), es constante
(una constante menor que d(Fy, F»)). Si la diferencia es la constante 2a, con 2a < d(Fy, F2), entonces
|d(Q1 Fl) - d(QI F2)| =2a

Hipérbola como lugar geométrico: d(Q,F)) —d(Q,F,) = 2a con 2a > d(F,F)

2a M 1
=) Wolfram CDF Player

[d(Q.F1)-d@QF2) 4 J

Cumpartirlo Y ™M I
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Propiedad focal de la hipérbola. La hipérbola también
tiene una “propiedad focal” andloga a la de la elipse y la
parabola: La normal a la hipérbola en cualquier punto Q de
la hipérbola, forma dngulos iguales con el segmento F1Q y el
segmentos Fp, Q

La propiedad focal de la hipérbola tiene varias aplicaciones.
Por ejemplo, en la construccién de telescopios.

Ejes, centro y vértices. Supongamos que los focos de la
hipérbola son F; y F,. Ademas, |d(Q,F1) —d(Q, F2)| =2a
con 2a < d(Fy, F2). La recta que pasa por los focos se llama
eje focal. Este eje focal corta a la hipérbola en dos puntos
Vi, Vo llamados vértices. El segmento de recta que une los
vértices se llama e¢je transversal o transverso. El punto medio
de este eje se llama centro de la hipérbola.

De la definicién de la hipérbola se puede deducir que la
distancia entre los vértices es 2a y cada vértice estd a una
distancia de a unidades del centro.

Si la distancia del centro a cada uno de los focos es ¢, como
¢ > a, podemos formar el tridngulo isésceles AV;V,A que
se muestra en la figura de la derecha. La altura de este trian-
gulo la denotamos con b. El ¢je conjugado es el segmento
AA’ (enla figura de la derecha) y mide 2b. Este segmento
pasa por el centro y es perpendicular al eje focal. Claramente,
este el semieje conjugado tiene longitud b vy, por pitagoras,

c? = a® + b2

Ecuacién candnica.

En coordenadas rectangulares, una hipérbola tiene ecuacion general

Ax?+Bxy+ Cy’+Dx+Ey+F=0 con B2—4AC>0 y A#0
Si B # 0, el “eje focal” no es paralelo al eje X ni al eje Y. En este caso, la hipérbola presenta una rotacién
respecto a estos ejes. La rotacion se puede eliminar (respecto a los nuevos ejes X/, Y’) haciendo un cambio de

variable (ver apéndice A ).

Si B =0, la conica estd en posicién estdndar y la eje focales paralelo al eje X o paralela al eje Y.
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Hipérbola: Ecuacién general Ax?+ Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0, con A#0y B> —4AC >0

Wolfram CDF Player

12x2 5xy 2y?
nlal it At A
1 9 11

A

Figura 2.12: Hipérbola con rotaciéon

Hipérbola en posicion estdndar: Eje focal paralelo al eje X. En este caso, Y
si el centro es (h, k), entonces F; = (h+¢,k) y F, = (h —c¢,k). Los
puntos Q = (x,y) de la hipérbola satisfacen

|d(QI Fl) - d(Q; F2)| =2a,

es decir,

‘\/(x—h+c)2+(y—k)2—\/(x—h—c)2+(y—k)2 ~2a

Para simplificar un poco el «calculo, supongamos que

d(Q,F) — d(Q,F2) > 0 (el otro caso es es totalmente similar), (R
entonces

2 2
<\/(xh+c)2+(yk)2> - (Za\/(xhc)2+(yk)2>,

c(x—h)—a*> = a\/(x—h—C)2+(y—k)2,

elevamos al cuadrado,

(2—a®)(x—h)?—a*(y—k)? = d’*(c*—a?),
(x—h)?  (y—k)?
2  2-az 1

—h 2 —k 2
— a2, la ecuacién simplificada seria (x 5 ) — Wy 5 )
a

2

Poniendo b? = ¢

= 1; esta ecuacion se le llama

ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud de los semiejes, c, focos y

vértices.
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Hipérbola en posicion estandar: Eje focal paralela al eje Y. YA
En este caso, si el centro es (h, k), entonces F; = (h,k —c¢) (h,k +c)
y F2 = (h,k 4+ c). Los puntos Q = (x,y) de la hipérbola
satisfacen

|d(Q, F1) — d(Q; F)| =2a,

es decir,

’\/(x—h)z—l—(y—k+c)2—\/(x—h)2+(y—k—c)z =2a.

Como antes, la ecuacion simplificada queda

(h,k —c¢)

(y—k)? (x—h)?
a2 b2

=1.

A esta ecuacion se le llama ecuacion canonica o natural. Contiene toda la informacién para determinar la longitud
de los semiejes, c, focos y vértices.

Asintotas de la hipérbola. Consideremos las ecuaciones canénicas de la hipérbola. Para determinar las asintotas
oblicuas de la hipérbola se necesita despejar y en ambas ecuaciones y analizar el comportamiento “asintotico
de la funcién” para x suficientemente grande. Informalmente,

(y—k)? (x—h)? a ) ) a i
— = = — — ~ — — :l:
2 ~ 1 = y=k=+ o (x—h)?+b? — y~k+ o (x—h) si x—+oo

o 2 —k2
(x 2h) -y 2) -1 — y:kig (x—h2—a2 = UNkiE(x—h) si x— Foo
a b a a

Teorema 2.2 (Asintotas de la hipérbola).
(y —k)? _ x= h)?

a2 b2
tiene asintotas tiene asintotas

La hipérbola de ecuacién =1 La hipérbola de ecuacién

a b
y=k=*-(x—h) =k+—(x—h
b y a(x )

Y=
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b b
Para probar el teorema se requiere verficar, por ejemplo, que lirer\ k£ 2 (x —h)2—a? — (ki . (x—h)) =0.
X—00

Este limite es del tipo 0 - co y se resuelve reacomodando el limite como el limite de un cociente y aplicando
luego la regla de L'Hospital.

En resumen,

Hipérbolas.
Wolfram CDF Player
J
(z —2h>2 (y —2%)2 _ (y—h? _(@—h?_,
a b a2 b2

YA YA
k+c9

-1~ k+ast

|
k ?=a’®+b? k
V5

y >
Y

TT
1
Q2
AN
|
S9------- T
/

h—¢ hea h hia hte
Compartir|o R

Identifique y trace la gréfica de la cénica de ecuacién 4y? — 9x? + 36x — 24y — 36 = 0, indicando centro,
vértices, focos, asintotas e interseccién con los ejes.
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Solucion: Completando cuadrados obtenemos

4y —3)2—9(x —2)> =36
por lo que la ecuacién canénica es

(y—3? (x—2)

=1
9 4

Se trata de un hipérbola con eje transversal vertical y cen-
troen(2,3). Comoa =3yb = 2 entoncesc = v13. Los
vértices sonv; = (2,0) y v = (2,6) y los focos sonF; =
(2,3 —+/13) yF=1(2,3+ v/13). Las intersecciones con los
ejessy~ —124, y~=724 y x=2.

Hallar la ecuacion candnica, los focos, los vértices
y las asintotas de la hipérbola cuya ecuacién es
9x2 —y? —36x — 6y + 18 = 0. Realizar la grafica. Y,

Solucion: Completando el cuadrado en ambas variables,

9(x*—4x+4—4)—(yY>+6y+9-9)+18 = 0
9(x—2)>—(y+3)?% = 9

(x—-2° (+3° _ |
1 9 B

Por tanto, el centro estd en (2,-3), a = 1, b = 3y
2=a?+b? = =10 = c=10

Los vértices estan en (1,—3), (3,—3), los focos en (2 +
v10,-3) y las asintotas son y = +3(x —2) — 3. Las intersec-
ciones con los ejes son y ~ —8.19, y ~ 2.196, x ~ 0.58 y
x ~ 3.41.
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Ejemplo 2.13

Hallar la ecuacion canénica de la hipérbola con n

vértices en (3,—5) y (3,1) y asintotas y =2x -8 y

y = —2x + 4. Ademas calcule los focos y realice la N

gréfica.

Solucion: Como los vértices son vértices en (3, —5) y N2/

(3,1), el centro es (3, —2). Ademads, la hipérbola tiene

eje transversal vertical y a = 3. Por otro lado, por el

teorema de las asintotas,

a a
™ b 2 2
Por tanto, la ecuacién candnica es
y+2° (x-3°_,
°o 9
1
El valor de c esta dado por
4
CZZaz+b2:>c2:—5:>c:73\f5
4 2
Los focos estan en (3, —2 — 3*75) y (3, —2+ %). Las intersecciones con el eje Y sony ~ —8.70, y =~ 4.70.
|

Ejercicios

@ 2.4.1 Determine la ecuacién canénica y los demés elementos de las hipérbolas de ecuacién
1. 36x* — 64y? = 2304

2. x2—2x—y?>—6y+9=0

9 6y y?
3. 44D Y g

5+ X + X 5 5

4% 16x Y2 2
S T N
R A T

@ 2.4.2 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola con focos en (1,4) y (1,—4) y con a = 3.

@ 2.4.3 Determine la ecuacion canénica de la hipérbola con centro en (—4,1) y un vérticeen (2,1) y semieje
conjugado de longitud 4.

@ 2.4.4 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola de ecuacién 9x? — 16y? — 18x — 64y — 199 = 0.

@ 2.4.5 Determine la ecuacién candnica de la hipérbola con vértices en (0,2) y (6,2) y asintotas
y=2/3x \Ny=4—-2/3x.
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@ 2.4.6 Determine la ecuacién canénica de la hipérbola que contiene al punto (4,6) y cuyas asintotas son
Y= i\/§ X.

@ 2.4.7 Determine la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y que contiene los puntos (3,1) y (9,5).
@ 2.4.8 Determine la ecuaciéon canoénica y realice la representacion gréfica de la hipérbola cuyo eje focal es
paralelo al eje X, el centro es (2,0), una asintota tiene ecuaciéon y = 2x — 4 y un foco estd a una distancia de v/5
unidades del centro.
@ 2.4.9 Determine la ecuacion canénica de de la hipérbola que satisface simultaneamente las siguientes
condiciones,

a.) El centro de la hipérbola coincide con el vértice de la pardbola de ecuacién y? — 2y + 8x + 17 = 0.

b.) Uno de sus focos se ubica en (3,1)

c.) Uno de sus vértices se ubicaen (1,1).

Realice la gréfica e indique sus principales caracteristicas.

2 2
@ 2.4.10 Determine el tipo de cénica representada por la ecuacion % + kg 6= 1 en los casos
1. Sik>16
2.8510<k<16
3.S5ik <0

@ 2.4.11 Determine la ecuacion candnica y las caracteristicas de la cénica que contiene a los puntos P = (x, y)
para los cuales [d(P,A) — d(P,B)| =2 donde A = (—3,0) y B = (-3, 3). Realizar la grafica.

@ 2.4.12 Realice el dibujo de la seccién cénica de ecuacién 9(x —1)? — (y + 1)2 = 9. Indique ademés todas sus
caracteristicas.

@ 2.4.13 En la definicién de la hipérbola como un lugar geométrico se indica que 2a < d(Fy, F2). ;Qué pasa si
2a > d(Fy,Fp)?
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3.1

Espacio tridimensional. Coordenadas cartesianas.

Una vez que se ha especificado una unidad de medida, un nimero x € R puede ser usado para representar un
punto en una linea, un par (x,y) € R? se puede usar para representar un punto en un plano,

YA
(z,y)
Yp !
0 z Ty
(a) Punto en una linea (b) Punto en el plano
De manera anéloga, un triple (x,y,z) € R® se puede usar para representar LC L IGEL

un punto en el espacio tridimensional. Tomamos un punto fijo cualquiera O,
llamado origen, y tres planos distintos, mutuamente perpendiculares, que pa-
san por O. Los planos se intersecan en pares en tres rectas (ejes) mutuamente
perpendiculares que pasan por O llamadas X, Y y Z. Para hacer la repre-
sentacién en un plano podemos trazar el eje Y y el eje Z de frente y la parte
positiva del eje X se representa en una direccién aproximadamente sur-oeste,
para simular profundidad (perpectiva). Dibujamos (x,y) en el plano XY vy,
desde este punto, dibujamos un segmento paralelo al eje Z y orientado de
acuerdo al signo de z y de longitud |z|, como se muestra en la figura.

Los puntos en el eje X tienen coordenadas (x,0,0), x € R, los puntos en el eje Y tienen coordenadas
(0,y4,0), y € R ylos puntos en el eje Z tienen coordenadas (0,0,z), z € R. En la figura que sigue se
muestran cinco ejemplos de puntos en el espacio.
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Wolfram CDF Player

z Zf $,

3‘»(07073) 31

(0,1,0),

Figura 3.1: Puntos (2,0,0), (0,1,0), (0,0,3),(2,1,3) y (2,—1,0).

Planos XY, XZ y YZ. Hay tres planos que contienen un par de ejes coordenados: El plano XY es el plano que
contiene el eje X y el eje Y, el plano XZ es el plano que contiene el eje X y el eje Z y el plano YZ es el plano
que contiene el eje Y y el eje Z.

Wolfram CDF Player
A

A

7 4\ 7 7 J?\

T

Figura 3.2: Planos XY, XZy YZ

El primer octante. Los planos XY, XZ y YZ dividen el espacio en ocho partes llamadas octantes. El primer octante
corresponde a la parte positiva de los ejes.

Wolfram CDF Player

Y
X

Figura 3.4: Primer octante

Figura 3.5: Habitacion en el primer oc-
tante

Comparic | Q) ®

Figura 3.3: Octantes
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Vistas isométricas de un punto. Considere el punto Py . = (a,b,c) en el espacio tridimensional, se define Ia
vista de este punto en el plano XY como el punto P, = (a,b,0). Andlogamente se define la vista en el plano
YZ como Py, = (0,b,c) ylavista en el plano XZ como Py, = (a,0,c). Estas vistas también se denominan
“proyecciones perpendiculares” del punto en el plano respectivo.

Z Z
c ™~
\TPI7y7Z
|
|
I
a . L b
Xﬁ >~ &Y X ¢ Tl b&
ﬁ h g
Px?y Y
Punto P, , . Proyeccién sobre XY
Z Z
Cl—--_, P,. P, . —€
f |
;' |
; |
X S X ;L o
£ by P %
Proyecciéon sobre Y Z Proyecciéon sobre X Z

3.2 Funciones escalares de dos variables

Definicién 3.1
Una funcién escalar de dos variables f : RZ — R con dominio D C R?, asigna a cada par (x,y) € D, un
tnico nimero real denotado con f(x,y). El grafico de f esel conjunto Gf ={(x,y,z) : x,ye D y z= I

f(x,y)}

La representacion grafica de f en un dominio D, corresponde a la representacion de todos los puntos (x,y, z)
que satisfacen la ecuacién z = f(x,y) o F(x,y,z) =0, con (x,y) € D.
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y2

2
Superficie S: z = cos (X— + —) +2 enel dominio D = [0,1] x [0, 1]
2 2 Wolfram CDF Player

. 4

Compartir|o R 4 M

x2

Figura 3.6: Representacion grafica de la superficie S: z = cos (2 + %2) +2 eneldominio D =[0,1] x [0,1]

El criterio (férmula) que define a f puede ser explicito o implicito. Para hablar de una funcién de dos
variables se escribe z = f(x,y) o F(x,y,z) = 0. Es usual asociar la representacion grafica de f con su ecuacién
y hablar informalmente de “la superficie” S de ecuacién z = f(x,y), o brevemente, “la superficie S : z = f(x,y)”

Ejemplo 3.2

e Forma explicita: Sea S: z = x? +y? o equivalentemente S: f(x,y) = x* +y2.
a) f(1,2) =12+22=5 = (1,2,5) € S
b.) f(0,3)=0>+32=9 — (0,3,9) € S

e Forma implicita: Sea S : x> 4+y?+2z? =1, entonces S: F(x,y,z) =0 con F(x,y,z) = x> +y?+22—1 =0.
a) Como 124+024+02—1=0 = F(1,0,00=0 = (1,0,0) € S

b)Si(1,1,z) €S = 1?+124+22-1=0 = z=+1

Dominio y representacién grafica del dominio

Como en funciones de wuna variable, el dominio madaximo de f es el conjunto de
puntos  (x,y) € R? tal que z = f(x,y) esté bien definida. Escribimos D¢ =
{(x,y) € R? talque Jz€ R con z= f(x,y)}. En el caso de funciones definidas de manera im-
plicita, tenemos D¢ = {(x,y) € R> talque Jz€ R con F(x,y,z)=0}.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.2 Funciones escalares de dos variables (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 99

Ejemplo 3.3

El dominio de la funciéon z =

— 2
m es Dy = R* —{(0,0)}

Figura 3.7: Dominio D¢ = R? —{(0,0)}
|

Representacién gréfica de dominios definidos por desigualdades. El dominio de una funcién f : R2—R es a
veces una region en el plano, definida por desigualdades y por igualdades. Para hacer la representacién grafica
del dominio de f, necesitamos dibujar regiones con ecuaciones del tipo x > g(y), x > g(y), x < g(y), x < g(y)
oy <h(x),y<h(x),y>h(x),y=h(x)

YA

A

>
, X

Figura 3.8: Representacién de regiones definidas por desigualdades

Ejemplo 3.4

Determine el dominio de la funcién z =

VEEYET g

realice la representacion gréfica de este
In(x2 —y) y 1% g

dominio.

Solucion: El dominio de esta funcién esta conformado por pares ordenados (x,y) que satisfacen las
siguientes restricciones:

e Para v/x —y+ 1 necesitamos x —y+1 >0
e Para ,/y necesitamos y > 0
e Para In(x?> —y) necesitamos x> —y #1 A x> —y >0

Dominio: DZ:{(X,y)ERZ tal que x—y+l>0,y>0,x2—y>0/\x2—y7é1}
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regiones.

® Region 1:

* Region 2:

* Region 3:

x—y+1=>0

y=0

XX—y#1 A x2—y>0

El borde es la recta

Regioén 1:

El borde es la recta

Region 2:

Representacion grdfica. Para realizar la representacion gréfica del dominio debemos realizar la repre-
sentacion gréfica de cada una de las regiones que se indican y obtener la interseccién de estas tres

Elbordeeslarecta y=x+1

Region1l:  y<x+1

Elbordeeslarecta y=0

Region2: y >0

Elbordeeslacurva y=x

Region3: y<x

Eliminar la curva y=x*—1

y=x+1
y=x+1 .
y<x+1 ‘
y=0 ;
y=0 ‘ y=0
1 2 3>X
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Elbordeeslacurva y=x
Region3: y<x? .

Eliminar lacurva y=x*-1 |

yew: |

Figura 3.9: Representacién grafica del dominio de la funcién

Ejemplo 3.5

2
Determine y realice la representacion grafica del dominio de la funcién f(x,y) = In(x—y?) +1/1— y2 — %

2
. . X .
Solucion: Necesitamos que x — y2 >0yque 11— yz ) > 0, es decir,

2
D¢ = {(X,y)GRZ talque x>y*> y y2+ngl}

Representacion grdfica: El dominio de f es la interseccion de la region x > y? (region a la derecha de la
2 2

parabola x = y?, sin incluirla) y de la region y2 + % < 1 (el interior de la elipse y2 + % =1 incluyendo

la elipse).



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.2 Funciones escalares de dos variables (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 102
y Y YA
/"’
,/
l”
x>y
) X
\
\
\\
~
\\\\
Figura 3.10: Dy = {(x,y) € R* talque x>y* y
En la figura que sigue aparece la superficie y su dominio.
7
X
2
Figura 3.11: Suerficie f(x,y) = In(x —y?) + /1 —y2 — > y su dominio
|

Ejercicios

Vix—4)2+y2 -1
Xy

@ 3.2.1 Considere la funcién f(x,y) . Indique el dominio méximo de f y realice la

representacion gréfica.

Viy+1)2—x—1

@ 3.2.2 Considere la funcién f(x,y) = . Indique el dominio méximo de f y realice la

log(x —y)
representacion grafica.
. ., 3y—6x+3 . .. . )
@ 3.2.3 Considere la funcién f(x,y) = TR Indique el dominio maximo de f y realice la representa-
cién grafica.
\/1—x2— 94—2
@ 3.2.4 Considere la funciéon f(x,y) = I + /x —y. Indique el dominio maximo de f y realice la

representacion gréfica.
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3.3 Curvas y Superficies en R? en coordenadas cartesianas.

Nos interesan las superficies de ecuacién z = f(x,y), es decir, las superficies formadas por los puntos (x,y, z)
que satisfacen la ecuacion z = f(x,y) o también en la forma F(x,y,z) = 0.

A veces decimos “superficie de ecuacién (explicita) z = f(x,y) ” o “superficie de ecuacién (implicita) F(x,y,z) =
0”. Unbosquejo de una superficie se puede hacer con un conjunto de curvas; a estas curvas se les llama ‘trazas’ o
‘cortes verticales y horizontales’. En esta seccién vamos a ocuparnos con superficies simples: Planos, superficies
cilindricas y superficies cuadricas.

Curvas en el espacio.

Hay curvas en el plano XY que se pueden describir por medio de una ecuacién cartesiana F(x,y) = c. Por
ejemplo, una circunferencia de radio a tiene ecuacién: x* + y2 = a2. Desde este punto de vista, una curva C
definida por esta ecuacion es un conjunto de puntos, a saber,

C={(xy) € R?|F(x,y) =c}
Las curvas en R® podrian ser definidas por un par de ecuaciones (como interseccién de dos superficies),

Filx,y,z) =c1; FaAxy,z)=cy,

Curvas en los planos XY, XZ y YZ. Es usual asumir que una curva de ecuacién F(x,y) = 0, estd en el plano XY.
En el espacio tridimensional indicamos la ecuacion de la curva y el plano dénde esta curva “vive”. En general,
“F(x,y) = 0; z = 0” es la ecuacién de una curva en el plano XY. De manera analoga, “F(x,z) = 0; y = 0”
corresponde a una curva en el plano XZ y “F(y, z) = 0; x = 0” corresponde a una curva en el plano YZ.

Ejemplo 3.6
x—1)2 (z+1)?

a.) Un elipse de ecuacién (  t 9 = 1 (enel

Wolfram CDF Player
//’\

plano XZ), en el espacio tridimensional tendria ecua-
cion 5 )
(x —1) (z+1)
=1, =0.
i 9 Y

Ccmpartir\o L 4 M
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b.) Una circunferencia en el plano XY, de radio a y cen- Wolfram CDF Player
trada en el origen, tiene ecuacién cartesiana x2 4+ yz = A 4\ %
a?. En el espacio tridimensional tendria ecuacién

Y
a
X a
Compartir | @) (B W ™
||
Ejemplo 3.7
Realizar la representacién gréfica, en el espacio, delacurva C; : x+y =3, z=0
Solucién:
Lacurva C : x+y =23; z=0, corresponde a una recta en el plano XY. Interseca al eje X en x =3 yal
eje Yeny=23.
Y Wolfram COF Player
r+y=3; 2=
' — s
-1 12 3\ % 3
-1t Compartir| @) (3 W M
Figura 3.12: Recta x +y = 3 en el plano XY Figura 3.13: Recta x +y = 3 en el espacio tridimensional
||
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Ejemplo 3.8

Realizar la representaciéon grafica, de la curva Wolfram C/DF Rl2yer
C: (x—22+(z—22=1;y=0. z) J
. =0
(@— 2 — D =Y
Solucién: Lacurva C : (x—2)2+(z—2)2=1;, y=0
corresponde a una circunferencia de radio 1 en el
plano XZ. Su centroes (2,0,2). 2
>\
X /
Compartir I+I<Ed M
|
Ejemplo 3.9
Realizar la representacion gréfica, en el espacio, de la ‘”°""‘"j;‘ Flaye!
curva Cs :z:2—y2; x = 0. z
Solucion: La curva Cj esla pardbola : y>=—(z—2)
(concava hacia abajo) en el plano YZ. El vértice es
(0,0,2) einterseca al eje X en x = V2 y X = /2.
comparir | @) (B W
|

Ejercicios

@ 3.3.1 Realizar la representacion gréfica, en el espacio, de las curvas
1. z=4—%% y=0.
2. (z—2)2+(y—2)%2=4; x=0.

(y—1)2

1 +x2=1;, z=0.
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7. Y2 —x*=4; z=0.

@3.3.2 ;Es (x —1)2 + (y +2)2 + 2> = 0 la ecuacién de una curva?

Planos

Posiblemente los planos son las superficies més sencillas de dibujar. La ecuacién cartesiana de
un plano es ax + by + cz = d con con a? + b% + ¢? # 0 (se prohibe el caso a = b = ¢ = 0).
~.,  Para realizar la representacion grafica de un plano TT nos basamos en el hecho de que si P, Q
/ son dos puntos en este plano, entonces la recta (o cualquier segmento de ella) que contiene a
estos puntos, esta en el plano. En la practica necesitamos al menos dos segmentos de recta para
dibujar una parte del plano, mediante un tridangulo o un paralelogramo.

Planos de ecuacién cartesiana con dos variables ausentes.
La ausencia de variables en la ecuacion solo significa que estas variables tienen coeficiente nulo y, por tanto,
estas variables pueden tomar valores arbitrarios.

Por ejemploel plano IT: 0-x+0-y+2z =2 esel plano z = 2, es decir, T ={(x,y,2) : x,y € R}. De aquien
adelante,

e Elplano x = a esel plano 1T ={(a,y,z) : y,z€ R}
e Elplano y =b esel plano TT={(x,b,z) : x,z€ R}

e Elplano z =c esel plano T ={(x,y,c) : x,y € R}.

Ejemplo 3.10

El plano TT: z = 0 lo constituyen todos los puntos de la
forma (x,y,0) con x,y € R arbitrarios, es decir, el plano
z =0es el plano XY.

Wolfram CDF Player

Compartir | @) (& W M
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Ejemplo 3.11

a.) Dibujar el plano z = 2.

Solucion: El plano z = 2 lo constituyen todos los
puntos de la forma (x,y,2) con x,y € R arbitrarios,
es decir, es un plano paralelo al plano XY que pasa
por la coordenada z = 2.

b.) Dibujar el plano y = 3.

Solucion: El plano TT: y = 3 lo constituyen todos
los puntos de la forma (x,3,z) con x,z € R, es decir,
es un plano paralelo al plano YZ que pasa por la
coordenada y = 3.

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Compartir| @) (& w M

Planos de ecuacion cartesiana con una variable ausente.

Cuando hay una variable ausente (i.e., una variable con coeficiente nulo), el plano esta ‘generado’ por la recta

determinada por las variables presentes.

Ejemplo 3.12

a.) Dibujar el plano x +y = 2.

Solucion: El plano TT: x +y = 2 es el conjunto de
puntos
{xy,z) : x+y=2,z€ R}

Las coordenadas x e y estin sobre la recta
x+y =2, z=0 ylacoordenada z es arbitraria.

Wolfram CDF Player

oo @ ® w
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b.) Dibujar el plano y + z = 3. Weitrarm CoE Fever
: 4

Solucion: El plano TT: y + z = 3 es el conjunto de
puntos
{xy,z) :y+z=3,xc R}

Las coordenadas y y 2z estdn sobre la recta
y+2z =23, x =0 ylacoordenada x es arbitraria.

Compari | @ @ W

Planos de ecuacion cartesiana sin variables ausentes. Podemos distinguir entre los que pasan por el
origen y los que no.

Una forma sencilla para dibujar planos que no contienen el origen consiste en determinar la interseccién
del plano con cada eje coordenado y trazar los segmentos de recta que unen estos puntos (estos segmentos
estdn contenidos en el plano). En caso necesario, se pueden extender dos de estos segmentos y formar un
paralelogramo.

Los planos que pasan por el origen se pueden dibujar determinando un par de rectas en el plano (al anular una
variable en la ecuacién cartesiana del plano se obtiene la ecuacion de una recta contenida en el plano).

Ejemplo 3.13

Dibujar el plano 4x — 4y +2z =4 -

Wolfram CDF Player
4

j\

Solucion: El plano interseca a los ejes coordenados en

x =1, y=—-1y z = 2. Podemos usar el segmento
quevade x =1 ay = —1 y el segmento que va de
y = —1 a z = 2. Con estos dos segmentos podemos

dibujar un paralelogramo.

Plano
da—4y+22=14

Planos que contienen el origen. Para dibujar planos que contienen el origen se anula una de las variables y
se dibuja una primera recta resultante en el plano correspondiente. Luego se anula otra variable y se dibuja
una segunda recta en el plano correspondiente. Tomamos dos segmentos, uno en cada recta y formamos un
paralelogramo.
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Ejemplo 3.14

Dibujar el plano x +y —2z = 0.

Wolfram CDF Player

Solucion: El plano x +y — 2z = 0 pasa por el origen.

e Siy=0,larectax+0—-2z=0;,y=0 estaenel T — 2z =0;
plano. y =0
Carsy

e Six=0,larecta 04+y—2z=0; x =0 estd en el Y7z
plano.

Y
Podemos wusar un segmento de la recta X
x —2z = 0; y = 0 y un segmento de la recta =~ ooVl

y —2z =0; x =0, para dibujar un paralelogramo que
represente al plano.

Ejercicios
@ 3.3.3 Dibujar los planos que se indican a continuacién:
1. 2z+y=2
2. x=2
3. x—y—z=0
4. x+y—z=2
5 2x+2y+2z=2

@ 3.3.4 Dibujar el plano 4x — 4y + 2z = 4 en el primer octante.

Superficies cilindricas o “cilindros”.

El término “cilindro” tiene varios significados relacionados y puede ser un concepto algo confuso. La
palabra “cilindro” probablemente evoque la imagen de un cilindro circular recto, pero en calculo en varias
variables un cilindro (cilindro generalizado) se refiere a una superficie generada por una curva: Un cilindro
es una superficie formada por una familia de rectas paralelas, llamadas generatrices, que pasan por los
puntos respectivos de una cierta curva directriz. Si la directriz vive en un plano y si la generatriz es perpendi-
cular a este plano, el cilindro se le dice “cilindro recto”. Un cilindro es un caso particular de una superficie reglada.
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En este libro solo se consideran cilindros (generalizados) de

ecuacion r(t,s) = c(t) + s - ¢; te ] s e R donde c(t) es e
la parametrizacion de una curva que estd en alguno de los &
plano XY, YZ o XZ y € es un vector perpendicular al plano

correspondiente.

Es decir, en nuestro caso, las superficies con ecuacién en dos de las tres variables x,y y z van a ser cilindros
rectos, con recta generatriz paralela al eje asociado con la variable ausente (en este libro, la recta generatriz es el
eje asociado a al variable ausente!). Por ejemplo, el cilindro de ecuacién z = 1 —x? tiene generatrices paralelas
al eje Y mientras que el cilindro y? + (z — 1)2 = 1 tiene generatrices paralelas al eje X.

Ejemplo 3.15

Para dibujar el cilindro de ecuacién z = 2cos(x) + 2 primero dibujamos la curva de ecuacién z =
2cos(x) +2; y =0. Luego, seglin nuestro convenio, la superficie cilindrica z =2 cos(x) + 2 tiene recta
generatriz paralela al eje Y.

Wolfram CDF Player

z j\

Cilindro
z=2cosx + 2

Comnamr\o [CE A
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Ejemplo 3.16
Wolfram CD/F Player

El cilindro de ecuacién z = 2 — x“ es una superficie 5 4
cilindrica generada por la pardbola z =2 —x?,y = 0; | z=2-a%y=0 g
con recta generatrices paralelas al eje Y.

2

Compartr | @) ® W 2
|
Ejemplo 3.17
—4 2 _2)2
Dibujar el cilindro de ecuacién x 1 ) + y 1 63) =1.

L : =4 y-32
Solucion: La superficie cilindrica generada por la elipse de ecuacién 1 T = 1 tie-
ne su recta generatriz paralela al eje Z.

Wolfram CDF Player
(x—4)? (-3 _
n + T 1,ze R
Y
X
cccccccc 10O YM
|

Ejemplo 3.18

Dibujar el cilindro de ecuacion (y —2)? + (z —2)2 = 4.

Solucién: La superficie cilindrica generada por la circunferencia (y —2)? + (z —2)? = 4 tiene su recta
generatriz paralela al eje X.
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Wolfram CDF Player

(y—22%2+(2—-22=4;2=0. j\

compartir| @ (& W [

3.4 Superficies cuadrdticas.

Rotar una cénica (no degenerada) alrededor de su eje focal, por ejemplo, produce un caso especial de un
conjunto mds general de superficie llamadas superficies de sequndo orden. Estas superficies satisfacen una
ecuacion de segundo grado en x, y y z y también son llamadas superficies cuadrdticas o cuddricas [17].

La curva de interseccién entre un plano y una superficie cuadratica es una cénica. Hay 17 tipos estandar de
cuddricas, algunas de ellas son: paraboloide, esfera, esferoide, elipsoide, cono, hiperboloide, cilindro, cono
eliptico, cilindro eliptico, hiperboloide eliptico, paraboloide eliptico, etc.

Aqui solo consideramos cuddricas en posicién estdndar (sin rotacién). Estas superficies tienen ecuacién

Ax? +By? + Cz2 4+ Dx+Ey+Fz+ G =0.

Curvas de nivel y trazas.

Si S es una superficie en el espacio de ecuaciéon F(x,y,z) = 0, todos los pares (x,y) € R2 que satisfacen la
ecuacion F(x,y, c) = 0 definen una curva en el plano XY (siempre y cuando este conjunto no sea vacio). A esta
curva se le llama una curva de nivel de la superficie. Geométricamente corresponden a la proyeccién sobre le
plano XY, de el corte del plano z = ¢ con la superficie S.

También nos interesa dibujar la curva como una curva en el espacio. Por abuso del lenguaje se dice “la curva
de nivel z = ¢” para indicar la curva de nivel “F(x,y,c) = 0; z = 0". A las curvas “F(x,y,c) =0; z=c” (si
existen) les llamamos ‘trazas’ o ‘cortes’ de la superficie. También son trazas las curvas “F(c,y,z) =0; x =c”y
“F(x,c,z) =0; y = c” (si existen)
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Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

ji;

plano

trazao corte

Figura 3.14: Traza o corte z = ¢ y curva de nivel. Figura 3.15: Algunas curvas de nivel y algunas trazas.

Como se deduce facilmente, si nos movemos sobre una curva de nivel z = ¢, la funcién se mantiene constante.

Ejemplo 3.19

A continuacién se muestra tres superficies con algunas de sus curvas de nivel y algunas de sus trazas:

a.) S1: z=senxcosy+3,
b.) Sy: z=x*+1y?
c.) S3: z=—3600.x2 + 0.02974x* — 5391.90y? + 0.275x%y? + 0.125y*

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Z Wolfram CDF Pl

Figura 3.16: Superficie S;

Figura 3.18: Superficie S3

Figura 3.17: Superficie S,
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Ejemplo 3.20

Consideremos la superficie de ecuaciéon z = x? + y2. Como
z es una suma de cuadrados, z debe ser > 0. Vamos a dibu-
jar las curvas de nivel correspondientesa z =0,1,2 y z = 3.

e Lacurvadenivel z=0 esel punto (0,0,0)

e [a curva de nivel z = 1 : circunferencia
1=x*+y% z=0.

e [La curva de nivel z = 2 : circunferencia
2=x2+y% z=0.

e [a curva de nivel z = 3 : circunferencia
3=x>+y% z=0.

Ejemplo 3.21

_ 22
Consideremos la superficie de ecuaciéon z = (y — 2)% — u

i Vamos a dibujar las curvas de nivel

correspondientesa z=0y z = 1.

_13)2 _
(XTB), es decir, un par de rectas: y =2 + (x > 3); z=0.

e Si z=0 tenemos (y—2)? =

2 (X_3)2.
4 4

e Lacurvadenivel z=1 eslahipérbola 1= (y —2) z=0.
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Ejemplo 3.22

_ 2)2

. Dibujar las curvas de nivel

Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (x — 2)? + (1‘44

correspondientesa z=1,2,3 y z=4.
Solucioén:

e Lacurvadenivel z=1 esel punto (2,2,0).

e Lacurva denivel z =2 esla elipse

—2)2
1=(x—2)2+ M
4
e Lacurva denivel z =3 esla elipse
_ 2, (y— 2) .
2=(x—2)"+ T es decir,
(x—2)> (y—2)°
1= .
2 s 2 2 2
-2 -2 -2
e Lacurva denivel z =4 esla elipse 3 = (x —2)% + (1‘44), esdecir, 1 = (x 3 ) + W B ) .

Dibujar Trazas (o cortes). Con el fin de realizar el dibujo de una superficie S de ecuacién explicita z = f(x,y) o
de ecuacién implicita F(x,y,z) =0, procedemos a realizar cortes a esta superficie con planos paralelos a los
planos coordenados. Estas curvas son llamadas trazas o cortes y producen un dibujo ‘de alambre” de la superficie
a dibujar.

Para describir las trazas por ecuaciones se procede de la siguiente manera:

e Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano x = ¢, entonces su ecuaciéon es
“z="1(c,y); x =c"0"F(c,y,z) =0; x =c,” y se representa en el plano x = c.

e Si la traza resulta de la interseccion de la superficie S con el plano y = ¢, entonces su ecuaciéon es
“z="(x,c); y=c"0"F(x,c,z) =0; y =c,” y se representa en el plano y = c.

e Si la traza resulta de la interseccién de la superficie S con el plano z = ¢, entonces su ecuacién es
“c =f(x,y), z=c"0"F(x,y,c) =0, z=c” y se representa en el plano z = c.

Consideremos la superficie de ecuacién z = x? + y2. Dibujar la traza z = 1.
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Solucién: La traza z =1 es la circunferencia

1:x2+y2; con z=1.

La curva se representa en el plano z = 1. Como la
circunferencia vive en el plano z =1, para dibujarla
ubicamos su centro (0,0,1) y trazamos un par de
rectas paralelas a los ejes X e Y que pasen por este
punto, estas lineas las podemos usar como “ejes” para
dibujar este tipo de elipse.

La “caja” punteada que pasa por los vérticies de la curva, nos ayuda a hacer el trazo de la curva “en
perspectiva”

Estrategia general: Trasladar los ejes. Para dibujar trazas, una estrategia consiste en trasladar los ejes al plano
de dibujo:x =c; y=c oz=c.

Wolfram CDF Player

X

Comparti | @) (& W

Figura 3.19: Traslacién de ejes

Ejemplo 3.24

Consideremos la superficie S de ecuaciéon 4(y — 1)24+4(z—1)% = x> Dibujar la traza x = 2.
Solucién: Latraza x =2 eslacurva (y —1)2+ (z—1)2=1; x =2.

Para dibujar la traza primero trasladamos los ejes al plano x = 2, luego dibujamos la curva en el plano
YZ. Finalmente dibujamos la curva “(y — 1)? + (z — 1)2 = 1; x = 2” usando los ejes Y'Z’
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Compartir | @) (B W

Figura 3.20: Traslacién de ejes y dibujo de la traza x =2

]
Ejemplo 3.25
—2)2
Consideremos la superficie de ecuacién z — 1 = (x — 2)% + M Dibujar la traza z = 3.
Solucion: La traza z = 3 es la elipse Wolfram CDF Player
-2 2 _92 2
(x—2) —i-(y ) =1 enelplano z=23.
2 8
Como la elipse vive en el plano z = 3, para dibujarla
ubicamos su centro (2,2,3) y trazamos un par de
semiejes X’ y Y’ paralelos a los ejes X e Y que pasen
por este punto, estas lineas las podemos usar para
dibujar la elipse de la manera usual. el T I
|
Cuddricas

Nos interesan las cuadricas de ecuacién Ax? + By? + Cz? + Dx + Ey + Fz + G = 0. Excepto casos degenerados,
completando cuadrados podemos obtener la ecuaciéon canénica de cada superficie cuadratica. A continuacion

se muestra algunas cuddricas en posicion estandar y centradas en el origen.

22 2
Elipsoide: Tiene ecuaciéon — + = +

z
2 st =1
a b c

Es simétrica con respecto a cada uno de los tres planos
coordenados y tiene interseccién con los ejes coordenados en
(£a,0,0), (0,£b,0) y (0,0,+£c). La traza del elipsoide sobre cada
uno de los planos coordenados es un tnico punto o una elipse.

Wolfram CDF Player
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. . L X2y oz
Paraboloide eliptico: Tiene ecuaciéon — + = = —
a2 b2 ¢
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses:
2 y?

~ = —. Sus trazas sobre planos verticales, ya sean x =k o
a2 b2 ¢
y =k, son parébolas.

2 X2 z

Paraboloide hiperbdlico: Tiene ecuacion = — — = —

b2 a2 ¢
Sus trazas sobre planos horizontales z = k son hipérbolas
o dos rectas (z = 0). Sus trazas sobre planos verticales paralelos al
plano XZ son pardbolas que abren hacia abajo, mientras que las
trazas sobre planos verticales paralelos al plano YZ son parédbolas
que abren hacia arriba. Su gréfica tiene la forma de una silla de
montar.

2oy 2
Cono eliptico: Tiene ecuacién S+t 5=>
a2 b2z 2

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses.

Sus trazas sobre planos verticales corresponden a hipérbolas o un
par de rectas.

2 2 2
Hiperboloide de una hoja: Tiene ecuacién — + y—z — Z—Z =1
a b c

Sus trazas sobre planos horizontales z = k son elipses

X2 y2 k2
2Tt

Sus trazas sobre planos verticales son hipérbolas

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player
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. . . . ., Z 4
Hiperboloide de dos hojas: Tiene ecuacién — — vy _x _ 1

az b2 2

Es una superficie con dos hojas (o mantos) separadas. Sus
trazas sobre planos horizontales z = k son elipses y sobre planos
verticales son hipérbolas

Ejemplo 3.26

Asocie cada una de las cinco figuras que siguen con la respectiva ecuacién de la superficie que representa.
Para cada figura solo hay una posible ecuacién en el lado derecho.
A B w2
' 16 9 4
x2 y2 (Z— 5)2
B. 4L =1
() et T
(x—5?% v 22
C.() %6 Totai~ 1
_5)2
D.( ) —xz—zz—i—g =1
ZZ (y _ 4)2 x2
E.( ) 6 o9 ‘ta1° 1
22 (x—5?% y?
E () - 9 —4- 1
(x—5?2 y* z
G.() i T9 71
(x—=3?2 y*_7#
H.( ) % 91
72 (U _ 5)2 x2
I. ———a — 5 =1
) 16 9 4
x> y?> z-5
J.C) 17916
¥ (y—4? 7
K.( ) E — 9 + Z =1
2 2 2
v r_ X
L.() ot T 16 1
¢ (y=3?2 7
M() e+~ =7
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Solucién: Las cuddricas que se muestran solo tienen traslacién en alguno de los ejes. La idea es asociar la
cuddrica con la ecuacién centrada en el origen y luego aplicar una traslacion en el eje respectivo.

x> (y—=3p2 2 (x=5?%  y* z
1. M]—+—— 7= — . . A
M3+~ 4 S IRk T:
(x — 5)2 UZ z 2 2 (y— 5)2
2. . —+ — = . J—xc — L= A
[Cl o+ 5+ =1 5. DI —2+00 1
ZZ (9—4)2 X2
E.] — — =
3 [ ]16 9 + 4 1

Ejemplo 3.27

Considere el parabolide eliptico de ecuacién S : z = (y —2)? + 4(x — 1)2. Dibuje por separado las tra-
zas obtenidas al intersecar S con los planos de ecuaciéon y =2, x =1, z=0 y z =4, y dibuje la superficie.

Solucion: ‘ Wolfram CDF Player
e Sisustituimos y =2 en z = (y —2)% + 4(x — 1)? ) '
nos queda z = 4(x — 1)2. Entonces, la traza y = 2

corresponde a la pardbola

1
2:72, y=2.

x=1)7=7

Wolfram CDF Player

e Latraza x =1 corresponde a la pardbola

(y—22%=z x=1
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Wolfram CDF Player

Z 4

e Latraza z =4 corresponde a la elipse

(y—2)?

1 +(x—1)?%=1, z=4

conpa | Q) B W

Z |

il

Ejemplo 3.28

Identifique y dibuje la superficie cuadratica x?> + 222 —6x—y +10 =0

Solucion: Completando el cuadrado en x obtenemos el paraboloide eliptico y —1 = (x — 3)% +222. Abre en
direccion del la parte positiva del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El paraboloide eliptico (que estda mas arriba), se puede dibujar
con un par de elipses y una pardbola. Para obtener las elipses le damos valores a y en la ecuacién
y—1=(x—3)*+22% Se requiere que y > 1.

e Latraza y =1 esel punto: (3,1,0).

2
e Latraza y =2 eslaelipse 1 = (x —3)2 + % en el plano y =2

2

e Latraza y =3 eslaelipse 1 = + 2% enel plano y =3
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e Latraza x = 3 eslapardbola y =222 + 1 en el plano x = 3.

Wolfram CDF Player

Z 5,

X o
Y2 /
Compartr| @ (3 W [
]
Ejemplo 3.29
Consideremos la superficie de ecuacién z = x? + y?. Trazar la superficie usando las trazas correspondien-
tesaz=0,1,3y x=0.
Solucién:
e Latraza z =0 esel punto (0,0,0)
e Latraza z =1 esla circunferencia 1 =x? +y?; enel plano z = 1
e Latraza z =3 esla circunferencia 3 = x> + y?;en el plano z =3
e Latraza x =0 es la pardbola z = y%; en el plano x =0
~
|

Ejemplo 3.30

-2
Consideremos la superficie de ecuacién z —1 = (x —2)? + % Trazar la superficie usando las trazas

correspondientesa z=1,2,3,4 y x =2.

Solucién:
e Latraza z=1 esel punto (2,2,1)
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(y—2)?

e Latraza z =2 eslaelipse 1 = (x —2)% +
(x—2)2  (y—2)?
2 + 8

(x—2)*  (y—2)
3 1

enel plano z = 2.

e Latraza z =3 eslaelipse 1 = en el plano z = 3.

e Latraza z =4 eslaelipse 1 = en el plano z = 4.

e Latraza x =2 eslapardbola z—1 = ¥

en el plano x = 2.

Ejemplo 3.31

Identifique y dibuje la superficie cuadratica 4x*> —y? +22% +4 = 0.

22

2
Solucién: Dividiendo por 4 obtenemos: —x? + yz -5 = 1, que corresponde a un hiperboloide de dos

hojas. Abre en direccion del eje Y.

Trazas. La estrategia es la siguiente: El hiperboloide de dos hojas (que esta més arriba), se puede dibujar con
dos elipses y una hipérbola por cada hoja.

2 2

. iy z . .
Para obtener elipses, arreglamos la ecuaciéon como LA TR Las elipses se obtienen dando

4
valoresa y con jy| > 2.

e Si y = £2 obtenemos dos puntos: (0,2,0), (0,—2,0).

2 2
e Si y = £3 obtenemos la elipse SXﬁ + 5Z/—2 =1 enel plano y =3 yel plano y = 3.
X2  z?
e Si y = +4 obtenemos la elipse 3 + i 1 enel plano y =4 yel plano y = —4.

2 2

e Para obtener la hipérbola, ponemos x = 0 y arreglamos la ecuacién como v

z
= =1
4 2
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Ejercicios

@ 3.4.1 Asocie cada una de las figuras con la respectiva ecuacién de la superficie que representa. Para cada
figura solo hay una posible ecuacién en el lado derecho.

X E
X z (y—4)2 X
G'Z_ 5 +Z_1
x—5 y* 2
H e 4 1670
3. 2 a2 2
v 4 9 4

@ 3.4.2 Dibuje cada una de las siguientes cuddricas:
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3.5

Wolfram CDF Player

1. y=(x—2)2+(z—2)?

5. x*4+y2—(z—2)2=0
6. x>+ (y—22—-22=0

@ 3.4.3 Considere la superficie de ecuaciéon S : 4 — z = x? + (y — 2) + z. Dibuje por separado las curvas de

corte de S con los planos x =0,z =3y z = 0. Y luego dibuje S.

(x —3)? . (y —3)? . (z—1)

4 9 ; b

@ 3.4.4 Identifique y dibuje la superficie cuadratica

Solidos simples

Los sélidos simples se describen por medio de su frontera, es decir, se describen por las superficies que lo
limitan. Un sélido simple es un conjunto compacto limitado por una o varias superficies orientables (de dos
caras), sin hoyos, con borde y sin traslapes; en el interior del sélido no hay superficies ni ‘burbujas’ (la frontera
del sélido es tal que divide el espacio en dos partes: Interior y exterior).

Visualizando curvas de interseccion entre superficies

Para realizar dibujos ‘a mano’ es esencial visualizar las curvas de interseccién entre superficies. En general,
si dos superficies se cortan en una o varias curvas, una manera de bosquejar estas curvas es buscar algunos
puntos de contacto. En los casos mas sencillos, estos puntos los podemos localizar en los planos XY, XZ o YZ.
En los ejemplos que siguen, estos “puntos-guia” se sefialan con un punto rojo.

Ejemplo 3.32

Consideremos la curva C de interseccién de la superficie S;: z=1—x* yelplano Sy : y =3, enel
primer octante.

Para dibujar esta curva, calculamos “dos puntos guia” para trazar la curva. Los puntos guia estdn en rojo
en la figura. Son el punto de intersecion entre las rectas z =1 y y = 3 en el plano YZ y el punto de
intersecion entre las rectas z=1 y y =3 enel plano XY. La curva que queremos dibujar inicia en uno
de estos puntos y termina en el otro.
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Plano y =3 Superficie S;: z=1—x%? Curva de interseccién.
Z recta1 0.5.1)
z = 59y
| t / ¥
Y ¥ Y
3§ ey e ?
'8 rect N
(1,3,0)
Corte del plano {
-
|
X =
A
- -
¥
Ctrl- Ratén: Zoom
Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir |o > M 6 ﬂﬁ [5-<] @
Figura 3.21: Curva de interseccién entre las superficies S;: z=1—x? yelplano S;: y =3
||

Ejemplo 3.33
2

X
Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie S;: z =4 — i elplano Sy : x +y =6 en

el primer octante.

Elplano S;: x +y =6 intersecaalos ejes X e Y en x =6 y y = 6, respectivamente. Como se observa,
los puntos-guia estdn en los planos XY y YZ.

En el plano XY el punto-guia se obtiene sustituyendo x =4 en la ecuacion de larecta x +y =6, z =0;
se obtiene (4,2,0). En el plano YZ el punto-guia es claramente (0, 6,4).
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Wolfram CDF Player

Corte del plano

—

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Raton: Desplazar imagen | Compartir |o v M 6 ﬂ; @

2
Figura 3.22: Curva de interseccién entre las superficies S;: z =4 — % yelplano S;: x+y =6

Ejemplo 3.34

Consideremos la superficie S;: z=1—x> yelplano Sy : y+z =2 en ¢l primer octante. Los puntos-gufa
son (1,2,0) y (0,1,1). El punto (0,1,1) se obtiene sustituyendo z = 1 en la ecuacién de la recta
y+z=2,x=0.

Corte delplano —{}— Wolfram CDF Player

Figura 3.23: Curva de interseccién la superficie S;1: z=1—x? yelplano y +z =2

Consideremos la curva de interseccién entre la superficie S;: x> +2z2 =9 yelplano Sp: y—x= -2 en
el primer octante.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.5 Sodlidos simples (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 128

El corte del plano Sy : y —x = —2 con el plano XZ esla recta x = 2 (pues sobre este plano, y = 0).
Sustituyendo x = 2 en la ecuacién x>+ 2> =9, y =0; obtenemos el punto de interseccién (2,0, V5).

El otro punto-guia se obtiene sustituyendo x =3 en la ecuacién del plano S; : y —x = —2, este punto es
(3,1,0).

Cilindro

Figura 3.24: Curva de interseccion la superficie S1: x?+2z> =9 yelplano S;: y—x = -2

Ejemplo 3.36

Consideremos la superficie S1: z=1—x? yelplano Sy : 2z —y =0, en el primer octante. Para dibujar la
curva C de interserccién en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son
(1,0,0) y (0,2,1).

Plano S;: 2z—y =0 Plano S, y superficie S1: z=1— x2 Curva de interseccién

zZ z

2z2—y=0

Consideremos las superficies S : x2+1y2=16, So: 2x— 2> =0, enel primer octante. Para dibujar la
curva C de interserccion en el primer octante, buscamos los puntos guia. En este caso estos puntos son
(0,4,0) y (2,0,V8).
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Corte del cilindro

0— Wolfram CDF Player

(0,4,0)

Figura 3.25: Curva de intersecci6n las superficies S;: x> +y?> =16y Sy: 2x —2z2 =0

Perspectiva. En general, cuando dibujamos el sistema de ejes XYZ en posicién estandar, podemos mover el
eje X un poco hacia arriba o un poco hacia abajo y esto hace que la perspectiva cambie.

En el dibujo que sigue, se muestra la interseccién del mismo cilindro y el mismo plano, la diferencia esté en la
posicién del eje X (lo que produce el cambio de perspectiva!). En el primer caso el plano se ve “desde arriba”
en el segundo caso el plano lo vemos “desde abajo”

Figura 3.26: Efecto en la perspectiva al mover el eje X

Dibujo de sélidos simples

¢Siempre dibujamos en el | octante?. No, excepto que se pida de manera especifica. A veces se pide el
dibujo en el primer octante para simplificar el dibujo, pero para otros sélidos es obligatorio especificar el
octante para que se cumpla la especificacién de sdlido simple que dimos mds arriba y asi evitar ambigtie-
dades (recuerde que los sélidos simples son conjuntos compactos y no tienen superficies interiores ni ‘burbujas’).

El solido de la figura 3.5 es un “sélido simple”, limitado por lel cilindro Sy : z = x* + y? y los planos
Sp:22=2+43x, S3: z=4, S4: x=0y S5: y=0, en el primer octante.
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Sélido limtado por Sy:z=x>+y2, Sa: 2z=2+3x, S3: z=4, S4: x=0 y Ss:y=0

Wolfram CDF Player

Separar Super cies
e —
S ——
R —
R —
T ——

Ctrl- Rat6n: Zoom
Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir | o &M

Figura 3.27: Solido simple

Ambiguedades. Por ejemplo, el sélido Q limitadopor S1: z=2—x% S;:y=3; S3: x=0; S4:y=0y
S5: z =0, no esun sdlido simple pues x = 0 es una superficie interior. Si eliminamos esta superficie interior, si
tendriamos un sélido simple.

Solido Q (no simple) limitado por S; : z = Sélido Q simple, limitado por z =2 —x% y=
2—x2;ngy:3;83:x:0;84:y:Oy 3, y=0yz=0,
Ss5:z=0.

Los siguientes sélidos son una “variaciéon” del sélido anterior, pero ahora se trata de sélidos simples. En
particular muestran que la presencia de los planos “x =0, y = 0, z = 0” no implica que el s6lido esté en el
primer octante, de hecho se pueden usar estos planos especificando que el s6lido estd en otro octante. Los dos
solido de la figura que sigue, estan limitados por las mismas superficies, pero el de la izquierda esta en el primer
octante y el de la derecha estd en el segundo octante.
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Figura 3.28: Solidos limitados por las mismas superficies, pero en distinto octante.

El dibujo de sélidos simples se hace estableciendo las rectas o las curvas de interseccioén entre las superficies
que limitan el sélido.

Ejemplo 3.38

Dibuijar el sélido Q limitado por la superficie S;: z =4—x? yelplano S, : x+y = 4; en el primer octante

Solucion: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (2,2,0) y (0,4,4). Esto nos
permite bosquejar la curva de interseccion entre S; y S;. Como estamos en el primer octante, en este
caso los planos x =0, y =0 y z = 0 son las otras superficies que limitan el s6lido.

Corte del plano [}—— Ver sélido ] Wolfram CDF Player

jl“
=4

Figura 3.29: Sélido Q

Ejemplo 3.39

Dibuijar el sélido Q limitado por la superficie S; : x> +2z2 =16 yel plano Sy : y +z = 4; en el primer
octante


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.5

Sdlidos simples (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 132

Solucién: Dibujamos ambas superrficies y observamos dos puntos-guia: (4,4,0) y (0,0,4). Esto nos
permite bosquejar la curva de interseccion entre S; y S;. Como estamos en el primer octante, en este
caso, los planos x =0, y =0 y z = 0 son las otras superficies que limitan el sélido.

Corte delplano — [} Ver solido [|  wolfram CDF Player

Figura 3.30: Sélido Q

Ejemplo 3.40

Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S; : (y — 22 =x—-2,S:y=4, S3: x+z=26,
S4:x=0S5:y=0y Sg: z=0.

Solucion: La parte delicada es dibujar la interseccién entre las superficies S y Ss.
El plano S3: x 4z = 6 corta a la superficie S; desde x =2 hasta x = 6. El corte incia en (6,0,0) luego
el corte debe pasar por (2,2,4) (que esté encima del vértice de la parabola (y —2)? = x — 2) y finaliza en

(2,4,0).

El sélido estd limitado por la superficie Sy : x =0, por eso el s6lido “inicia” en el plano YZ y sigue hasta
el cilindro S
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Corte del plan® ——{J}—— Ver sélido [ |
Wolfram CDF Player

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir |ﬂ 5 wr 1 o EE @ Figul‘a 3.31: Sélldo Q

Ejemplo 3.41

Dibuje el sélido Q limitado por las superficies S; : x> +y*> =16, Sy : %x —y+z=2, enelloctante.

Solucién: Primero calculamos el par de puntos-guia en los que el plano S, : #x —y +z =2 interseca al
cilindro S; : x* +y? = 16.

En el plano XZ el plano S, corta la recta x = 4 del cilindro S;. Entonces, como x = 4 y y = 0 tenemos
(sustituyendo en la ecuacién de S;) z = 2/5. Similarmente, en el plano YZ el punto de contacto se obtiene
en la interseccién de la rectay =4 y larecta —y + z = 2.

De esta manera, los puntos de primer contacto entre el cilindro y el plano, en el I octante, son los puntos
(4,0,2/5) y (0,4,6).

Corte del plano ———}— Ver sélido [ | Wolfram CDF Player

Figura 3.32: Sélido Q
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Ejemplo 3.42

Dibujar el sélido Q limitado por las superficies S : x2 + yz =4z;S: z+x=4,S3: y=1y S4: x=0,
en el I octante.

Solucion: En la aplicacién interactiva puede seguir los pasos para obtener el sélido.

Wolfram CDF Player

-4

Paso a Paso:

Super cle 1

Super cie2 I

Figura 3.33: Sélido Q

Ejemplo 3.43

Dibuije el sélido Q limitado por las superficies S;: x> +y> =4, S;: z—y =3,y S3: z=0.

Solucion: El plano S, : z—y = 3 interseca al cilindro en los puntos (0,—2,1) y (0,2,5). Podemos usar
estos puntos para dirigir el bosquejo de la curva de interseccion.

Corte del plano _D_ Ver sélido ]_ Wolfram CDF Player

Z

Figura 3.34: Sélido Q
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Ejemplo 3.44

Dibujar el solido Q limitado por la superficie
S1: z=1-—x2 y los planos S, : 2z —y = 0;
S3:y=0; S4:x=0; enel primer octante.

Solucién: La superficie Sy : z =1—x? queda arriba y
el plano S; : 2z —y = 0 queda abajo. El plano z =0
no es parte del sélido. El punto (0,2,1) se obtiene
como interseccién de las rectas z =1y 2z —y =0.

Ejemplo 3.45

Dibujar el s6lido Q limitado por los planos S1: x —y+z=0; So:y+2z=2; S3: x=0y S4:z=0.

Solucion: Dibujamos ambos planos y marcamos los puntos guia para trazar el segmento de interseccion.
Uno de los puntos se obtiene como la interseccion de las rectas —y +z =0y y +z =2, y el otro como la
interseccién de las rectas x —y =0 y y = 2. Estos puntos son (0,1,1) y (2,2,0) El sélido se mantiene en
el primer octante pues esta limitado por el plano x =0 (plano YZ) y el plano z =0 (plano XY).

Planos x —y+z=0; y+z=2; Soélido Q
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Ejemplo 3.46

Dibujar el solido Q limitado por la superficie
S1:z=1-—x2 ylos planos 2z—y =0; x=0; z=0
y Yy =2, en el primer octante.

Solucion: Como el sélido estd limitado por los planos
z=0y x =0, entonces el plano 2z —y = 0 queda en
la parte de arriba del sélido.

|
Ejemplo 3.47
Dibujar el solido Q limitado por la superficie z
S1: z=1—x%yelplano Sy : y +z=2; en el primer
octante.

ﬂl y+z=2

Solucion: En este caso no es necesario especificar los
planos x =0; y =0 y z = 0; con solo especificar que
estd en el primer octante es suficiente porque en este
caso no hay ambiguedad.

|

Ejemplo 3.48

Dibujar el sélido Q limitado por las superficies S; : x> +y?> = 1; S, : x —2z?> = 0 y los planos
S3:2=2—x%x; S4:x=0y S5:y =0, enel primer octante.

Solucién: Tal vez sea mas sencillo dibujar primero la superficie S1: x> +y?> =1 yel plano z =2 — x;
luego dibujamos la otra superficie S, : x —z2 = 0.
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Superficie S; : x* +y*> = 1 y | Agregamos la superficie Sélido Q
plano z =2 —x Sy x—z2=0.
z
z=2-x /’/
xTr = Zz '
// == /’
22+ 9% = 1 ,/ ; |
i I
— 4 Y
" k\'%»
X 2 Dy s S
||

Ejemplo 3.49
Considere las superficies S; : 4(x —2) = Y2 St y+z=4, y S3: 2x +y = 8. Con estas superficies

tenemos tres posibles s6lidos en el I octante.
a.) El Q limitado por las superficies S1, Sy, Sz ylosplanos S4: x =0, S5: y=0y Sg: z=0.

b.) Elsélido Q limitado por las superficies S1, So, Sz yelplano S¢: z=0.

Si:4(x—2)=)% Sp:y+z=4 8 2x+y=8
Wolfram CDF Player

shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir | @) (% w M @ = @

c.) Elsolido Q limitado por las superficies Si, Sp, S3 ylosplanosSs: y=0y S¢: z=0.

Ctrl- Ratén: Zoom

Ejemplo 3.50
Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S : x24+22=4; S,: y+x=2 S3:z2=4y S4:y=0,
z = 4; luego agregamos la otra superficie

S5: x =0, en el I octante.
=2y S3:

Solucion: Dibujamos los planos Sy : y +x =

Si: x4+ 22 =4.
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Planos S : y+x =2; S3: z=4. | Agregamos la superficie Sélido Q
S1:x? 422 =4.

—t>» v+y=2
A%Y
xg"
|
Ejemplo 3.51
Dibuje el s6lido Q limitado por la superficie S;: y=x?+2 ylosplanos S;: x—y =0; S3: x+z=2;
S4: x=0y S5: z=0.
Solucion: Podriamos dibujar los planos Sy y S3 y sus intersecciéon y luego agregar el cilindro S;.
4
..... .

Ejercicios

En los siguientes ejercicios, dibuje el s6lido limitado por las superficies que se indican.

@ 3.5.1 Dibuje el s6lido Q limitado por las superficies S; : (y—2)> =x—2, So: y=1, S3: y =4,
S4:x+z2=6,S5: x=0y Sg: z=0.
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@3.5.2 Dibujar el sélido Q limitado por las superficies x> +y?> =4;z+y =2; y=1y y=0, en
el I octante.

®353 © Sélido Q; limitado por la superficie x> + y> = 4; y los planos z +y = 2; x++3y = 2V3
y x =0, en el I octante

A

@354 ~ 7 Solido Qs limitado por la superficie y> + z2 = 1; y los planos x +y =2; x—y+z=0,en
el I octante.

Ly

@ 3.5.5 7 S6lido Q4 limitado por la superficie y? + z2 =4 ylos planos 2x —2y +z=2; x=0y
z=0.
@3.5.6 Sélido Qs limitado por la superficie (x—4)?+y? =4 ylosplanos x—z=0; y=—-2; y=2;

yz=0con 0<x<4.

@ 3.5.7 = S6lido Qg limitado por la superficie y? + z2 = 16 y los planos x +2y +z=2; x +z =
2; x=0;y z=0 enelloctante.

@ 3.5.8 7 —56lido Q; limitado por la superficie y? + z2 = 16 y los planos x + 2y +z =2; x +z =
2, x=0;y z=0enellyIV octante.

@359~ . Solido Qs limitado por la superficie y = x2 y los planos 2z + 3y = 18; x+y =6; z =
3, x=0;y z=0, enelloctante.

®3510  *'Selido Qo limitado por la superficie x> =4 —z y los planos 3z +2y =6; z=2x; y =0;
yz=0
®3511 s “Selido Q19 limitado por la superficie z =9 —x? y los planos 5y —5x +2z =0y y =3, enel

primer octante.
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@ 3.5.12
el primer octante.

n

@ 3.5.13 > S6lido Q12 limitado por las superficies z =4 —x%/4; y=6—x; y=4y y =0, enel
primer octante.

Solido Qq; limitado por las superficies z =4 — X% 2y+z=8 y=x; x=0 y z=0, en

2

Solido Q13 limitado por las superficies z=4 —x*; x+2y=4; z=4,z=0y y=0.

@ 3.5.15 > " Sélido Q14 limitado por las superficies y =2 —2x%; y=1—x% y+2z=2; x=0y
z = 0; en el I octante.

@ 3.5.16 Solido Qg5 limitado por las superficies y =2 —2x% y=1-%% y+2z=2;, x=0y
z =2, en el I octante.

:
;
/é!ﬁk

@ 3.5.17 Sélido Q16 limitado por las superficies x> +y? = 1; z = 1 — x?, en el I octante.

@ 3.5.18
el Iy IV octante.

Solido Q17 limitado por las superficies z =1 — x% z—y=1, y=x; x=0 y z=0, en

Proyeccién (ortogonal) de un sélido simple

Proyeccion ortogonal de un punto. La proyeccién ortogonal de un punto P en un plano T es el punto en
este plano cuya distancia (euclidiana) a P es minima. Intuitivamente corresponde a la “sombra” del punto
proyectada perpendicularmente sobre el plano T1. En la figura que sigue se muestra la proyeccién de un punto
P sobre cada uno de los planos XY, YZ y XZ.
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Proyeccion sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ
Zh Z) Zjh
R o P .
| ep | pe EM?‘ moep
X LT X X ‘ Y
L }aj:y

Proyeccion ortogonal de una supeificie

La proyeccién perpendicular de una superficie S sobre un plano TT es la proyeccion perpendicular de cada uno
de sus puntos sobre este plano. En este libro solo nos interesa la proyeccion de la superficie S sobre los planos
coordenados.

Ejemplo 3.52

En este ejemplo visualizamos la proyecciéon de un tridngulo S sobre cada uno de los planos XY, YZ y XZ.
Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

d

En la practica nos interesa describir la proyeccién de manera analitica porque, en este curso, estas proyecciones
van a ser regiones de integracion.

En general, para obtener la proyeccién sobre uno de los planos XY, XZ o YZ; primero proyectamos
ortogonalmente, algunos puntos de la superificie, sobre el plano de eleccién. La ecuacién de la proyeccién de
las curvas entre estos puntos se puede determinar usando las ecuaciones de las superficies de cuya interseccién
ellas son producto.
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Ejemplo 3.53

Consideremos la superficie S : x> + z? = 4 limitada
por el plano de ecuacién x +y = 5, en el primer
octante.

Waolfram CDF Player

i

-
5
Figura 3.35: Superficie Sy : x*> +22 =4

Usaremos los vértices Vi = (2,0,0), V, =(2,3,0), V3 =(0,5,2) y V4 =(0,0,2)

a.) Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccién de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano
XY. Lacurva C se proyecta sobre la recta x+y =5 (la ecuaciéon de un plano ortogonal al plano XY).

Wolfram CDF Player
ZSupeﬂIcIe S: x2+2 =4 limitado por

)

54:x+y=5 loctante. v

Plano de proyeccion
s|oxv| xz| vz

Proyeccion

4

Figura 3.36: Proyeccién de la superficie S sobre el plano XY

b.) Proyeccion sobre el plano YZ. La proyeccion de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano
YZ. Lacurva C se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacion de C’, usamos el hecho
de que esta curva es la proyeccién de la curva de interseccién entre S : x? + z2 = 4 y el plano
de ecuacién x +y = 5. Como la curva esta en el plano YZ, debemos “eliminar” la variable x :
Despejamos en una ecuacion y sustituimos en la otra.

X¥*+22=4 N x+y=5 = C':(5-y)P2+22=4
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Plano de proyeccion
ﬂx‘r xz || vz

Proyeccion

—

Wolfram CDF Player

Ecuacion de la curva C: AN
C: X+ =4NX+y =5=> C:(y-5)+Z =4

Figura 3.37: Proyeccién de la superficie S sobre el plano YZ

c.) Proyeccién sobre el plano XZ. La superficie S: x? + z2 = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este
plano es la curva que le dio origen (no una region).

Plano de proyeccion
s| xr| xz|| vz

Proyeccién

Wolfram CDF Player

Superficie S: x*+2°=4 limitado por j

S;: x+y=5 | octante.

Figura 3.38: Proyeccién de la superficie S sobre el plano XZ

Proyeccién de un sélido.

En el caso de sélidos simples, la proyeccion se determina proyectando las superficies (posiblemente no todas)

que lo limitan.
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Ejemplo 3.54

Consideremos el sélido Q limitado por la superficie Sq : x2+2z> = 4 y los planos ecuacién S, : x+y =5,
S3:2=0, S4: z=2y S5: y=0; como se muestra en la figura que sigue.

Wolfram CDF Player

Figura 3.39: Solido Q

Para proyectar el sélido podriamos usar los vértices V; = (5,0,0), Vo = (2,0,0), Vz = (2,3,0),
V4 =1(0,5,2), (0,0,2) y (5,0,2).

Proyeccion sobre el plano XY. La proyeccién de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano XY. La

curva C se proyecta sobre la recta x +y =5 (la ecuacién de un plano ortogonal al plano XY).

Plano de proyeccion:
ﬂxv %z ~r2|

Proyeccidn

Wolfram CDF Player

T Proyeccién

i

Separar Super cies
S 10— X
S: ———
Ss J—m—----—
Ss J———— 1 2 3 4

Figura 3.40: Proyeccién del sélido Q sobre el plano XY

Proyeccion sobre el plano YZ. La proyeccién de los vértices es sobre sus coordenadas en el plano YZ. La
curva C se proyecta sobre la curva C’. Para determinar la ecuacién de C’, usamos el hecho de que es-
ta curva es la proyeccion de la curva de interseccién entre S : x2+2z2 = 4 y el plano de ecuacién x+y = 5.

Como la curva estd en el plano YZ, debemos “eliminar” la variable x : Despejamos en una ecuacién y
sustituimos en la otra.

X¥+22=4 N x+y=5 = C:(5-yP +22=4 o y=5—4—22
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olfx e =] g -
Proyeccién
Separar Super cies

S  —
Sifb—— x -
Se f——
Ss.D—

Plano de proyeccién: Wolfram CDF Player Proyeccién

Figura 3.41: Proyeccién del sélido Q sobre el plano YZ

Proyeccién sobre el plano XZ. La superficie S : x* + z2 = 4 es un cilindro, su proyeccién sobre este plano
es la curva que le dio origen. El plano z = 2 proyecta sobre la recta z =2 en el plano y = 0.

Plano de proyeccion: Wolfram CDF Player
olfx 2] =]

Proyeccion

i

Separar Super cies
S$c. 39—
S: J———
S4 .D_
Ss .D_

Proyeccion

Figura 3.42: Proyeccién del s6lido Q sobre el plano XZ

Ejercicios

@ 3.6.1 Dibujar las proyecciones del solido Q si este sélido
estd limitadopor x> +y?2 =4;z+y=2; y=1;, x =
0; y=0yz=0,enelloctante
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@ 3.6.2 Dibujar las proyecciones del sélido Q si este sélido
estd limitado por las superficies y = 2 — 2x%
Y= 1—x%; y+2z=2; x=0y z=0; enelloctante.

@ 3.6.3 Dibujar las proyecciones del solido Q si este sélido
estd limitado por la superficie y>+2z> = 4 y los planos
2x—2y+z=2;, x=0y z=0.
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4.1

Trayectorias y parametrizaciones

Desde el punto de vista de la fisica, el movimiento de una particula en el espacio se puede describir por su po-
sicién (x,y,z) en funcién del tiempo t, es decir, (x(t),y(t),z(t)). El vector posicién en el tiempo t se denota r(t),

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) otambién r(t) =x(t) 1+ y(t)j+z(t) k, donde te [a,b]
En el plano XY seria r(t) = (x(t), y(t)) otambién r(t)=x(t) i+y(t)j
La “funcién vectorial” r: R—R™ se puede considerar como una trayectoria de una particula en movimiento

tanto como una curva, es decir, un objeto geométrico. En este tltimo caso, el “parametro” t ya no representa
necesariamente “tiempo”

Definicion 4.1 (Trayectoria. Parametrizacion de una curva).
Una trayectoria C en R™ es una funcién continua r: [a, b] -R™.

Si la funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacion gréfica de r se le llama curva y
decimos que esta curva esta descrita paramétricamente por r(t). Escribimos

C:r(t) con te [a,b] I

Curvas orientadas. Observe que la parametrizacion r induce una orientacién de C en el sentido de que la
trayectoria inicia en r(a) y termina en r(b). Una parametrizacion ordena los puntos en una curva C en el
siguiente sentido: x(t;) precede a x(t2) si t; < t2 (es decir, t; precedea t; en [a, b]). Este ordenamiento da a
C una orientacién. En cualquier punto de C donde el vector tangente es distinto de cero, éste apunta en la
direccién de t creciente, y por lo tanto también indica la orientaciéon de C . Algunas trayectorias ya tienen su
propia orientacién y la parametrizacion r puede ser que respete o no respete esta orientacién. Por supuesto,
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una curva C puede tener varias parametrizaciones.

Ejemplo 4.1

Consideremos la trayectoria Curva C: r(t) = (4cost,2—4cost, 4sent), t € [0,3]

r(t) = (4cost, 2—4cost, 4sent)t e [0,3] barametro ¢ Wolfram COF Player
Observe que, ? 05 1 15 2 25 ? J’
r(0) = (4cos0,2 —4cos0, 4sen0) = (4,—2,0) r( 1.80) = (-0.75, 2.80, 3.90)

r(n/2) = (0,2,4)

Parametrizacién de curvas en R?

No siempre es facil encontrar una parametrizacion de una curva en R2. Veamos algunos casos sencillos.

Funciones. Si C : y = f(x) con x € [a,b], entonces podriamos tomar como

P . .y YA
pardmetro a x = t, una parametrizaciéon puede ser

C:r(t)=(t, f(t)) con te [ab]

e Lossegmentos y = k se parametrizan como C: r(t) = (t, k) con t € [a,b]

e Lossegmentos x = k se parametrizan como C: r(t) = (k, t) con t € [a,b]

Elipses y circunferencias. Estas curvas se pueden parametrizar usando coordenadas polares.

Una circunferencia de radio a, centrada en el origen, se parametriza usando el &ngulo 6 como pardmetro:
x =asend y y=asenb.

La circunferencia C: x? +y? = a® se puede parametrizar como

C: r(t) = (acost, asent) con te [0,27]

Si el centro estd en (h,k) entonces se hace una traslaciéon: Si (x,y) € C : x> +1y?> = a® entonces

(xy)+(hk)e Ci: (x—h?2+(y—k)?=ad
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(@acos0, asen0)

Figura 4.1: Una parametrizacion de la circunferencia

La circunferencia C: (x —h)? + (y — k)? = a? se puede parametrizar como

C:r(t)=(h+acost, k+asent) con te [0,2n]

Elipse. Como cos?(t) + sen?(t) = 1 entonces x(t) = acos(t) y y(t) = bsen(t) satisfacen la ecuacién
2 2

% + % = 1. En general,
. g . (x—h?  (y—k)?

Si la ecuacién candnica es 2 + = 1, entonces r(t) = (h + acos(t), k+ bsen(t)), t € [0,27]

Hipérbola. En célculo, las parametrizaciones usando las funciones senh(t) y cosh(t) posiblemente sean las
mejores. En otras aplicaciones, las parametrizaciones algebraicas son las adecuadas.

Como senh(t) = et_ze_t y como cosh(t) = et—i—ze_t/ entonces cosh?(t) — senh?(t) = 1 , es decir,
x(t) = acosh(t) y y(t) = bsenh(t) satisfacen la ecuacién de la hipérbola ):; — I}J)z = 1. En general,
Si la ecuacidon candnica es (x ;2}1)2 — g gzk)z =1, entonces son dos ramas,

ri(t) = (h +acosh(t), k+bsenh(t)), te R

r(t) = (h —acosh(t), k+bsenh(t)), te R

—%k)? —h)?
y ) — (x ) =1, entonces son dos ramas,

Si la ecuaciéon candnica es

b2 a?
ri(t) = (h+ asenh(t), k+b cosh(t)), te R
r(t)y, = (h+ asenh(t), k—Db cosh(t)), te R

En el caso de la hipérbola, para estas parametrizaciones, r(0) nos da el vértice en la rama respectiva. Ademads el
P

pardmetro t se interpreta como area de una region y se llama “angulo hipérbolico” y no es el angulo usual de

las funciones trigonométricas.
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@ Acerca del seno hipérbolico y el coseno hipérbolico.

et _ e—t
senh(t) = 5 cosh(t) + senh(t) = et
t —t
cosh(t) = % cosh(t) — senh(t) = et
tanh(t) — S0 cosh?(t) — senh?(t) = 1
cosh(t)
Inversas

arsenh(t) = In (t +Vt2 + 1) ,Vte R arcosh(t) = In (t + V2 — 1) ,t>1

e Crecimiento y sigho

I
I
I
I
I
Py
\ 4

—arcco'sh(a) arccésh(a) X arcsenh(a) X
Figura 4.2: y = cosh(t) Figura 4.3: y = senh(t)

cosh(t) > 1 paratodo t € R. Ademas, cosh(t) | si t <0y cosh(t) t+sit>0

senh(t) es creciente, ademds senh(t) >0 sit>0y senh(t) <0 sit<0.
e Ecuaciones. Como se observa en las figuras 4.2 y 4.3, se usan inversas para obtener la o las soluciones de
una ecuacion.

cosh(l) — a —s {t = arccosh(a) s a

V
—_

t = —arccosh(a)

senh(t) = a = t=arcsenh(a)

o Simetria. Usando las parametrizaciones r; y r, para cada rama, ri(0) es el vértice respectivoy ri(t) y
ri(—t) son simétricos respecto al eje focal.

Figura 4.4: Simetria
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Curvas en coordenadas polares. Consideremos la curva C: r = g(0) con 0 € [01,0;]. Como

X = T1cosb x = g(0)cosb

y = rcosb - y = ¢g(0)cosO

entonces la curva C se puede parametrizar como C: r(6) = (g(0)cos6, g(0)sen6) con 6 € [01,0;]

Ejemplo 4.2

Determine una parametrizacién para las siguientes curvas:

Ci:x=-1 con ye€ [0,2]
Cr:y=2x—x%> con xé€ [0,2]

Cz3:y=0 con x € [2,3]

Solucion: En C; podemos tomar y =t, en C; podemos tomar x =t yen C3 podemos tomar x = t.

C] : rl(t) — (_1, t) con t c [0,2] Una parametrizacién de C Wolfram CDF Player
A J
Cr: m(t) =(t,2t—1?) con te [0,2] |
Cz: r3(t) =(t, 0) con te (23]
C] [ ] 2F
£2(1.30) = (1.30,0.90)
1(0.93) = (4,0.93)@- is

1

1

1

: Cst

| 3¢

t1.5 2 25

. 3
r3(2.70) = (2.70,0)

A
>

Ejemplo 4.3

Determine una parametrizacién para las circunferencias
a) Cr: (x—32+(y—22=1

b) Co: x¥*+(y—1)2%=1

Solucion: Como ambas curvas son circunferencias podemos usar como parametro el dngulo 6, en

coordenadas polares:
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h+ acos©
con 0 ¢ [0,2m7]

y = k+asen0

Las parametrizaciones son

e Ci:1n(0)=(8+cosB,2+senB) con 6O € [0,2n]

e Cr: 1(0) =(cos0,2+senB) con 6 e [0,2n]

Parametrizacién de C;: rf) = (3+cosf,2+senB) con 8 € [0,27[, Cp: r0) = (cosB, 1+send) con 6 € [0,27[

Wolfram CDF Player

I 0.912) =(3.610, 2.790) I( 0.912) =(0.612, 1.790)

Pardmetro 6 = 0.912

A J~ A
A 3l . i
/’—-1 --.§\\
Il’/ )
! *
| i 1 .
\ /' 1
RN e 1 2 3 > >
Ejemplo 4.4
Para las siguientes conicas, parametrice y realice la representacién gréfica
1. (x+1)2+y*>=4 2. (z—1P2—(y—22=1p
Solucién:
1. (x4 1)? +y? =4 Esla ecuacién canénica de una circunferencia en el plano xy, de centro (—1,0) y
radio 2.

Una parametrizaciéon es r(t) = (—1+2cos(t)) 1 + 2sen(t)j, t € [0,2n]

(z—1? (y—2)° o -
— =1 esla ecuacion canénica de una hipérbola en el plano yz, de centro (2,1).

1/2 1/2

Abre en direccion del eje z

n(t) = (2+ /12 senh(t), 1+ /12 cosh(t)), t € R
Una parametrizacion es

r(t) = (2 + \/172 senh(t), 1 — \/172 COSh(t)) ,te R
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[ S ——

w ¥

Figura4.5: (x +1)>+y> =4 Figurad.6: (z—1)2—(y—2)2=1>

@ Distintas parametrizaciones. Si cambiamos de parametrizacién, probablemente cambie el recorrido del
pardmetro, en términos fisicos el recorrido de la trayectoria puede ser mas o menos répida.

Por ejemplo, consideremos la circunferencia C : x>+ (y —1)? = 1.

e C:xX*+(y—12%=1 = C: 1(0) =(cos0,2+senB) con 0 ¢c [0,2n]
e Como vimos en la seccién de coordenadas polares, en el ejemplo 1.50,

C:x¥*+(y—12?=1 = C:r=2sen0, 0¢ [0,n]

= C:r(0)=(2senBcosB, 2senOsenB), 0 € [0, 7]

® También podemos “acelerar” el recorrido de la circunferencia:

C:x¥*+(y—12%=1 = C: r(0) = (cos40, 2 +sen40) con 0 ¢c [0,7/2[

Parametrizacion de curvas en R3

Rectas en R3. Como ya vimos en la seccién 1.8, si la recta L pasa por P en direccién de v entonces una
parametrizacion es

L:r(t) = P+tV,te R
El segmento de recta C que iniciae A y termina en B se puede parametrizar como
C:r(t) = A+t-(B—-A), te [0,1]

En este caso, r(0) = A y r(1) =B
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Seleccione y arrastre el vector 7, el punto P (verde) o el deslizador para f Seleccione y arrastre el vector A; el punto B (verdes)o el parametro (deslizador) t
7 I N Y S t: Y. . . 05
-2 -1 0 1 2 o 02 04 06 08 1
Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player
L:( D=(0,L2)=(1L1L1L)+ 1-(Lo0 1) i\u\ )

2

Reneist

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén:Desp\azar\magEMCompamr\o T | 9 E"' <] @

Figura4.8: C:r(t) = A+t-(B—A), te [0,1]

Ctrl- Ratén: Zaom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compart\r|° awM 9 ﬂi [><] @

Figura4.7: L: r(t) = P+tv, te R

® Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x =t, y =t o z = t, segtn corresponda.

Ejemplo 4.5

Determine una parametrizacién para C = C1+Cy+C3
de la figura adjunta.

-
-

Solucion: El segmento C; lo parametrizamos con la
féormula r(t) = A+t-(B—A), t € [0,1]. Para el
segmento C, podemos usar x =t como pardmetro
y para el segmento C3 podemos usar y = t como
parametro.

il 3)

Figura 4.9: Curva C=C; + C; + Cs

A

Ci:rlt) = (2,0,2) +1-1(0,2,0) — (2,0,2)] = (2 —2t) i +2tj + 2 —20)k, te [0,1]
C: Cy: rz(t):ti+2j, te [0,3]

Cs: r3(t) =31+1t], te 2,4]
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Seleccione y arrastre cada parametro (deslizadon) 1 WWOIfram CDF P|ayer

Pardmetros

Crit: e ¥, .. .. 05
0 02 04 06 08 1L

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén:DEsp\azarlmagen\Comparllr\ﬁ &wM a, E= = @

Curvas en R®. Algunas curvas en R3 se pueden parametrizar usando como pardmetro x =t, y=t o z=t.
También a veces se podria usar coordenadas polares. Si las curvas se obtienen como interseccién de superficies,
con la ecuacién de estas superficies que se puede deducir una parametrizacion.

Ejemplo 4.6

Determine una parametrizacion para la curva C = C; + C; + C3 que se muestra en la figura.
Ci: ¥*+(z—12%2 =1,y =0y Cs es el trozo de curva de interseccion entre las superficies
S1: X2+ (z—1)2=1y Sy: x+y=2. Cy esel segmento de recta que se indica en la figura.

Seleccione y arrastre los parametros Wolfram CDF P|ayer

Figura 4.10: Curva C =C;+ C2+ C;

Solucion:
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e Una manera de parametrizar C, es usando y =t como pardmetro:
Co: r3(t) =(0,t,2), te [0,2]
e Hay varias maneras de parametrizar C;: x>+ (z—1)2=1; y =0,
Ci: ri(t) =(cost,0,1+sent), t e [—m/2,7/2[ (pues 0 < x(t) = cos(t) < 1)
Observe que efectivamente r;(—m/2) = (0,0,0) y r1(7/2) = (0,0,2).
También C;: r1(0) = (2senBcos6,0,2senOsenB), 6 € [0,71/2[ pues C;: r=2senb, 0 € [0, 7/2]

e Para parametrizar C3 podemos usar sus coordenadas (cost, 0,1+ sent) en el plano XZ y entonces
y=2—x=2—cost

(cost,0,14sent)—
T3(t) = (cost,2 —cost, 1 +sent)

Cz: 13(t) = (cost,2 —cost,1+sent), t € [0,7]

También podemos usar como prametro a z = t, entonces x = /1 —(z—1? yy =2 —x =2 —

1—(z—1)2,
Cz:m(t)=4/1—(t—121+2—4/1—(t—1)2)j+tk, te [0,2]

4.2 Derivada de r(t)

Vector velocidad. Sea C es una trayectoria continua parametrizada por r = r(t). En en el intervalo de tiempo
quevade t a t + At, una particula que recorre C, se mueve de la posicién r(t) a r(t + At) y la velocidad
promedio es

r(t+At) —r(t)
At

Si la velocidad promedio tiene un limite, cuando At—0, entonces este limite lo llamamos la velocidad
(instantanea) de la particula en el tiempo t y se denota v(t).

‘m r(t+At)—r(t)  dr(t)
At—0 At - dt



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

4.2 Derivada de r(t) (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 159

El vector veclocidad es tangente a C en r(t) y apunta en la direccién del movimiento. La longitud de v(t),
denota v(t) = ||v(t)||, se llama rapidez de la particula.

Ejemplo 4.7

Consideremos la circunferencia C : x> +y? = 1. Esta trayectoria puede ser recorrida en diferentes
velocidades:

-,

e Si C:rt)=costi+sentj, te [0,2n] = v(t)=—senti+costjy [[v(t)l=1 Vte [0,2n]

e Si C: ryt) =cos2ti+sen2tj, te [0,mM] = v(t) = —2sen2ti+ 2cos2tf y [v(t)l]] =2
Vte [0,2m]

>

ri(P)
! (P)

P P

Definicion 4.2
Sea C es una curva parametrizada por r =r(t) con t € [a,b]. Decimos que r es diferenciable ent si

dr m r(t+At) —r(t)
dt  At—0 At

existe

dt

. . dr .
La curva C se dice suave en I si — es continua, y no se anula, en todo I I
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Wolfram CDF Player

dr(t)

Figura 4.11: Vector velocidad v(t) = i

Casos particulares.

a.) Si x(t) y y(t) son funciones derivablesen I ysi r(t) = x(t) 1+ y(t)j, entonces

dr lim r(t+At) —r(t)

dt  At>0 At
o x(t+HAY) —x(t) | ylt+AL) —y(t)
N Algo At tr At

= x'(t) i+y’'(t)]
Es decir r'(t) =x/(t) i+ y'(t)]

b.) Si x(t), y(t) y z(t) son funciones derivablesen I ysi r(t) =x(t) 1+ y(t)j+ z(t) k entonces

dr lm r(t+At) —r(t)
dt  At-0 At
o x(t+AY) —x(t) . yt+At) —y(t), z(t+At)—z(t) s
= k
s At At I+ At

= Xt i1+y' W)j+2/ )k

Es decir r'(t) =x/(t) 1+ y’'(t)j+2/(t) k
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Si C: r(t) es una curva suave, entonces el vector
r'(tp) es tangente a la curva en cada punto P = r(to).
Ademads, una ecuacién de la recta tangente a la curva
en P es

Lt(t) =P+t- r/(tg)

L'[‘(f) =P+t- l‘/(m)

Ejemplo 4.8

Consideremos la curva C de interseccién entre la superficie z = 4 — x> —y? y el plano x +y = 2. Una
parametrizaciéon de C es

C:rt)=(t, 2—t, 4—t2—(2—1)?

El punto P =r(1) = (1,1,2) estd en esta curva. Un vector tangentea C en P es
(1) = (1,-1,0)
Una ecuacion de la recta tangente a la curvaen P es

Lt(t)=P+t- I‘/(to)
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Ejemplo 4.9

Consideremos la curva

Curva C: r(t) = (4cost, 2 —4cost, 4sent), t € [0,3]

C: r(t) =4cost i+(2—4cost)j+4 sentk, t e [0,3] varsretro  Wolfram CDF Player
. & o b
Tenemos, 5 o5 Y 15 2 25 5 J
z (Y
dr " . A
a:—4sent1+4sent]+4costk *

r’(t) es un vector tangente a C en P = r(t).

También, la curva C es suave pues r es dife- ‘
renciable y no se anula en [0, 3]

X

Figura 4.12: El vector r’(t) # 0 (trasladado) es un
vector tangente a C en P = r(t)

Recta tangente en la direccion de un vector. La recta tangentea S en P = (pg, p1,p3) € S, en la direccién de
v = (vg, V1) se refiere a la recta tangente en P, a la curva C de interseccién entre la superficie S y el plano
generado por la recta L(t) = (po, p1,0) +t- (vo,v1,0). Si S: z = f(x,y), entonces una parametrizacién de esta

curva es

C: r(t) = (po + tvo, p1+tvi, f(po+tvo, p1+tvy))

Como P =r(0), un vector tangente es

)

d
r'(0) = (Vo, VU ¢ f(po +tvo, p1+tvr)

y una ecuacion de la recta tangente “en la direccion de v” seria

Lt(t) =P +t-r'(0)

Ejemplo 4.10

Consideremos la superficie S: z = /4 —x?> —y? ysea P = (x, Yo, z0) € S. Sea la recta (en el plano XY)

L(t) = (x0,Y0,0) +t- (v1,v2,0) = (x0 + tvi, yo+tvy,0)

Esta recta L genera un plano IT (perpendicular al plano XY) que interseca a la superficie S. Una ecuaciéon
paramétrica de la curva Cp de interseccion es
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Cp:r(t)=(xo+tvi, yo+tvy, \/4 — (x0 +tv1)2 — (yo + tv2)?)

Entonces,

r/(t) = (v, o _(X0+tv1)vl_(y0+tv2)v2
T VA —(xo +tvi)2 — (Yo + tvp)?

En particular, un vector tangente a la curva Cp en P = (xg,yo,20) es 1'(0) (pues P = r(0)) y una
parametrizacion de la recta tangentea Cp en P esLt(t) =P+t -1’(0), te R

!/
—XoV1 — YoV2 1'(0)
\/4—X5 —Y;
Vector V Tangente a una curva de interseccién
! 7 Wolfram CD,E Player

Mover

P = (x0,¥0,2(¥0.¥0))

Y

15

1.0

0.5

0.0
00 05 10 15

Observe que si P =r(0), el vector r’(0) es tangentea S “en la direccién del vector v = (v, v,)”

Reglas de derivacion

En el siguiente teorema se enuncian las reglas de derivacién para funciones vectoriales.

Teorema 4.1

Sean u(t) y v(t) funciones vectoriales diferenciales y f : R—R una funcién derivable. Entonces,

a.) % (u(t) +v(t)) =u’(t) +v'(1)

b.) % (f(t)u(t)) = f'(t)u(t) + f(t)u’'(t)
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c) o (ult)-v(v) =u'(t) - v(t) +u(t) - v'(t)
d.) % (u(t) x v(t)) =u’(t) x v(t) +u(t) x v/(t)
e) < (lf(1) = /(' (£(1)

d Cu(t)-u’(t)
f) T ([la()l) = el siu(t)#0

Movimiento circular

La velocidad angular es una medida de la velocidad de rotacién. Se define como el dngulo girado en una
unidad de tiempo y se designa mediante la letra griega (). Su unidad en el Sistema Internacional es el radidn
por segundo (rad/s). La rapidez angular O de un cuerpo en rotacién es su tasa de rotaciéon medida en radianes
por unidad de tiempo. Por ejemplo, una lampara de un faro que gira a una velocidad de tres revoluciones por
minuto, tiene una rapidez angular de QO = 67 radianes por minuto. Es ttil representar la tasa de rotacién de un
cuerpo rigido alrededor de un eje en términos de un vector de velocidad angular en lugar de s6lo un escalar que
nos dé la rapidez angular. El vector de velocidad angular £ apunta en la direccién del eje de rotacién el vector
velocidad angular es un vector que es perpendicular al plano de rotacién) y su magnitud nos da la tasa de
cambio del angulo de rotacién del cuerpo por unidad de tiempo y la su orientacion especifica el sentido de la
rotacion.

Si el origen de coordenadas esta en el eje de rotacion y si r(t) es el vector de posicién en el instante t, en un
punto P del cuerpo en rotacién, entonces P se mueve a lo largo de una circunferencia de radio a = [|r(t)||sen 6
donde 0 es el &ngulo entre Q y r(t).

L

Figura 4.13: Rotacién de P con velocidad angular v(t) = Q x r(t)
Entonces P viaja una distancia de 27ta en un tiempo de 271/Q y su rapidez lineal es

distancia _ 2ma
tiempo  27/Q

= Qa = [|Qfflx(t)[[send = [|€ x r(t]]]

Como la direccion de Q fue definida de tal manera que Q x r(t) apunte en direccién del movimiento de P,
entonces la velocidad lineal de P en el instante t es

dr

& =v(t) = Q x r(t)
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Ejemplo 4.11

Este ejemplo es solo ilustrativo y no indica cémo
hacer los célculos. Supongamos que una particula se
mueve sobre la trayectoria

C: r(t) = 14+ 3cos(2t)j+ 3sen(2t) k.
dr . A
Frie v(t) = —6sen(2t)j+ 6 cos(2t) k = Q x r(t)
Entonces la velocidad angular es 2 =21 y el movi-
miento es contra-reloj alrededor del eje X. La rapidez
angulares QO =2

Ejercicios

@ 4.2.1 Determine una parametrizacién para cada una de las siguientes curvas.

A
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e) £)

plano y=2x (1,2,0)

@ 4.2.2 Determine una ecuacion vectorial de la recta tangentea C en P, en cada caso.
a.) C eslacurva de interseccién entre el plano y +z = 2 y la superficie S: z=x+y? y P =(-2,0,2)

b.) C eslacurva de interseccion entre el plano x+y = 1 y la superficie S: x> +y+z=1y P = (2,—1,-2)
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5.1

5 — Derivadas Parciales

Limites de funciones de varias variables.

Como en célculo en una variable, algunos teoremas los podemos aplicar bajo ciertas hipétesis de continuidad
de las derivadas. Esta seccién solo es de interés para enunciar de manera correcta algunos teoremas sobre
derivadas de gran relevancia.

Conjuntos abierfos. Un conjunto abierto U € R™ es un conjunto en el que cada uno de sus elementos tienen
un entorno V a su alrededor, contenido en U, es decir, para cada ¢ € U existe &6 > 0 tal que el entorno
Vs(c) ={ue U : |lu—c|l < 8}CU. Por ejemplo, los intervalos abiertos en R o los circulos sin frontera en R?
y las esferas sin frontera en R, son conjuntos abiertos. Estos entornos V son necesarios para poder calcular
limites en cualquier punto de U.

[ g—

Figura 5.1: Entornos abiertos alrededor de c y de radio 5, en R, R? y R? (con la distancia euclidiana)

En una variable, li_)m f(x) = L siy solo si para cualquier € > 0, existe un 6. > 0 tal que
X—>X(

0<x—x%xp<de = If(x)—L|<e.
La definicién de un limite en varias variables es esencialmente la misma. Claro, en R la tinica manera de

acercarse a xq es sobre una recta (el eje X). En R? se pueden tomar muchos caminos para acercarse a un punto
(x0,Yo) e igualmente en mds dimensiones. Esto hace que los limites en varias variables sean de més cuidado.
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Definicion 5.1 (Limite en varias variables).
Sean f: R™ — R y x, a € R™. Decimos que lim f(x) = L siy solo si para cualquier € > 0, existe un
X—a
de > 0 tal que
O<|x—all<de = If(x)—LI<e. I

Ejemplo 5.1 (Limites por definicién).

Verifique, usando la definicién de limite, que lim 2x2y2 =0.
(x,y)—(0,0)

Solucién: Dado € > 0, podemos tomar 5. = /€, entonces,

Vx2+y?< e

x2+y2<e

0< ||(X/U) - (OIO)H < 66

22 <x*+yP<e pues (x—y)t=x*+y*—2x*y* >0

IR

|2x2g2 —0l<e

5.2 Teoremas sobre limites

Los teoremas en una variable sobre limites de funciones constantes, funciones lineales, senos, cosenos, etc.,
asi como limites de sumas, productos, cocientes, etc. siguen siendo validos en varias variables. Pero, hay que
recordar que estos teoremas se pueden aplicar si cada limite involucrado, existe.

Teorema 5.1 (Unicidad del limite).

Si lim f(x) existe, entonces es tinico
X—X0

En particular el teorema dice que 1im f(x) no existe si al calcular con diferentes caminos para acercarse a X,
X—X0

obtenemos resultados distintos.

z

° lim % no existe pues se viola la unicidad del limite,
(xy)—=(0,0) X~ + Yy

2
X X 1
e Sinosacercamosa (0,0) sobrelarecta y=x, lim ——=— Y ;= lim ——=c
(xy)—(00) X*+Yy (xy)—(0,0) 2x 2
X
e Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y =0, lim - Iim —=0

(xy)—=(00) X2+ Y% (xy)—(00) X2
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2
pe . ) .. .
° lim 27132 no existe pues se viola la unicidad del limite,

(x,y)—(0,0) X +y

e Sinos acercamos a (0,0) sobre larecta y =x,

x2y x3 X
(xy)—(00) X* +y (x,y)—=(0,0) X* +x (xy)—(00) x* + 1
. . Y x*y to
e Sinos acercamos a (0,0) sobre la pardbola y = x*, lim T 5= i 1= 5
(xy)—=(00) X* +y (x,y)—(0,0) 2X
|
Definicion 5.2 (Continuidad)
Sea f: R™—R. La funcién f es continua en xp € R™ si lim f(x) = f(xp). I
X—X0
Teorema 5.2 (Continuidad. Célculo de limites).
Seanf: R"—=R y g:R"™—=R funciones continuas en xy € R™. Supongamos que
xh_)rgo f(x) =A yque xh—>n;(10 g(x) =B
entonces,
a.) f+g escontinuaen xg y lim (f£g)(x) =A+B
X—Xp
b.) f-g escontinuaen xop y lim (f-g)(x) =A-B
X—>Xp
c.) f continua en xg si g(xg) #0 y lim f(x) _A si B#0
’ g J giXo y X=Xy ¢ "B
d.) Sea h: R—R continua en g(xg) = B, entonces lim h(g(x)) = h(B)
X—XQ
e.) Si F(x,y) es continua para todo x,y € D C R™ ysi f(x), g(x) € D, entonces F[f(x), g(x)] es
continua en D.
[ ]
. . . . . . . . P(x)
En particular, son continuos los polinomios P(x) en varias variables y las fracciones racionales Qlx) son
P
continuas en xg si Q(xp) # 0. Ademads si existe un conjunto abierto Vy, en el que Q(():()) = f(x) excepto talvez

en x = xp entonces

Iim —(x) = lim f(x)
X—XQ Q X—X(

El inciso d.) del teorema 5.2 nos dice que si g es continua en x, entonces las funciones usuales del célculo
cos(g(x)), sen(g(x)), In(g(x)), etc. son continuas si éstas son continuas en g(x).
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Ejemplo 5.3 (Calculo usando teoremas de limites).
El teorema 5.2 nos permite calcular limites de manera directa.
° lim 2x*y?=0
(x,y)—(0,0)
2 2
. m XY txy+y° 8
(xy)—(12) X2+ y? 5
° Im In(xy—1)=1In(1)=0
o (xy—1) (1)
2.2 _
° im Y9 _  lim —(X ylx+y) =2
(ey)=(11) X—Yy (xy)—(11) xX—Yy
lim V2x—y—2 lim V2Xx—=yYy—2 2x—y+2
(xy)—(20) 2x—Yy—4  (xy)—>020) 2x—y—4 /2x—y+2
°
. 2x—y—4 1
= lim S
(xy)—=20) (2x—y—4)- (V2x—y+2) 4
|
Ejercicios
3x —
@ 5.2.1 Calcular lim Xytz

(xy,2)—=(00,1) XY+ 22

@ 5.2.2 Calcular lim x—y
(xu)—(0,0) (x —4)sen(7/2 + y)

5.3 Derivada Direccional

La derivada de una funcién de una variable mide la
tasa (instdntanea) de cambio de la variable dependien-
te respecto a la variable independiente. La derivada
de la funcién y = f(x) en x es,
Ay f(x +h) —f(x)
f'(x) = lim —= =lim ——M—
) AXDOAX | o0 h

siempre y cuando este limite exista. Geométricamente,
la derivada de f en x es la pendiente de la recta
tangente a f en el punto (x, f(x))

Si f:R? — R, laderivadade f en xy = (xo,yg) € R?, en la direccién de un vector unitario v = (vi,v,) € R?,
mide la tasa (instdntanea) de cambio de f a través de la recta L(h) = x4+ hv cuando h = 0. El cambio en x, en
larecta L, es [[xg —Xxo —hvV|| =|[hv|]| =h (pues v es unitario). De nuevo, esta derivada en la direccién de v se

obtiene como un limite,

Wolfram CDF Player

’

- g

/

z x+h \'
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. flxo+hv)—"f(xg) .. f(xo+hviy,yo+ hva) —f(xo,yo)
lim = lim
h—0 h h—0 h

Observe que este limite es un limite de una funcién de una variable h, es decir, este limite es el tipo de limites
que calculamos en célculo en una variable.

Sea S la superficie de ecuacion z = f(x,y) y P = (%o, Yo, f(x0,Yo)) € S. Sea C la curva de intersecciéon de la
superificie S con el plano generado por la recta L (tal y como se muestra en la figura 5.2 ). Geométricamente, la
derivada (direccional) de f en P (en la direccién de v) es la pendiente de la recta tangente a la curva C en P.

Wolfram COF Player

J .

L

L

[ -
e

X

Figura 5.2: Derivada direccional en x la direccién de v

of
De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada P y la derivada en la direccion del

. f . . .
eje Y, denotada ——; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.

oy
Wolfram CD_F Player Wolfram CDF Player
J g
\ .

v=(0,1)
v=(1,0) Figura 5.4: Derivada parcial en x en la direccién de Y

Figura 5.3: Derivada parcial en x en la direccién de X

5.4 Derivadas parciales.

Definicion 5.3 (Derivadas parciales).

Sea U C R™ un conjunto abierto y sea f: U — R. Entonces la derivada parcial

0
de f respecto a la

aXi

variable x; en el punto x = (xy,...,Xn), se define como


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.4 Derivadas parciales. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 172

of o f(x1,%2, . xi +h, o, xn) — (X1, 000, X)) . f(x+hey) — f(x)
= lim = Ilim

0xi h—0 h h—0 h

siempre y cuando este limite exista. Aqui e; = (0, ...,,1,...0) conun 1 en la i—ésima posicién. El dominio

de

0 . . .
3 es el subconjunto de R™ en el que este limite existe.
Xi

Caso de dos variables

f 0
Cuando z = f(x,y), es comdn denotar las derivadas parciales con PG a—i, zx 0 fy. Segtn la definici6n,
E: lm f(x +h,y) —f(x,y) . g: lm f(x,y +h) —f(x,y)
0X  h—0 h 0y h—0 h

) of . o
Es decir, para calcular ™ derivamos de manera ordinaria f respecto a x pensando en y como una constante
X
f . S
y para calcular 3u derivamos de manera oridinaria f respecto a y pensando en x como una constante. Esto

es valido siempre y cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

En tres o0 més variables, la situacién es similar: Derivamos respecto a la variable de turno, pensado en las otras
variables como “constantes”.

Notacion. Se usan distintas notaciones para las derivadas parciales. Por ejemplo, para hablar de la derivada

. . df
parcial de f respecto a x, se usan la notaciones g fy, 0xf, etc.

La notacién para evaluar una derivada parcial en un punto también puede tener variaciones. Por ejemplo, para

of
evaluar una derivada parcial de f (respecto a x) en P seusa fx(P)otambién —

X |p
Ejemplo 5.4

d df
(k- f - k. —
T (k- f(u) T

Recordemos que en una variable, si k es una constante, df
da [k _ _du
du \ f(u)  f2(u)

0 0
a.) Si z=x?y? +vy, calcular a—i y 5

Solucion:
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0z d d
2.2 2\, 2 2
= _— = e = 2
cz=xYty = dx(x)y ~|—dx(y) xy“+0
0z d d
2.2 2 2 2
e z=xy’+y = 2 xdy(y)ery(y) x“2y +
3 0 0
b.) Si z= X—5, calcular oz y —Z.
y ox 7 dy
Solucién:
x3 oz 0 (1 4 1 d , ; 1
ity = ax(y5x) 5 () =53
d
3. 4 s
oz—x_3 — %—i X_3 — h dy(y)__x3’5y4
- 1J5 oy oy 95 ylo - ylo
|
d df du d df du
el - — .= icul —(fm —nf" ) — . 2=
™ (f(u)) W o o particular T (f"(u)) =nf™ " (u) o o
d df dg
— (fx)g(x)) = —-glx)+f(x) =
Recordemos que, dx dx dx
daf dg
d <f(x)) B a'g(x)*f(x)'a
dx \ g(x) g2(x)
. y + 22 cos*(zx3) ow 0w 0w
Siw= , calcule —, — vy —
14 y? ox’ dy 7 0z
Solucion:
ow 1 0 2 4,3y _ 0+ 472 cos?(zx3) - —sen(zx3) - 3x%z
x 1ty ax(y+z cos*(zx’)) = T
92 (y + 2% cos*(zx?)) - (1 +y?) — o (1+1y7) - (y + 22 cost(zx%))
oy (1+y?)?
1 (1+y?) =2y - (y + 2% cost(zx3))
B (1+y?)?
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ow 1 0 > 4. 3
° a—z = m&<y+z CcOos (ZX ))
0+ 9 (%) - cost(zx®) + 22 - 9 (cos*(zx?))
_ 0z 0z
1+y?
_ 2z-cost(zx3) + 2% - 4cos? (zx7) - —sen(zx?) - 1 %7
B 1+y?
||
Ejemplo 5.6 (Evaluando derivadas)
2 0 0
El volumen de un conoes V = m, calcule —V y _V
3 O g h—g = Oh|ip hy
Solucién:
ov 2ntrh 167
[ ] —_— = —_
0T |12, hst 3 lr=2 h=a 3
oV mir? 4m
[ ] —_— = — e
oh r=2, h=4 3 r=2, h=4 3
|
Ejemplo 5.7
. . 0z 0z
Verifique que si z = arctan(y/x), entonces x& + y@ =0.
Solucién:
= _ L 4y L
0x 1+ (y/x)2 dx \x X2+y2 2 X2 4y?
oz 1 i (E ) B )g 1 B X
oy 1+ (y/x)2 dy \x/  x2+y2 ¥  x2+y2
0z 0z —y X
ox Yoy Xx2+y2+yx2+y2_0
|

Ejemplo 5.8

Si w = z2In(x?) cos(y?), determine g(z) tal que xln(xz)—:: +g(z2)

Solucién:
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W 2os?) L (In6?)) = 22cos(i?) - 2
5 = F cos(y?) = (In(x*)) = z*cos(y?) 8
w _d (z°) In(x?) cos(y?) = 2z In(x?) cos(y?)
0z z
Ahora,
2,0W ow 2y ,2 2, 2 2 2
xIn(x )g + g(z)a = XIn(x*) z° cos(y) - ?—( +9g(z) - 2z In(x*) cos(y~)

= 222In(x?) cos(y?) + g(z) - 2z In(x?) cos(y?)

Por lo tanto, si g(z) = z tendriamos lo que se pide:

0 0
xln(xZ)a—:: za—vzv = 222In(x?) cos(y?) + z - 2z In(x?) cos(y?) = 422In(x*) cos(y?) = 4w
||
Ejemplo 5.9
of of
i = ¢2? lcule —y —
Si f(t,0) =eY(t,0), calcule m y 30
Solucioén: : En este caso, como ¢ no es conocida, sus derivadas parciales solo se dejan indicadas.
o I _ 000
ot ot
of 0 (20 2000 20 2000
- = . = 020 -
* 39 5 (e”) - d(t,0)+e =3 e’ Pp(t,0)+e 58
||

Ejemplo 5.10
0z

0
Sean f,g: R—R funciones derivablesy u = x® + 3. Si z=x%g(u) + f*(u), calcule a—i y @

Solucion: : Como f y g no son conocidas, sus derivadas solo se dejan indicadas.

0z dg du df du

= = 2x- 2-2 7 43 () - — - —

® o x-glu)tx du dx + 4 ) du dx
d daf

= 2x-g(u) +x2—9 5xt 4 4f3(u) - - 5xt

du du
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0z ,dg du df du
= 2. = 413 (u) - — - —
* dy X du dy + (w) du dy
dg df
_ 299 0 3 . 32
= X1 3y° + 4f°(u) o 3y
|
Recordemos que en una variable, si a > 0 y, f y g son derivables, entonces aplicando regla de la cadena,
d dg du
L (@) — g9 . pg. 29 ¢
dx (e0) = aiina du " dx
d af
— ([f A Cf(x)x—1
ST = w0
0 0
Siz= (senx)yz, calcular a—i y £
Solucion:
0 6} d
o a—i = ([senx]yz) =y2. [senx]¥" 1. ™ (senx) =y2- [senx]¥"~1 . cosx
0 0 d
o a—lj =% ([senx]92> — [senx]V” - In(senx) - O (y?) = [senx]Y’ - In(sen x) -2y
|

Ejemplo 5.12 (Cdlculo directo y por definicién).

Sea f(x,y) = v/x/y. Cuando derivamos respecto a x, el factor ¢y lo podemos ver como una “constante”
y cuando derivamos respecto a y, el factor /x lo podemos ver como una “constante”.

d df
Aplicando la regla: — (k- f(u)) = k- —, con k constante, tenemos
du du

% — Q(W\S/g) _ d%(e/;)\s/.g _ %X2/3\3/g

dy

Esta es la manera de derivar f respecto a x y respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo
esto no decide si la funcién es derivable o no en (0,0). Para saber si estas derivadas parciales existen en
(0,0), se debe calcular usando la definicién,

o2 Sk Lo = g

of . f(0+h,0)—f(0,0) . 0—
ox (0/0) = lim, h = fim
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ﬁ(0,0) — lim (0,0 +h) —f(0,0) _ m 0-0 _o,
oy h—0 h h—0 h
. . ., of . ., of
es decir, en este caso la derivada parcial P existe en (0,0) y es cero y también o (0,0) =0.

5.5 Derivadas parciales de orden superior

Si f es una funcion de dos variables x e y, entonces sus derivadas parciales f y fy también son funciones
de dos variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (fx)x, (fx)y, (fy)x y (fy)y, las
cuales se llaman segundas derivadas parciales de f.

@ _ o (o L B0 (o
9x2  dx \ 0x dydx  dy \ 9x
Fr_ o for B0 (o
d9y2  dy \dy xdy  Ox \dy

Si z = f(x,y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,

% 0%z
® (fx)x:fxx:ﬁl:@: @
0%z
f =fyy =f1p = ——
o ( X)y y 12 dydx
0%z
hd (fy)x = fyx =f = m
0%z
[ (fy)y - fyy - f22 - @

2
La notacion fyy o 3uox significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y, mientras
yox

que para calcular fy, el orden se invierte.

o%f 0% % 0%
Si f(x,y) = %%+ x?y? +y?, calcule

x2” Y2’ axdy y dyox

Solucion: Las primeras derivadas parciales son
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2 ) - =
ox 3x° +2xy y oy 2x“y + 3y
De donde obtenemos que :
o%f ) o2f )
o%f d o2f d
= —[3x2 +2xu?] =4 — % o2y 432 =
dyox ay[’“rxy] Y 0y 5 27U +3y7] = dxy
|
Ejemplo 5.14
Sea f:RR — R una funcién dos veces derivable y sea z = f(u) con u = x3y*. Entonces,
0 0
o X f(u)- 3yt o 2 —f(u) %3 4y?
0x L1 oy L1
&_u 2.4 2.4 4/ &_1/ 3,3 3,3 3, 2¢/
* 52 =f"(u) - 3x7y~ - 3x7y* + 6xy*f'(u) ° 22 =f"(u) - 4x7y’ - 4x’y° + 12x°y~f'(u)
o oz =" (u) - 4x3y3 - 3x%y* + 123293 (u) o 0z =f"(u) - 3x%y* - ax3y® + 123 ()
oyox 0xdy
|

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo, la

. : L %u d*u . .
ecuacion diferencial parcial 32 T3 0, se conoce como ecuacion de Laplace, en honor a Pierre Lapla-
x Yy

ce (1749 - 1827). Las soluciones de esta ecuacion se llaman funciones arménicas y desempefian un papel
fundamental en las aplicaciones relacionadas con conduccién de calor, flujo de fluidos y potencial eléctrico.

Compruebe que la funcién u(x,y) = eY senx satisface la ecuacién de Laplace.

Solucion: Las primeras derivadas parciales estdn dadas por

ou

— = eYcosx
0x
ou
— = eYsenx
oy

con lo cual
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az—u = —eYsenx
ox2
0%u
> = eYsenx
oy
02 02
de donde —1; + —1; = —eYsenx+eYsenx =0 vV
0x oy
|
Ejemplo 5.16
5 *u  ,0%u . .
La ecuacién de onda 2 = a 32 donde a es una constante, describe el movimiento de una onda,
X
que puede ser una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda
vibrante. Si f y g son funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,t) = f(x + at) + g(x — at) satisface la ecuacion de onda.
Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A =x+at y B =x—at. De esta manera u = f(A)+g(B).
Las derivadas de u(x,y) con respecto a x estan dadas por :
N A+ g(B), D% = f(A) +g"(B)
ox ’ 0x2
Las derivadas de u(x,y) con respecto a t estdn dadas por :
du = af’(A) — ag’(B) 62711 = a’f"(A) 4+ a*g”(B)
ot " ot2
Sustituyendo obtenemos
aZu 21 2 1 21! " 2 aZu
Tﬂ:af (A)+ag”"(B) =a”[f"(A) +g"(B)l = a vl
|

Ejemplo 5.17

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,y) = xf(x +y) +yg(x +y) satisface la ecuacién diferencial parcial 11, — 211, + 1y, = 0.

Solucion: Primero un cambio de variable. Sea A = x +y, entonces u = xf(A) +yg(A). Las derivadas de
u(x,y) conrespectoa x estan dadas por

u, = f(A) +xf'(A) +yg’(A)

o = F/(A) + F/(A) + %F"(A) +yg”(A) = 2F"(A) + X" (A) +yg"(A)
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Uxy = '(A) + xf"(A) + ¢'(A) + yg"(A)
uy =xf'(A) + g(A) +yg'(A)
uyy =xf"(A) + ¢'(A) + ¢'(A) +yg"(A) =xf"(A) +2¢'(A) +yg”(A)
Sustituyendo,
Uxx — 2Uny +Uyy = 2 (A)+xf"(x+y)+yg”(A) — 2f'(A) —2xf""(A) —2g'(A)
—2yg"(A) + xf"(A) +29'(A) +yg"(A) =0 vV
||

Ejemplo 5.18

Compruebe que la funcién u(x,y) = ——————= satisface la ecuacién diferencial de Laplace en
N

%u %u  %u
+ — +-—> =0.

derivadas parciales a2 " a2 0

Solucion: Calculemos las derivadas parciales

ou —2x ou y ou z

o 2/t yrr2)B Yy (P2 +z2)32 P N N ST
qu 2x% —y? — 22 ou B X2 4+2y> - 22 ou B —x? —y? + 272
axz - (X2+y2 +Z2)5/2’ 692 - (X2+y2+z2)5/2’ azz (X2 +y2+z2)5/2'

y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas fy y fyx en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente

teorema, da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es
conocido de Clairaut o también como Teorema de Schwarz.

Teorema 5.3 (Teorema de Clairaut o Teorema de Schwarz).

Sea f: D C R — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a,b) y radio 9, si
las funciones fxy y fyx son continuas en D, entonces

fxy(azb) = fyx(a/ b)
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Ejemplo 5.19 (Hipoétesis en el Teorema de Clairaut).

2 — 2
Sea f(x,y) :xyﬁ}}

sobre la recta x = 0 y luego sobre la recta y = 0.

f(h,y) —f(0,y) .. hyh?—y?)

y f(0,0) = 0. Se tiene f,(0,0) = fy(0,0) =0, pero fyy(0,0) # fyx(0,0). En

efecto, aunque fyy y fyx estan definidas en (0,0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos
calcular estas derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos

Esto muestra que fxy(0,0) # fyx(0,0). El grafico de f(x,y) muestra un salto en (0,0)

_ = lim 2>~ J ) _

(0 y) = lim h hoo h(RZ+y?) 0
y

o fh) = f(x,0) . hx(h? —y?)
2, 0) = Jim, h “hoo h(R24+y?)
Ahora
. fy(h,0) (0,0) . h—0 _ (0, k)

zZxy(0,0) = }1113}) o = }111_>0 = 1 y zy(0,0) = 11£>n
im0
h—0 k

Ejercicios
Xy of of
@5.5.1 Sea f(x,y) = Ty Calcule a, ™ y fy(2,1).
of of
@552 Sea f(x,y) = In®(xY +x2 4+ 2Y) Calcule —, —.
dy  0ox
2 2.2 212 e ?z %z
@ 5.5.3 Sea z(x,y) =2(ax + by)* — (x* +y*) con a” + b* = 1. Verifique que 32 + a—yz
x2 0z 0z
@554 Seaz="f <y> con f derivable. Verifique que X35 +2y— oy =0.
@ 5.5.5 Sea z = 4 /xy + arctan (E) Demuestre que zx% +z aZ =X
@ 5.5.6 Sea k una constantey C(x,t) = t%e” x/kt . Verifique que esta funcion satisface la ecuacion (de
difusion)
K 9iC_oc
4 ox2 ot
of of
@557 Sea z = f(x*y +y) - Vx +y2. Calcule 2y o

=0.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.5 Derivadas parciales de orden superior (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay). 182

?u o2
42 =0

@ 5.5.8 Verifique que u(x,y) = eY senx satisface la ecuacién de Laplace 2 o2

@ 5.5.9 Sea a € R una constante. Verifique que u(x,t) = sen(x — at) + In(x + at) es solucién de la ecuacién
de onda ui = a%Uyy.

@ 5510 Sea a € R una constante y f y g funciones dos veces derivables. Verifique que
u(x,t) = f(x — at) + g(x + at) es solucién de la ecuacién de onda ug; = a®iyy.

0z 0
@ 5.5.11 Verifique que z = In(e* + eY) es solucién de las ecuacion diferencial a—z + £ =1 y de la ecuaciéon
o’z %z 0%z
dif 1 ~— | =0
iferencia FRCRr < axay>

@ 5.5.12 Sea f una funcién derivable en todo R y sea w(x,y) = f(ysenx). Verifique que

0 )
cos(x) a—:} + ysen(x) % = yf’(ysenx)

@5.5.13 Sea g(x,y) = x*sen(3x — 2y). Verifique la identidad

%9 _ 99
. 6
@ 5.5.14 La resistencia total R producida por tres conductores con resistencias Rj, Ry y Rz conectadas en
. . ) B 1 1 1 oR , ,
paralelo en un circuito eléctrico esta dado por la formula — = — + — + —. Calcule —-. Sugerencia: derive
R R R Ry OR;’

a ambos lados respecto a R .

@ 5.5.15 Laley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta T, presién P y volumen V

oP oV oT
es PV = mRT donde R es la constante universal de los gases ideales. Verifique que 3varap - b
i . 1 9K 92K
@ 5.5.16 La energia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = 2mv Verifique que I

@ 5.5.17 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea u = x> + y? y w(x,y) = f(u) - g(y). Calcule
ow *w  *w ow
ox’ ox2’ dydx y dqy’
@ 5.5.18 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(x,y) = f(u) 4+ g(v) donde u =

w w
ox” oyox’

Y
= =. Calcul
y v xCacue

S=NRs

2w
oxoy’

@5.5.19 Sea w = e* - f(x*> — 4y?), donde f es una funcién dos veces diferenciable. Calcule

@ 5.5.20 Sea u(r,0) =1"cos(nb) con n € N una constante. Verfique que u satisface la ecuacén

uw
uT‘r+ +ﬂ20
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5.6 Funcién diferenciable. Diferencial total.

Diferencial en una variable. Geométricamente, si f es derivable en %y entonces la ecuacion de la recta tangente
T a fen (xg,f(xg)) es

T(x) = f'(x0) (x —x0) + f(x0)
Entonces
f(xg + Ax) = T(xg + Ax) = f'(x0)Ax + f(xg) == f(xo+ Ax) — f(xg) =~ f'(xg)Ax
= Ay~ f'(xg)Ax

El diferencial dx puede ser cualquier nimero (grande o pequefio), si dx es pequefio, Ay se puede aproximar
con el diferencial dy = f’(xq) dx. Formalmente,

Ay =f'(x)dx+e€ con lim — =0

Esto dice que f es diferenciable en xq sila distancia e entre el grafico de f y su tangente se desvanece mas
rapidamente que el desplazamiento horizontal hacia el punto de tangencia.

fle) =2

<Y

Diferencial total en dos variables. Sea S una superficie de ecuacién z = f(x,y). El cambio en f en dos variables
es
Af = f(XO + AX’I Yo + Ay) - f(XO/HO)

Sea P = (x0,Yo,20) € S y supongamos que existe el plano tangente TT a S en P. Mas adelante vamos a
ver que si las derivadas parciales existen y son continuas en P, dos vectores tangentes son (1,0, fx(xo,yo)) y
(0,1,fy(x0,Y0)) que estdn en el plano tanegnte a S en P. Con estos vectores tangentes obtenenos una ecuacién
vectorial del plano tangente TT (si hubiera) en P € S. Esta ecuacién vectorial es

Mr: P 4+ t-(1,0,fx(x0,Yo)) +s-(0,1,fy(x0,yo)), t,s€ R

Sitomamos t =dx y s =dy, ysi Q = (xo,Yo,22) € TI, la coordenada z de Q es
zp = f(x0,Yo) + fx(x0,Yo) dx + fy(x0,Yo)) dy

Entonces f(XO + dx, Yo + dy) ~ f(XOIUO) + fX(XOIUO) dx + fy (XO/ UO) dy
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Af =z, — 29 - ' z1=f(xo +dx, yo + dy)

-

Coodenada z del punto

Figura 5.5: Af =z — 2

Tenemos Af = f(xg + dx, yo + dy) — f(xo,Yyo) =~ fx(x0,Yo) dx + fy(x0,yo) dy, es decir,

Af = fx(x0,Yo) dx + fy(x0,yo) dy

El diferencial total de f es df = f, dx + fy dy.

Coodenada z del punto
» 21= f (X0 + dx, yo + dy)

E
Coodenada z del punto

2= f(x0,y0) +fx(x0,y0) dx+ fy(x0,y0) dy

Figura 5.6: Af = f(xo,Yo) dx + fy(x0,Yo)

(Funcién diferenciable)

Si la derivada Df(a) de f en a existe, decimos que f es “localmente lineal” o “diferenciable” en a si
f(a+ "x) —f(a) y Df(a) "x son indistinguibles en el sentido de que su diferencia se desvanece mas répido

que [|Ax]||.

Geométricamente, en particular la funcién f es diferenciable en a = (xg,yo) si la distancia entre la

superficie y el plano

E = f(xo +Ax, yo+Ay) — [f(xo,yo) + fx(x0,Yo) dx + fy(x0,yo)]
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se desvanece mas rapidamente que el desplazamiento horizontal /dx? + dy? = ||(x,y) — (x0, yo)|| hacia
el punto de tangencia.

Definicién 5.4 (Funcion diferenciable)

Una funcién f: R2—R es diferenciable en (xg,yo) si existe un entorno alrededor de (xg,yo) en el que

(xy)—(x0u0) 1(x,4) — (x0, yo)ll

. E(x,
f(x,y) = f(x0,Y0) + fx(x0,Yo) dx + fy(xo,yo) dy + E(x,y) con lim (. y) =0 I

Es decir, si f es diferenciable en (xp,yo), entonces en la cercanias de (xo,yo) la funcién f se puede aproximar
usando el plano tangente. Si z = f(x,y) es diferenciable, el diferencial total df = f(P) dx+f(P) dy representa
el incremento de f a lo largo del plano tangente a f en el punto (x,y). Seria como calcular con el plano
tangente en vez de usar la superficie S (ver figura 5.6 ).

Tenemos un teorema para caracterizar las funciones diferenciables.

Teorema 5.4 (Funcién diferenciable)
Sea f : U C R™ — R. Si las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de

(x0,Yo) € U, entonces f es diferenciable en (xo,Yo)-
—

5.7 Regla de la cadena.
Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece
df _ df du
dx  dudx
La regla de la cadena nos indica como varia f conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es la

derivada de f en presencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relaciéon persiste en
el siguiente sentido

Ya conocemos que si f es diferenciable en (xg,yo) entonces hay entorno alrededor de (xg,yo) en el que

E(x,y)
Af = Ty (xg, dx + fy (xo, dy + E(x, con lim
x(x0,yo) dx + Fy (xo, yo) dy + Elx,y) o) ) T 9) = (xor o)

=0

En presencia de una composicién de funciones (o mejor “un cambio de variable”), tenemos


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.7 Regla de la cadena. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 186

Teorema 5.5 (Regla de la cadena - Caso ).
Sean x = x(t) y y = y(t) derivables y z = f(x,y) diferenciable en (x,y) = (x(t),y(t)), entonces si

z = f(x(t),y(t)) es derivable,
dz _ of ,

@ Wt gy

Teorema 5.6 (Regla de la cadena - Caso 1l.)
Sean u = u(x,y) y v = v(x,y) con derivadas parciales en (x,y). Si z = f(u,v) es diferenciable en

(u,v) = (u(x,y),v(x,y)) entonces z = f(u,v) tiene derivadas parciales de primer orden en (x,y) y
9z _ of du of dv
ox  ou 0x ov 0x

oz _ dfou  ofdy
dy ou dy ov 0y

Ejemplo 5.20

Sea z(x,y) = \/ arctan(y/x) + tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular % usando la

0x
regla de la cadena. Sea (x,y) = arctan(y/x) y v(x,y) = tan(xy), entonces z = y/u +v.

0z 0z al 0z @

> T duox T ovox

= ! ! —y 1 + ! sec®(xy)
Co2yuFv 1 (y/x)?2 K2 2/ u+v Y Y

Al sustituir u y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.

Sea z(x,y) = x> +3y?, donde x = e' y y = cos(t) entonces

de _ dzdx 2z dy
dt ox dt 0y dt

= 2xet—6ysen(t) = 2e*' —6cos(t)sen(t)
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2

3
Sea z(u,v) =x%eY, donde x =uv y y = u? — V> entonces

0z 0z 0x 0z dy
ou oxou Odyou

0 6}
= 2xeysa—fL + f—szyzeysa—li'L = 2xe¥'v + 3x2yzey32u

0: _ 0z0x 020y
ov 0xdv  dy dv

0 0
= 2xe93a—: + 3x2y2693a—3 = 2xe¥ U+ 3x2y2693 - —3V?

||
Ejemplo 5.23
Sea f una funcion diferenciable y z(x,y) = f(x?, xy?). Para derivar usando la regla de la cadena usamos
el cambio de variable 1 = x” y v = xy?, entonces z(x,y) = f(w,v) y
o= _ of du_ dr v
ox  ou Ox dv dx
of of
- —.2 — .2
ou X ov Y
dy  Ou dy odv dy  du ov Y
|
Ejemplo 5.24
Sea f una funcién derivabley z = f(x,y) con x = rcos6, y = rsen, entonces
0z of 9x  0of dy of of
— = —— 4+ —— = — 0+ — 0
or 0x Or + oy or ox <% + oy sen
9z _ Ofdx  ofdy _ of —rsen9+ﬁrc056
90 9x090 dyodd  Ox dy
||

Sea V =V(P,T). Si P(V—b)eRY =RT, con b,R constantes, calcule 2—\1_/

Solucion: V es funcién de P y T. Derivamos a ambos lados respectoa T,
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0 Rvi _ O
T [P(V—b)e ] = 37 [RT]
P[VieRY + (V—b)eRVRV] = R
R
! PeRV(1+ (V—Db)R)
|

Regla de la cadena y segundas derivadas parciales. Si z = f(u,v) tiene segundas derivadas parciales

continuas, entonces las derivadas parciales de f siguen siendo funciones de u y v.

Si z = f(u,v) en’concesi g(uv) —a—Zf afu—f—ﬁ v
S ox \ou - ou2 dx  dvdu Ox

Esquematicamente se podria ver ast:

_ 9f du_ 9f ov
Jdu dx Jdv oJx
2 (3f 1\ 2 (i(mu@)ﬁ
3= (3 U ov \3
d%f ou  J*f Jv 9% du  9*f oo
- BaE ~uov ov T 902 v

Ejemplo 5.26

of 0 02 02
Si z = g(x?) + f(arctanx, tany ), calcule a—i, 611;' ﬁ y a—é
u = x2
Solucion: : Primero un cambio de variable z = g(u) + f(v, w) con v = arctanx
w = tany
0z , of 1 of
) == S R R
) g =W x4l et g, 0
b.) & —h 2x ’(u)+L g(\)w)
o2 Ox 9 1+x2 ov
2x  of 1 %f 1 o%f
= 2g¢’ 2xg"(w) - 2x — ——— — — | =5 :
g'(u) +2xg"(u) - 2x (1+x2)% v * 14 x2 <av2 14 x? T vow

)
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0z of of
) —=0+_— -0+ —— -sec?
c.) oy +av —i—aw sec”y
0%z 0 , Of
) oxdy  Ox <sec Y 6W(V'W)>
o, 0% (S *f
= U vow 112 on?
|

Ejemplo 5.27

Si z(x,y) = g(y) - f(x — 2y, y?). Calcule zy y Zxy-
Solucién: Cambio de variable: Sea 1. = x — 2y, v = y°. Entonces z(x,y) = g(y) f(u,v)
ze =g(y) [fu -1 4+ £y -0l = g(y) fulu,v)

Zxy = 9/(y) Tefy + g(y) [_quu + 3yzfuv]

Ejemplo 5.28

2
Cambio de variable: Sea z(x,y) = g(u,Vv) con 1 = x’y? y v = xy. Calcule

dyox’
Solucioén:
0z _ 0dgou 0dgov 0dg , . 0g
Ox  dudx Odvox  ou XY+ ov Y
0%z 0 [og(u,Vv) 2 0 » 09 og(u,v) 0 [og(u,v)
- ) — 2 -4 S
0yox oy [ ou ] A ay[ b } ou + ov Ty oy ov

°g °g dg  9g(u,v) %9 °g
[auz'uy‘l‘avau-vy}-nyz—i-llxy- + +y- Uy, + —5 vy

d%g ’ d%g 2 0g og(u,v) d%g 9%g
[auz-Zyx —i—avau'x -2xy“° + 4xy - + + Yy =2 — X

ou ov
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Ejemplo 5.29

Sea Flu,v)=—u—vcon W?=x—yyvV=x+y.Siu#0yv#0, verifique
u+v
) Fi=— .
2.) 2uv
v—u
) Fy = .
b) Fy 2uv
Solucion: Primero veamos que 2uu, =1, 2vv, =1, 2uuy = —1 y 2vvy = 1. Por lo tanto
1 1 u-+v
) Fu=Fuly +Fyvy=—1-— —1.— =— .
a.) wihe vy 2u 2v 2uv
1 1 v—1u
b) Fy :Fu_uy +F\)Vy =—1- <_2‘LL) —1- E = v .
||
Ejercicios
d
@5.7.1 Sea z=xy?>+x con x =sent y y = tan(t). Calcule d—i
’ » dw
@ 5.7.2 Sea w=x"+2xy +y~ con x =tcost y y = tsent. Calcule a
0z 0z
@5.7.3 Sea z=uvu++v2 con u=xy y v =arctan(y/x). Calcule 3 Y @
@ 5.7.4 Sea z = g(y) - f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.
1. Calcule 0z
0x
2. Calcule 0z
oy
0 0
3. Six=t>yy=u?+1> calcule a—i y ﬁ
2
@ 5.7.5 Sea z = f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular dyox”
2
@ 5.7.6 Sea z = 1n3(xy) + f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden, calcular dyox’
2
@ 5.7.7 Sea g derivable y f una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas. Determine I azy

siz = f(xsen(y), g(x))
@5.7.8 Sea T(x,t) = e >*sen(2t — 3x). Determine una constante K tal que

oT 2T T
Slyg3 2 070 K.
65t F3axot 2 ox T 1)

@ 5.7.9 Sea z definida mediante z = xf(y) +yg(x),con f y g funciones dos veces derivables. Calcule
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5.8

K € R de tal manera que se verifique la identidad

9’z 0z 0z
2 —Kx— —Ky—+2z=0.
b 0xay x 0x Y oy ez
of of . . . 2
@5.7.10 Sea z = P + o’ donde f = f(x,y) es una funcién con derivadas de segundo orden. Si x =u”+v y

0z 0z 0 o [of of
2 . . 0z
— . Sugere a— = — | —I(x, + —(x,
y =u+ Vv, calcule 3 y v ugerencia: = = =~ <ax(\< y) o (x y))

0
@ 5.7.11 Sea w = ¢g(x) + f(x,y) con x =rcos0 y y =rsen6. Calcule %

@ 5.7.12 Sea z = f(u,v), donde u = x> +y%, v = xy. Si f tiene derivadas parciales de segundo orden
fu, fuv, fuu ¥ vy continuas (es decir, f,, = fy., ). Verifique que:

%z _of 02f 0%f 0%f

— =2 44— +4 it

ox? ou X ou? Ty ouodv Y 2
@5.7.13 Sea z = f(x* + cosy, x> — 1) — g(3xy?) con g derivable y f con derivadas parciales continuas y de
segundo orden. Calcule z,,

@5.7.14 Sea z = x*f*(xy,y?) con f con derivadas parciales continuas. Calcule z, y zy

@ 5.7.15 Considere z=x-f < Yy , 3 4 3x ) +h ( x2y2 ), donde f es una funcién con derivadas parciales de
X

0%z

segundo orden continuas y h una funcién con derivadas de segundo orden continuas, calcule: U
X0y

@ 5.7.16 Considere z = f(2x*y — vy, x?) + g(x*> — xy), donde f es una funcién con derivadas parciales de
y—y g Y 2P
0°z

segundo orden continuas y g una funcién con derivadas de segundo orden continuas, calcule: ou”
xdy

of of
@5.7.17 Sea z = f(Xz —y, xy) donde s = x? —y y t =xy. Calcule 3t y 2 (Sugerencia: Calcule z, y z, y resuelva
S v
. of of . .
el sistema pensando en 3t Y 3, como incognitas).

0 0
@ 5.7.18 Verifique que si f es diferenciable, la funcion z = f(xy) satisface la ecuacion xa—i — é =
@5.7.19 Sea u = f(r) con f derivable y 1> = x? +y? + z2. Mostrar que

@ 5.7.20 Supongamos que f es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas. Calcule

0? f(u,
axé;zy si z(x,y) = (L;v) conu=x>yv=23y—2
0z 0z 2 .
@ 5.7.21 (*) Supongamos que se sabe que X5 + Yo, = 2x“sen(xy) con x>0 y y>0 . Verifique

que aplicando un cambio de variable de (x,y) a (u,v) donde u=xy y v = x/y; entonces la ecuacion (x) se

. .y z ) . ) . . .
convierte en la ecuaciéon — =v senu. Sugerencia: Como z = z(u,V); calcule las derivadas parciales y luego despeje x y y en

. . .ou .
el cambio de variable. Al sustituir, obtiene el resultado.

Derivadas de una funcién definida de manera implicita.

Supongamos que se conoce que z es una funcién de x e y, es decir, z = f(x,y), pero que z estd definida de
manera implicita por una ecuacién del tipo

191
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F(x,y,z) =0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacién de una esfera: x> +y? + z2 = a°.

Esta ecuacion define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

7 — ,/az_xz_yz y z=—/a2—x2—2

Cuando una funcién estd definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla: Si
y? + xz + 22 — e — 1 = 0 no hay posibilidad de despejar z = z(x,y), aunque teéricamente podria
ser posible en un entorno de algtin punto. En todo caso, si podemos calcular las derivadas parciales.

Z

Figura 5.7: Superficie S: y? +xz+2z>—e*—1=0

Podemos deducir, de manera informal, las férmulas para z. y z,. Supongamos que z = z(x,y) y que
F(x,y,z(x,y)) = 0 y que en algtin conjunto abierto D las derivadas parciales de z existen y la funcién F es
diferenciable en D.

Sea g(x,y) = F(x,y,z) =0, aplicando la regla de la cadena a g(x,y) = F(u,v,w), con x = u(x,y), y =v(x,y)
y w(x,y) = z(x,y), obtenemos

a_g ﬁ ou oF Q N E ow
0x ou 0x ov 0x ow 0x

y
99 _ OF du  OF dv  OF ow
dy  ou dy ov Jy ow dy
0 0
Ahora, como a—i =0y a—: =0, entonces
99 _, OF , OF 0z _
ox dou  Ow ox
Despejando,
oF
0 Ox oF
a—z = — % en todos los puntos de D donde % #0
x = Z ey zxy)
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oF

De manera similar, 9z _ 3y
oy oF

0z

Teorema 5.7

Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R™ vy sila ecuaciéon F(xq,Xy,...,xn) = 0 define a x,
como una funcién diferenciable x,, = f(x1,%2,...,Xxn—1) en algin conjunto abierto de R™ ! entonces

oF
of o
aXi N E
0Xny

F
en aquellos puntos en los que oF # 0.
0Xn,

Una funcién z = z(x,y) definida de manera implicita por F(x,y, z) = 0.

Si z = z(x,y) estd definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0, de acuerdo a las hipétesis del teorema
5.7 , entonces

En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las variables
independientes y si se cumplen las hipétesis del teorema,

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F(x,y,z,u) = 0.

Ejemplo 5.30

Sea z definida de manera implicita por F(x,y,z) = xyz+x+y —z = 0. Como se cumplen las condiciones
del teorema 5.7 entonces

. __Fl__zy—kl B FU__zx—I—l

.ow-1 7 TR T -1
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Ejemplo 5.31

Calcule z, y z, si F(x,y,z) = x> —2y% 4+ 32> —yz+y =0 definea z como z = z(x, y).

Solucion: Dado que F, =2x, F, = —4y —z+1, F. =6z —y, entonces si F. #0,

. 2x
Y 6z—y
1—4y—
B ek
6z —y

en R? — {(x,y) € R? : 6z(x,y) —y =0.}

||
Ejemplo 5.32
Considere la funcién z definida de manera implicita por x> +y? + 2> —1=0. Calcular z,, Zy, Zxxs Zyy
Y Zyx
Solucioén:
z estd definida de manera implicita por F(x,y,z) = x> +y? +z?> —1 = 0. Entonces,
R x ko y
x F. z y o & F. z
Para calcular zyy, zxx y zyy debemos notar que z, y zy 1o son funciones definidas de implicita, como
tal derivamos de manera ordinaria.
X
. _a(zx)_i(_lc)__l‘z—xzx _Z_X(_z)
ox o ox N oz 22 B 22 ’
. ~0(zy) i(_g) l-z—yz, 22 +y?
YUy oy z) 22 B 2
X
o= =) 2 (-Y)-v= :‘J(—)
v ox 0x z z2 z2
|

Si F(xz,yz) =0 define a z como funcién implicita de x e y y ademds cumple con las condiciones del
teorema 5.7 en cada punto de una regién D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacion
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o 0z _
Y3y ox

—Z

Solucion: Sea u = xz y v = yz, entonces F(xz,yz) = F(u,v) =0.

2 _ K _ RO+FR-z
dy  F. Fy-x+F-y
%z _ K Rzt K0
ox  F.  Fu-x+Fy
Luego
Oz o _ Kz o Fz
Yoy T T YV Rix TRy Fu-x + Fyoy
~ z(Fu-x+Foy)
Fu-x +F -y
= —z
|
Ejercicios
0 0
@5.8.1 Si x*y?+sen(xyz)+2z? = 4 definea z como funcién implicita de x e y, verifique que x a—i -y £ =0.
0z 0 0 0
@ 5.8.2 Sea z = f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule a—i, £ y verifique que xa—i —y£ =0.
@ 5.8.3 Sea g (ﬁ, x> + y2) = 0 una ecuacién que define a z como una funcién de x e y. Verifique que si
z

Jx, gy Y 9. existen y son continuas en toda la regién en la que g, # 0, entonces

oz 0z z(¥ -y
0x oy Xy
@ 5.8.4 Supongamos que g es una funcién con derivadas parciales de segundo orden continuas. Calcule
0’z . _ gy

dyox 72 conu=y>yv=x—2

0z 0z 0%z 0%z 0%z

.0. — * 1 1 3y M ox2 o2 X0y’
@585 Sea z=xIn(yz). Calcule =, 3y’ ox2" 0y Y axdy

@5.8.6 Si f(zx,y?) = xy define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy.
@5.8.7 Si f(zx,y?) + ¢(z*) =5 define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy y z,

@ 5.8.8 Sea f una funcion con derivadas de segundo orden continuas y g una funcion dos veces derivable.
Supongamos que la ecuacién 2g(z) + f (x?,y2) =0 define a z como funcén implicita de x y y.
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5.9 (*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).
dz 0z 0%z
a) Calcule — y — b) Calcule
ox ~ 0y 0yox

5.9

@ 5.8.9 Repita el ejercicios anterior con la funciéon zx + f(x?,y?) = 0.

@ 5.8.10 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable.

0 0
2 ,y%) =0 define a z como funcén implicita de x y y. Calcule o z

., 3 e
Supongamos que la ecuaciéon g(z)f”(x oV oy

@ 5.8.11 Sean F una funcién diferenciable y f una funcién derivable. La ecuacién F (f (xy), f (22)) = 0 define a

0 0
z como una funcién implicita de x y y Calcule a—i y a—:
@ 5.8.12 Sea z definida implicitamente por medio de la relacién z = x - f (%) con f una funcién con derivada

continua. Verifique que z satisface la ecuacion:

By
ox Yoy~
@ 5.8.13 Sif(x,y) = w, determine una constante K de tal manera que se cumpla la identidad
o1 =7 f(x )—i—E of
dydx AT dy

2%z
@ 5.8.14 Si zx + €Y = x define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy, zy y P

@ 5.8.15 Sea f una funcién con derivadas de segundo orden continuas y g una funcién dos veces derivable. Si
02
y = g(z%) + f(y?, x*) define a z como funcién implicita de x y y, calcule zy, zy y 671;

le(l

Pr———
VTV(V +nb)
a, b son pardmetros, R es la constante de gas y n el ntimero de moles. La funcién T = T(P, V) esté definida de

@ 5.8.16 La ecuacién de Redlich-Kwong de dos parametros es [V—nb] —nRT =0 donde

manera implicita por esta ecuacion. Calcule 3

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

Supongamos que u = u(x,y) y v =v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

Fix,yuv)=0 y G(xyuv)=0

Para deducir las expresiones para uy, 1y, Vx, vy se resuelve el sistema

dF = Fxdx+Fydy + Fydu+F,dv=20

dG = Gydx+ Gydy+ Gudu+ Gydv =0

F. K

Gu G dx — -

1|/ F
, obtenemos du = — ‘ G. G

J

para duy dv. Si | = ‘
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como du = u, dx + uy dy entonces se obtienen las férmulas (siempre y cuando ] # 0.)

Fe F F,2 R
Gx G G, Gy
uw = — , u = —
h J Y J
y
Fo Fy Fu Fu
Gu Gy Gu Gx
Vy - - ] ’ Vx - - ]

Ejemplo 5.34

Siu=u(x,y) y v=v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones
F = W@?+v—x>—y=0

G = u+v—x*+y=0
calcular uy y uy.

= 2(u—v), entonces, u —M u _ 1t
N ! =Ty Y Yo 2(u—v)’

Solucion: Como | = ‘

Ejemplo 5.35

Sea z = f(x,y) definida por z = u+v donde u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de
manera implicita por las ecuaciones

F = ut+e*™—x=0
G = v+er V—y=0

Si u=v =0 entonces x =y = 1. Calcular z,(1,1).
Solucion: z, = uy + vy. Podemos calcular uy y vy usando las férmulas respectivas, sin embargo, para
calculos numéricos es mas practico derivar respecto a x las expresiones F = 0 y G = 0. En efecto,
derivando respecto a x obtenemos

Uy + e ™V +vy) —1=0 y vy+e" Y(ux—vx) =0

de modo que cuando x =1,y =1,v =u = 0 se obtiene

2uy +vx —1=0 y u,=0
conloque uy =0 vy =1six=1Ly=1v=u=0. Asique z«(1,1) =0+1=1.
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5.10 Gradiente.

Definicién 5.5 (Campo Gradiente).
Sea f: D C R™ — R una funcién (o campo) escalar diferenciable en una regién R, entonces la funcién
(o campo) gradiente de f es la funcién vectorial Vf: R C R™ — R™ definida por

Vf(X1,X2, ©00p7 XTI) = (fX.]I sz/ ©00p7 an)

of , of ,
Enelcaso f:D CR? — R, Vf(x,y) = (fy, fy):arl—@]
3 of , of ,
Enelcaso f:D CR°> — R, Vf(x,y,z):(fx,fy,fz):a1+@]+

aff(

Interpretaciéon geométrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R>—R? es un campo vectorial (campo

gradiente). Una manera de visualizar el campo gradiente gréficamente es anclar en cada punto (x,y)

el respectivo vector Vz(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal
manera que el punto quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente).
En general, la representacion grafica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el
tamafio de los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una mejor vi-
zualizacién de la direcciéon de “flujo” del campo gradiente. Asi lo hace el software (como Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, consideremos el campo Vz = (—y,x). Enla figura 5.8 a.) se dibujan dos vectores anclados en el
punto, en la figura 5.8 b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura 5.8 c.) se
hace la representacién gréfica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

Vz(2,1) = (—1,2)

Y Y Y

TR T ‘

2 - 2 i - m\:t“:“:t“t‘;\\
D ek \

- "‘-‘-“\\\\‘\\\\
FmOOOOORORR
<-‘-‘~\\\\\\\‘\\\\\\
<--\\\\\\\‘\\\\\\\
1 - Iy
Vz(1,1) = (-1,1) ~~\\\\\‘\\§§§§§§

~ >~ NN NN\

SRRRREI Y

1 1 EEERRERREN
T X T L L N R I I | J{

a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 5.8: Campo gradiente Vz = (—y, x).
Ejemplo 5.36
Consideremos el paraboloide z — 1 = x*> + y?, el campo gradiente de z es Vz =

de cambio.

(2x,2y). Una
representacion gréfica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 5.9 . Los
vectores apuntan en la direccién de maximo crecimiento del paraboloide (respecto al punto en el que se
evalia el gradiente) y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la “intensidad” de esta razén
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Ejemplo 5.37

e Si f(x,y) = senxy + x?y?, calcule V(m, 1).

Solucion: El gradiente estd dado por :

Vi(x,y) = (ycosxy + 2xy2) i+ (xcosxy + 2x2y) j

y evaluando

Vi(m 1) = 2n—1) i+ (2n* —7) §

e Si x2 +y?+ 22 =1, calcule Vz(x, y).
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En las figuras 5.9, 5.10 ,5.11 y 5.12 , se muestran algunas superficies y su campo gradiente (en el plano
XY)

Campo Gradiente: 7 — | :)cz+y2 = Vz=(2x,2y). Campo gradiente de: 2 — 10( _ %) e*ﬂ*@*%)l
Wolfram CDF Player Wolfram CZDI\= Player
4 4
t J
==
Figura 59 Vz(P) apunta en la direccién de méxi- Figura 5.10: Vz(P) apunta en la direccién de maxi-
mo crecimiento respecto a cada punto P mo crecimiento respecto a cada punto P
Campo gradiente: 7—4 = —x* —y* = Vz= (—2x,~2y). 3x—1)
Wolfram CDF Player CIEEEES == (T+2+y2)
z \
jA Wolfram CDF Player
Figura 5.11: z—4 = —x?—y? y su campo gradiente . . 3(x—1)
& e vy Pos Figura 5.12: Superficie z =2 — >, ysu
(1+x2+1y?)
campo gradiente
|
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F.” F.’

N«

F F
Vi(x,y) = (—X — > :—z i+ —

e Si G(x,y,z) = X*z + 2%y + xyz, calcule VG(x,y,z).

Solucién: Excepto en la circunferencia x> +y? =1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular

solucién: VG(x,y,z) = (Gx, Gy, Gz) = (2xz+yz) i + (28 +x2)] + (* +322y +xz)k

|
Ejemplo 5.38
Consideremos la superficie S de ecuacion x2 +y? + 22 = 1.
Sea P=(1/V3,1/v3,1/V3) € . g
X X
El gradiente d Vz(x,y)=(—=, —=).
gradiente de z es Vz(x,y) < " z>
Vz(P) = (-1, —1). Y
El gradiente no esta definido si z = 0 porque las derivadas parciales se indefinen (las tangentes a la
superficies sobre la circunfencia x> +y? = 1 son rectas verticales)
|

Gradiente, curvas y superficies de nivel.

Recordemos que si z = f(x,y) entonces la curva
z = ¢ (es decir, ¢ = f(x,y)) la llamamos “curva de
nivel”. Si tenemos w = ¢(x,y, z), la superficie w =0
(es decir 0 = g(x,y, z)), se denomina superficie de nivel
w=0.

El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel.

Formalmente: Consideremos una superficie suave
S de ecuaciéon z = f(x,y). Sea C la curva de nivel
f(x,y) = c (definida en un conjunto abierto de
R?). Supongamos que C estd paramerizado por
r(t) = (x(t), y(t)) con t €]a, b[. Ahora,

r(f0)
} r'(10)

Figura 5.13: El gradiente es perpendicular a
las curvas de nivel

) =c = < fx(t) y(t) =
of of

ox ay'
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Es decir, V£(r(t)) - r'(t) =0

Esto nos dice que si xg = r(tg) € C con ty € [a,b[, entonces Vf(r(ty)) es perpendicular al vector tangente
r’(tp), es en este sentido que decimos que el gradiente en x es perpendicular a la curva de nivel.

Razonando de manera similar podemos establecer
quesi S es una superficie de ecuacién G(x,y,z) =0,
con G derivable con continuidad en el plano XY, y si
P = (x0,Y0,20) € S, entonces,

Wolfram CDF Player

1. Si se cumplen las condiciones del teorema de la
funcién implicita en P, se tiene

El vector Vz(xg,yo) es perpendicular a la curva
de nivel z = zj, es decir Vz(xp,yp) es perpen-
dicular al vector tangente en (xo,yo). Sinecesi-
tamos un vector perpendicular, podriamos usar
solamente (—Gyx, —Gy). Por supuesto, si la ecua-
cion de la superficie es z = f(x,y), podemos cal- Figura 5.14: Vz(xo,Yo,z0) es perpendicular a
cular el gradiente de la manera usual tomando la curva de nivel z =z .
G =z—f(x,y) =0 yentonces G, = 1.

2. El vector VG(xg,Yo,z0) es perpendicular a la superficie de nivel w = 0, es decir VG(xg,yo,z0) es
perpendicular a cada curva de la superficie S, que pasa por P = (xo, Yo, z0)-

Vz(P)

Wolfram CDF Player

VG(xo.¥0,20) Gl z) =0

S
X

Figura 5.15: VG(P) es perpendicular (al plano tangente)a S en P.
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Ejemplo 5.39

Considere la curva C de ecuacién y> —x?(14+x) = 0. Sea P = (1/6, \/7/\/216> . Observe que P € C.
Calcule un vector perpendicular a la curva en P.

Solucion: Podemos ver C como una curva de nivel de
z = y?> — x*(1 + x), concretamente la curva de nivel
z=0.

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendi-
cular a la curva de nivel C en P. Veamos

Vz(x,y) = (_XZ —2x(x+1), 2y) Figura 5.16: Vz(P) es un vector perpendicular a la
curvaen P

Vz(P) = (=5/12, V7/v/54)

Enla figura 5.16 se muestra graficamente la situacion.

Ejemplo 5.40

Considere la superficie S de ecuacion

(z—1*+(x -2+ (y—2)>—4=0.

O =

Sea P = (3,2,1+ 3v3). Observe que P € S. Calcule
un vector perpendicular a la superficie S en P.

Solucién: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es
perpendicular a la curva de nivel S en P donde

Gix,y,z) ==(z—1)%+ (x—2)> + (y—2)> — 4.

O | =

VG(xy,z) = (G, Gy/ Gz)

— (2(x—2), 2(y —2), g(z—l))

2
VG(P) = (2,0, ﬁ)

En la figura se muestra graficamente la situacién.
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5.12 Derivada direccional

Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de Wolfram COF Player
z = f(x,y) en el punto x = (xg,yo) en la direcciéon g

de un vector unitario arbitrario v = (a,b), para

esto consideremos la superficie S con ecuacién
z = f(x,y) (la gréfica de f) y sea zg = f(xo,Yo)-
Entonces el punto P = (xo,yo,20) pertenece a S.
El plano vertical generado por la recta L que pasa
por el punto (xp,yo,0) en la direcciéon del vector v,
interseca a la superficie S enla curva C.La pendiente
de la recta tangente T ala curva C enel puntoP es
la tasa de cambio de z en la direccion del vector v. Figura 5.17: Derivada direccional

Sea Q = (x,y,z) otro punto sobre la curva C,ysean P’ = (xg,yo) y Q' = P’/+hv las proyecciones ortogonales
sobre el plano XY de los puntos P y Q, entonces

PIQ/ :Q/_P/ — hV

Wolfram CDOF Player

#

-

para algtn escalar h. Asi pues,

X—%X9g = ha = x = xg+ ha

Yy—Yyo = hb =y = yo+hb

Figura 5.18: |[P'Q’|| = hl|v]|

El cambio sobre recta L es ||[P’Q’|| = h|[v|]| = h pues v es unitario, por tanto la razén de cambio estd dada por

Az Az z—zy f(xo+ha, yo+hb) — f(xo,yo)

vl h ~ h h

y al tomar el limite cuando h — 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio
instantdnea de z (con respecto a la distancia) en la direccién de v, la cual se llama derivada direccional de f
en la direccién de v.

Definicion 5.6 (Derivada direccional).

Sea f: D C R> — R una funcién escalar y sean (xp,yo) € D y v = (a,b) un vector unitario, entonces
la derivada direccional de f en (xg,yo) en la direccion del vector unitario v, estd dada por :

h—0 h

f h hb) — f
Dyf(x0,yo) = lim (xo + ha, yo + hb) (x0,Y0) I
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Aplicando regla de la cadena, obtenemos una férmula para la derivada direccional en términos del gradiente.
Supongamos que queremos calcular la derivada direccional en la direccién de un vector v = (a,b) no
necesariamente unitario, entonces si (x,y) = (xo + ha, yo + hb),

f(X() + ha, Yo + hb) — f(Xo,yo)

Dy , = i
f(x0,Yo) lim v
1 d
= . —f(x
M an Y|
oo
ol \ax M T oy Y
Vv
= Vi(xg, C—
(x0,Yo) v

Teorema 5.8 (Cdiculo de la derivada direccional).
Sea f: D Cc R™ — R una funcién escalar diferenciable en D, entonces f tiene derivada direccional en
la direccién de cualquier vector nonulo v = (a,b) y estd dada por:

\4 a b
DVf 7 = Vf 7 TEETE fX 7 Tl f 7 Tl
ey) = VR = g g

Ejemplo 5.41

Calcule la derivada direccional Dyf(x,y) si f(x,y) = x> — 3xy + 4y y V= (v/3, 1). Calcule D, f(1,2).
Solucion:

e Evaluar el gradiente: Como Vf(x,y) = (3x*> — 3y, —3x +8y) entonces Vf(1,2) = (-3, 13)

o |lv[[=2
D.f(1,2) = V£(1,2)—
[Iv]]
3,1
e Calculo: = (=3, 13)-(\[2 )
V3 1
= 3 +13;
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Ejemplo 5.42

Calcule la derivada direccional de f(x,y,z) = x sen(yz), en el puntoP = (1,3,0) en la direccién del
vector v = 1+2j— k.

Solucion:

e El vector gradiente de la funcién f esta dado por

Vi(x,y,z) = (sen(yz),xzcos(yz), xy cos(yz))
evaluando en P tenemos que V£(1,3,0) = (0,0,3).

e Por otro lado, como ||v|]| = v/6, un vector unitario en la direccién de v es
v 1

Sl 2ol (L2 )
M~ Ve Ve Voo \Ve Ve V6

A\

e Calculo: Dyf(1,3,0) = V£(1,3,0) T = (0,0,3)- (16 \%, _2> = _56

Componente. La féormula

v
Dyf(x,y) = Vi(x,y) - m

nos dice que la derivada direccional es la componente (un escalar) del vector
gradiente Vf(P) en la direcciéon del vector v

Figura 5.19

Direccion de maximo y minimo cambio. Suponga que tenemos una funcién f de dos o de tres variables y
consideramos todas las posibles derivadas direccionales de f en un punto P dado. Esto proporciona las tasas
de cambio de f en todas las posibles direcciones. De modo que podemos plantear la siguiente pregunta : ;En
cudl de estas direcciones f cambia con mayor velocidad?, y ;cudl es la maxima razén de cambio?.

Intuitivamente, de acuerdo a la figura 5.19 , la derivada direccional en P aumenta conforme el vector v se
acerca al gradiente.

Las respuestas a estas preguntas las da el siguiente teorema.
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Teorema 5.9 (Direccion de mdaximo cambio).
Sea f: D C R? — R una funcién escalar. El valor méximo de la derivada direccional Dyf en (x,y) es
IIVE(x,y)ll y se presenta cuando el vector no nulo v tiene la misma direccién que el vector gradiente
Vi(x,y).
—

Podemos justificar esto, informalmente, de la manera que sigue. Primero recordemos que si 8 = £u, v entonces

u-v=|ul-|vllcos(0). Ahora

v
Dyf(x,y) = Vi(x,y) - m

= [IVE(x,y)ll cos®.

., .V
donde 0 es el dngulo entre el vector unitario i y el vector V£(x,y).

El valor de Dyf(x,y) aumenta o disminuye solo si cos 0 Vixy)

cambia (si giramos el vector v).

Asi que el maximo valor se obtiene cuando cos® =1 (es

decir  =0). Por tanto Dyf(x,y) es maxima cuando 6 =0 0

y enese caso v y V£(x,y) son paralelos. v
Figura 5.20

Valor minimo: El valor minimo de la derivada direccional en (x,y) es —||[V£(x,y)|| y ocurre cuando v tiene la

misma direccion —V£(x,y).

Observacion: f se mantiene constante sobre las curvas de nivel; la direccién (un vector 1) en la que el cambio
(instantdneo) de f respecto a P esnulo es la direccién de un vector perpendicular a V£(P). Que la derivada
direccional se anule en P en la direccién de U no significa, por supuesto que en esta direccion la funcion se

mantenga constante (esto solo pasa sobre las curvas de nivel) excepto que la curva de nivel sea una recta.
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Ejemplo 5.43

Considere la placa rectangular que se muestra en la i
figura de la derecha. Si la temperatura en un punto
(x,y) dela placa esta dada por

T(x,y) =4(x—2)*>—7(y—0.4)?

determine la direccién en la que debe de ir un insecto
que esta en el punto P = (0,0), para que se caliente
lo més rdpidamente. ;Y qué debe hacer el insecto si
desea ir por un camino en el que la temperatura se
mantenga constante?

1 1 n 1

Figura 5.21: Mejor direccién, respecto a (0, 0).

Solucién:

La direccion en la que la temperatura aumenta méas rapidamente respeto a P es la direccién del gradiente
(vector magenta en la figura): VT (x,y) = (8(x —2),—14(y —0.4)) = VT(0,0) = (—16,5.6)

En cuanto a la otra pregunta, aunque la derivada direccional es nula en la direccién de un vector
perpendicular al gradiente (vector rojo en la figura) esto solo dice que la razén de cambio instantaneo en
esa direccion es cero. La trayectoria en la que la temperatra se mantiene constante es la curva de nivel
T(x,y) =T(0,0) (curvas blancas). Es por ahi donde deberia caminar el insecto.

Ejemplo 5.44

Suponga que la temperatura en un punto (x, y, z) en el espacio estd dada por

B 80
O 1+x2 42y +322

T(x,y,z)

donde T estd medida en grados centigrados y x,y,z estdn en metros. ;En qué direccién aumenta mas
rapido la temperatura respecto al punto (1,1, —2)? ;Cudl es la méxima tasa de incremento ?

Solucion: El gradiente de Tes

160x X 320y X 480z R

T(x,y,z) = — — —
VT y,2) (1 + %2+ 2y? + 322)2 ! (1+x2+2y2+322)2] (1 4+ %2+ 2y2 + 322)2

Evaluando en el punto P = (1,1,—2) obtenemos VT(1,1,-2) = g (— i—-27+6 R)

Por tanto, la temperatura se incrementa con mayor rapidez en la direccién del vector gradiente
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v=—i-2j+6k

La tasa mdxima de incremento es la longitud del vector gradiente |[[VT(1,1,—-2)| =

500 o o0 5VA4L
g l-i-27+6K|| = 2=

Ejemplo 5.45

Considere la superficie S: x> +y?>+22 =4y P = (1 /V3,1/+/3,1/10/ 3) . Derivando implicitamente
obtenemos,

X oy 1 1 )
VZ = \—— — VZ P — —_——, T
< z oz ) y (P) ( V10 /10
En particular, la pendiente de la recta tangente en P en la direcciéon de v = (1,1) es

(1,1)
V2

D11)z(P) = Vz(1/V3, 1/V3) - = V2~ —1.41421

mientras que la pendiente de la recta tangente en P en la direccion de Vz(P) es

Dua(p2(P) = Vz(P) - ~2P) _ ip))| =

~ 0.44721
V(P

G-

Vector V Direccién de maximo crecimiento respecto a P es V:(P}

Z Wolfram CDF Player

A '

Mover

0.0
00 05 10 15
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Ejercicios
@5.12.1 Sea f(x,y) =4 —x* —y? la ecuacién de una superficie S.

1. Calcule Dyf(R) si u=(—2,1) y R=(1,—1,2) es un punto en la superficie.

2. Determine el punto P = (a,b,c) € S para el cual la derivada direccional de f en P es v/2 en direccion
deu=(-21)y V/5 enla direccién de v = (1, 1).

3. Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,2) € S es médxima y calcule su
valor.

@5.12.2 Sea x*> + xyz + z> = 1 la ecuacion de una superficie S.
1. Calcule Dyz(Q) siu=(—2,1) y Q=(1,2,0) € S
2. Determine b € R —{0} talqueen P = (1,b,0) € S y Dyz(P) = V2.

3. Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,1) € S es minima y calcule su
valor.

@ 5.12.3 Considere la superficie S de ecuaciéon B+xz+y=1 P=(1,1,00€ S
1. Calcule Dyz(P) donde u = (1,-2)

2. ;Cual es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direcciéon v se
alcanza?

@ 5.12.4 Considere la superficie S de ecuaciéon xyz? =8z. P =(1,1,8) € S

1. Calcule Dyz(P) donde u = (-5, v/2)

2. (Cuadl es el maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P y en cudl direccién v se
alcanza?

@ 5.12.5 Considere la superficie S de ecuaciéon e** +xy =yz+ 1. Sea P = (0,1,0) € S. Calcule la derivada
direccional de z en P en la direccién del vector u = (1,2).

@ 5.12.6 Considere la superficie S de ecuacién x2+xz8 = —y%z y P=(1,0,—1) € S. Calcule Dyz(P) donde
u=(1,-1)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.13 Plano tangente, rectas tangentes y un vector normal. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 210

5.13 Plano tangente, rectas tangentes y un vector normail.

Recta tangente “en la direccién de v”. Sea S una
superficie suave de ecuaciéon S : z = f(x,y). Como
vimos en la introduccién a las parametrizaciones de
una curva, si una curva C, contenida en S, esté para- ,
metrizada como v(t) = (' (t)y'(t) rZ’(t))/'/

Vector tangente

entonces, si tenemos un punto cualquiera es esta cur- v \
va, digamos, Q = r(t), entonces un vector tangente a L(t) = (po, p1) +tv
estacurvaen P es

r'(t) = (x'(t), y'(t), Vz(P)- (x'(t), y'(t) )
La recta tangentea S: z = f(x,y) en P = (po, p1,p2) € S, “enla direccién de v = (vg,v1)” se refiere a la recta
tangente, en P, ala curva C de interseccion entre la superficie S y el plano generado por la recta

L(t) = (po,p1) +t- (vo,v1)

Como x =x(t) =po+tvo y y=y(t) =p1+tvy, lacurva C tiene ecuacion paramétrica

X = pot+tw
C: r(t) = (po+tvo, p1+1tvy, z(x, y)) con y = =pittv
P = r(0)

Entonces: como P =r(0), un vector tangente en P “en la direccion de v = (vo,v1)” es

1'(0) = (vo, v1,VzP) - (vo,v1))
Por tanto una ecuacion vectorial de la recta tangente en P “en la direccién de v” seria
Lt(t) =P+t-1r'(0), esdecir, Ly(t)=P+t-(vy, vi,Vz(P)-(vy,vi))

Podemos multiplicar r’'(0) por 1/||v]| si queremos que esta ecuacién quede en términos de la derivada
direccional,

L=p+t. "0 :P+t-<v0 "L D (P))

. — = z
vl [vIl” vl =
Rectas tangentes en la direcciéon de v

Si S tiene ecuacién z = f(x,y) con f diferenciable, entonces una ecuacién paramétrica de la recta
tangente a P = (po, p1,p2) en la direccién del eje X se obtiene tomando v = (1,0) y una ecuacién
paramétrica de la recta tangente a P en la direccion del eje Y se obtiene tomando v = (0, 1)

e L(t)=P+t-(1,0,2:(P)) o Lilx)=(xp1,p2+(x—x0)fx(po, P1))
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e L(t)=P+1t-(0,1,24(P)) o L,(x)=(po,y,p2+(y—p1)fylpo 1))
o La recta tangente en P, en direccién de v € R? es
Ly(t) =P+t (vo, vi, Vz(P) - (vo,v1))

0, en términos de la derivada direccional, Ly(t) =P +t - (VOH, ﬁ, Dyz(P) >
A" \"

Figura 5.22: v = (1,0) Figura 5.24: v = (vg, v1)
Figura 5.23: v=(0,1)

Un Vector normal. Sea S : z = f(x,y) una superficie suave y P € S. Del parrafo anterior sabemos que dos
vectores tangentesa S en P son (1, 0, z.(P)) y (0, 1, z,(P)), entonces un vector normala S en P es

N(P) = (1, 0, z«(P)) X (0, 1, zy(P)) = (—fx(P), —fy(P),1)

Si tenemos S: G(x,y,z) =0, entonces usamos derivacién implicita y (si G2(P) # 0)

Gy Gy GZ)

N(P) = (—fo (P}, —f, (P), 1) = (G, S G

Como solo nos interesa la direccion, podemos tomar N(P) = (Gx(P), Gy (P), G.(P)) como un vector normal.

Un vector normal

No hay un solo vector normal, aunque todos tienen la misma direccién, el tamafio puede variar.
e Si S tiene ecuacién z = f(x,y) entonces si ponemos G(x,y,z) =z — f(x,y), un vector normal es
N = (—2zx, —2zy,1)
e Si S estd definida de manera implicita por G(x,y,z) =0, entonces un vector normal es

G: Gy

1
N; =VG = (G, Gy, Gz) otambién Ny =| =, ==, 1| = — (G, Gy, G;) si G, #0.
G, G, G,
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Rectas tangentes yun vector normal en P

Wolfram CDF Player

Mover

P = (x0,y0,2(x0,¥0))

0.0
00 05 10 15

Figura 5.25: Tangentes y un vector normala S en P.
Ecuacién cartesiana del plano tangente. Podemos obtener la ecuacién cartesiana del plano tangente (si existiera)

usando un vector normal a la superficie S. Como ya vimos, si S: G(x,y,z) =0, entonces un vector normal a
SenPe Ses

N(P) = VG(P)

Wolfram CDF Player

VG(xo,v0.20)

X

Figura 5.26: VG(P) es perpendicular (al plano tangente)a S en P.
Asi, una ecuacion del plano tangenteen P € S es
ax+by+cz=d con (a,b,c)=VG(P) y d=VG(P)P.

Plano Tengente

e Sila superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) =0 con G diferenciable, el plano tangenteen P € S
tiene ecuacién cartesiana

Gx(P)x + Gy(P)y + G.(P)z=VG(P)-P
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e Si S tiene ecuaciéon z = f(x,y) con f diferenciable, entonces G(x,y,z) =z —f(x,y) y VG(P) =
(=zx(P), —zy(P), 1), por tanto el plano tangente en P = (pg, p1,p2) € S tiene ecuacién cartesiana

Gy(P)x + Gy(P)y + G.(P)z = VG(P)-P
zx(P)x + zy(P)y + z = (—2zx(P), —zy(P), 1) - (po, P1,P2)
Es decir,

zx(P) (x —=po) +zy(P) (y—p1) = z—p2

Ejemplo 5.46

Sea S la superficie de ecuacién f(x,y) = ﬁyz' si (x,y) # (0,0) y f(0,0) = 0. Aunque fx(0,0) =

fy(0,0) = 0, no hay plano tangente pues la funcién es discontinua en este punto (aunque esté definida).
|

Ejemplo 5.47

Sea S una superficie de ecuacién z = In(x2 +y?) +x(y +3) y P=(1,0,3) € S.
a.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccion del eje X, es decir, en la direccién de
v =(1,0).
b.) Determine una ecuacién de la recta tangente en la direccién v = (—1, 3).
c.) Determine una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P

Solucion: Podemos usar las ecuaciones que indicamos mas arriba.

0 2 0
a.) &= 277(2 +y+3 vy £Z1' = 5. Entonces una ecuacién de la recta tangente en la direccién del
ox x4y 0x Q
eje X es

L (t)=P+t-(1,0,5)

2x 2
b.) Como Vz = (xz—i—yz +y+3, ﬁyyz + x> , entonces, una ecuacion de la recta tangente en la

direcciéon v = (—1,3) es

L (t)=P+t-(-1,3, Vz(1,0)-(-1,3)) = P+t-(-1,3, (51)-(-1,3)) = P+t-(-1,3, —2)

0, en términos de la derivada direccional,

1 3 -2

L(t)=P+t |(—, ——, —

/() < V10" V10 10>
2y

2x
) Si G(x,y,z) =z —In(x? 2) — t G=|—5—— , — , 1.
¢) Si G(x,y,2) = z—In(x* +y~) —x(y + 3) entonces V ( Xz+yz+9+3 212 T >
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Un vector normal es N = (—5,—1,1) . Una ecuacién cartesiana del plano tangentea S en Q es

—5X—1J +Z: (_51_1/1) - (110/3) :_2

||
Ejemplo 5.48
Sea S la superficie de ecuacién z = x2 + 2y2. Obtener una ecuacién cartesiana del plano tangente a S en
P=(1,1,3).
Solucién:
Primera manera. En este caso zx(x,y) = 2x y zy(x,y) = 4y. Entonces una ecuacién cartesiana seria,

z.(1,1) (x—=1) +z4(1,1) (y—1) = z-3,
es decir,
2x—1)+4(y—1) = z—-3,
Otra manera. Sea S : G(x,y,z) = z— x> — 2y? = 0. Entonces un vector normal al plano tangente a S en
P es VG = (—2x, —4y, 1). Ahora, VG(1,1,3) = (—2,—4,1), entonces una ecuacién del plano tangente
es
—2x—4y+1z = VG(1,1,3)-P
= 3
||

Ejemplo 5.49

Consideremos la superficie S de ecuacién x?> +y?> + 2> = 1. Sea P = (1/V/3,1/V/3,1/V3) € S.
Calculemos la ecuacion cartesiana del plano tangente en P.

e Laecuacionde S es G(x,y,z) =x*+y> +2z>—1=0.
o VG(x,y,z) = (2x, 2y, 2z).

e N=VG(P)=(2/V3,2/V3,2/V/3) y d=P-VG(P) =2

2 2 2
e Una ecuacion cartesiana del plano tangente: —— x + —~y + —~ z =2 o también x +y +z = /3.

V35 V3T V3
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Ejemplo 5.50

Consideremos la superficie S de ecuacion x> +y%>+2z2>=1.y P =(0, 1, 0) € S. Calcule la ecuacién del
plano tangentea S en P.

Solucién: Sea G(x,y,z) = x>+ y? + z2 — 1. Entonces
VG(x,y,z) = (2x, 2y, 2z). Por tanto un vector
normales N = G(0,1,0) = (0, 2, 0)

La ecuacién cartesiana del plano tangentea S en P
es0-x+2-y+0-z=2, esdecir y = 1.

Observe que en este punto, como Vz(x,y) =

X X . . . .
(—f, —f) , la derivada direccional no existe.
z' z

Consideremos la superficie S de ecuacién x? +y? + z2 = 1. Encuentre los puntos Q = (a,b,c) € S tal
que el plano tangente en Q sea paralelo al plano 2x —y +3z = 1.

Solucion: Q tiene tres incégnitas asi que necesitamos, en principio, tres ecuaciones.
e Como Q € S, esto nos da una ecuaciéon: a?+b*+c2=1.

e Como el plano tangente en Q es paralelo al plano 2x —y + 3z = 1, sus vectores normales deben ser
paralelos, es decir

VG(Q)=A(2,—1,3)

esto nos da tres ecuaciones adicionales y una incégnita mas, A.

e Para encontrar Q solo debemos resolver el sistema

a2 +b%24c? = 1

VG(Q) = A(2,-1,3)

es decir,
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a2+b2+c2 =1
2+b24¢2 = 1 2a = 2A
—
(2a,2b,2¢) = A(2,-1,3) 2b = —A
2c = 3A

Resolviendo, obtenemos las dos soluciones

1 1 3 1 1 3
QZ(‘,ﬁzﬁ'm'_m)'k:_vw y QZ(m" 14'@)“”2/7

Ejercicios

@5.13.1 Sea f(x,y) =4 —x* —y? la ecuacién de una superficie S.

1. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R = (1,—1,2) “en la direccién del eje X”
(en la direccién del vector v = (1,0))

2. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R = (1, —1,2) “en la direccién del eje Y”
(en la direcciéon del vector v = (0,1))

3. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangentea S en R = (1,—1,2) “en la direcién del vector
u=(-2,1)"

4. Determine un vectornormala S en R = (1,—1,2)
5. Encuentre la ecuacién cartesiana del plano tangentea S en el punto R =(1,-1,2) € S.

6. Determine un vector u para el cual la derivada direccionalen R = (1,—1,2) € S es médxima y calcule su
valor.

@5.13.2 Sea x*> + xyz + z> = 1 la ecuacion de una superficie S. Encuentre una ecuacién cartesiana del plano
tangentea S enel punto R=(1,-1,1) € S.

@ 5.13.3 Considere la superficie S : xyz + In(xyz) —z =0y el punto P(1,1,1) € S.
a.) Determine una ecuacién del plano tangente a S en P.

b.) Determine una ecuacién de la recta tangente a S en P en la direccién del eje X.
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c.) Determine una ecuacién de la recta tangente a S en P, en la direccién del vector v = (2,3).
d.) (*) Determine si hay algtin punto Q en la superficie S en la que el plano tangente sea x +y +2z =0
@ 5.13.4 Considere la superficie S : z = x> +y2.
a.) (*) ¢Existe P € S tal que una ecuacion del plano tangentea SenPes 2x +2y +z=07?
b.) Determine un punto Q € S sise sabe que las rectas tangentesa S en Q, enlas direccionesde u = (1,1) y
v = (—1,1) tienen una ecuacién vectorial L (t) = Q+t(1,1,5) y L,(t) = Q+t(—1,1,4), respectivamente.
@ 5.13.5 Considere la superficie S de ecuaciéon Z2+xz+y =1 P=(1,1,0) € S. Calcule una ecuacién

cartesiana del plano tangente en el punto P

@ 5.13.6 Calcule una ecuacion vectorial de la recta normal a la superficie S : X*+y?>+22=1enel punto

P=(1/2,1/2,1/V2)
@ 5.13.7 Considere la superficie S de ecuacién e** +xy =yz+1. Sea P=(0,1,0) € S.

1. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangente a S en P “en la direccién del eje X” (en la
direccién del vector v = (1,0))

2. Determine una ecuacién vectorial para la recta tangente a S en P “en la direccién del eje Y” (en la
direccién del vector v = (0, 1))

3. Determine una ecuacion vectorial para la recta tangente a S en P “en la direcién del vector v = (2, —4)”
4. Calcule una ecuacion cartesiana del plano tangentea S en P.

@ 5.13.8 Considere la superficie S de ecuaciéon X +xz22 = —y’z y P=(1,0,—1) € S. Calcule una ecuaciéon
cartesiana del plano tangente a S en el punto P

@ 5.13.9 Considere la superficie S: z = cos(x + sen y)
a.) Calcule Dyz(1,1) donde v = (2,1)
b.) Calcule una ecuacién vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,z(1,1)) en la direccién del eje X
c.) Calcule una ecuacién vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,2(1,1)) en la direcciéon del eje Y
d.) Calcule una ecuacion vectorial de la recta tangentea S en P = (1,1,z(1,1)) enla direccion de v = (2,1)

e.) Determine una ecuacién vectorial y una ecuacioén cartesiana del plano tangentea S en P = (1,1,z(1,1))
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5.14 Introduccion

¢Por qué, en una variable, en un punto critico p, f alcanza un méaximo local si f”(p) < 0?. En una variable, los
puntos criticos de f son los puntos x = p enlos que f'(p) =0 (o enlos que f’ se indefine). Muchas veces se
puede clasificar este punto critico con el signo de f”(p). Esto se puede establecer usando polinomios de Taylor.
Segtn el teorema de Taylor, en los alrededores de p

Interpretacion geométrica. Observe que le signo de f”(p) # 0 decide el signo (y por tanto la concavidad) del
polinomio de Taylor de orden dos: Como f/(p) =0,

(x) — £(p) = 5 "(p)(x — p? + Ro(p,

por tanto, la cuadratica y = " (p)(x — p)? siempre es positiva o siempre es negativa y ademds domina al resto

Ry en algun entorno de p. Si f”(p) =0 no podemos decir algo del signo (solo nos queda el resto Ry (p, x)).

En la figura que sigue se muestra la grafica del polinomio de Taylor P, y la grafica de f. Recordemos que

, f//
Pa(x) = (p) + '(p)(x —p) + <E (x— )2
A Wolfram CD’F Player
f() |
f(x)
. P (x)
p - p -

Figura 5.27: El signo de f”(p) se usa para clasificar puntos criticos.

Formalmente, el signo de f(p +h) — f(p) coincide con el signo del término de segundo orden (la parabola)
y = f"(p)(x — p)? en un entorno de p

P> (x) o

Y

>
>

p P> (x)
Figura 5.28: Parabolas f”(p)(x —p)? con f”(p) >0y f”(p) <0

5.15 Mdaximos y minimos locales en dos variables.

Como en calculo en una variable, los extremos locales de una funcién de dos variables son puntos donde la
funcién alcanza un maximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién esta definida
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en una region , los extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos en toda
esta region, y esto podria suceder en cualquier parte de la regién en consideracién. Recordemos que un entorno
abierto alrededor de p € R? deradio & esel conjunto Us(p) ={x € R? : ||x — pll < 8}, es decir, un disco (sin
borde) con centro en p y de radio 5.

Definicion 5.7 (Extremos locales).

Sea f funcion de dos variables, f: R> — R f tiene un méaximo local en p = (p,p2) € R? si existe un
entorno abierto Us(p) tal que f(x,y) < f(p) para todo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2, f(p)) se dice un
maximo local de f y el nimero f(p) es el maximo de f en el entorno Us(p).

Sea f funcion de dos variables, f: R? — R. f tiene un minimo local en p = (p1,p2) € R? si existe un
entorno abierto Us(p) tal que f(x,y) > f(p) para todo (x,y) € Us(p). El punto (p1,p2, f(p)) se dice un
minimo local de f y el nimero f(p) es el minimo de f en el entorno Us(p). I

Wolfram COF Player
4 Maximo local
- A (91,92, f(q1.92))
]

.
Minimo local|(p1. p2; f(p1.p2))

: P2 B
S N =
"‘\/"" Uslp)

Punios criticos

Figura 5.29: Puntos criticos y un maximo y un minimo local.

Si las desigualdades de la definicion anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f
tiene un maximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales

Definicion 5.8 (Punto critico).

of of
Un punto p € R? es un punto critico de f si Vf(p) =0, es decir, si &(p) =0y @(p) =0 I

También si p es un punto en el interior del dominio de f, es punto critico si Vf no esta definida en este punto,
pero aqui solo consideramos extremos “suaves”.
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Definicién 5.9 (Punto de silla).
Un punto critico p donde f no alcanza un maximo ni minimo local se llama punto de silla I

Si p es un punto de silla de f, hay un entorno U, alrededor de p en el que hay elementos x para los que
f(x) — f(p) > 0 y hay elementos x en los que f(x) — f(p) < 0. Esta definicién de “punto de silla” puede variar
segun el texto.

Como en calculo en una variable, los extremos locales se alcanzan en puntos criticos, es decir, en el caso de que
f sea diferenciable, la derivada de f se anula en los puntos criticos. Pero también hay puntos criticos en los que
f no alcanza méximos ni minimos locales (los llamados puntos de silla).

Teorema 5.10

Sea U C R? un conjunto abiertoy f:U C R? — R diferenciable, si p € R? es un extremo local de f

entonces Vf(p) =0, es decir, p es punto critico de f.
[ ]

Wolfram CDF Player A Wolfram CDF Player
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Figura 5.30: En los extremos locales, Vf(p) =0 Figura 5.31: En los puntos de silla, Vf(p) =0

5.16 Clasificacion de puntos criticos

De manera anéloga al caso de una variable, usamos el polinomio de Taylor de segundo orden (como una
primera opcioén) para clasificar puntos criticos.

La férmula de Taylor de sequndo orden en dos variables, alrededor de (a, b) se puede definir en un entorno U
abierto alrededor de (a,b), si f: U C R?> — R, es de clase C2. En ese caso,

Ta(x,y) = fla,b)+fx(a,b)(x—a)+fy(a,b)ly—D>)
+ 3fxx(a,b)(x — @) + fxy (@, b) (x — a)(y — b)
+ %fyy(a,b)(y —b)?
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Haciendo x = (x,y), p = (a,b), (h,k)=(x—a,y—>b), A="f(a,b), B="~(ab)y C=fyylab) setiene

f(x) = f(p)+fx(p)h+fy(pk+ 3 [fxx(P)h? 4+ 2fxy(p)hk + fyy(p)K?]
= f(p)+ Vf(p)- (h,k)+ 1[Ah%+2Bhk+ CK?| +r(x,p)

1(x, p)

donde el resto r(x, p) disminuye mads rdpido que |[x — p||2 , es decir, W —0 si x—p
Ahora, si p es un punto critico de f, entonces
A = fx(p)
f(x) — f(p) = % [Ah2 + 2Bhk + Ckz] +r(x,p) con B = fyyl(p)
C = fyylp)

Para determinar si en el el punto critico p, la funcién f alcanza un maximo o minimo local, debemos
determinar el signo de f(x) — f(p) en un entorno de p, para saber si f(x) > f(p) o f(x) < f(p). Si en cualquier
entorno de p hay puntos donde f cambia de signo, entonces tenemos un punto de silla.

La teoria es similar al caso de una variable: En presencia de extremos locales, el signo de f(x) — f(p) es el signo
de Ah?+2Bhk+ Ck? en un entorno suficientemente pequefio de cada punto critico donde f alcanza méximos
o minimos locales. Si el determinante D, = AC — B2 > 0, entonces la forma cuadratica Ah?+2Bhk + Ck?, es
siempre positiva o siempre negativa. Si D, = AC — B < 0 la forma cuadrética cambia de signo.

Podemos analizar el signo de Ah? +2Bhk + Ck? completando cuadrados. Sea D, = AC — B2, entonces

A(Ah? +2Bhk + Ck?) = (Ah+Bk)?+ (AC—B?)k®> = A(Ah?4+2Bhk+Ck*) >0 si D, >0

Entonces
Ah? +2Bhk+Ck?* >0 si Dy >0 y A>0

Ah?+2Bhk+Ck*<0 si Do>0 y A<O0
con esto se puede establecer que
a.) f(x) —f(p) >0 enunentornode p si D, >0ysi A>0

b.) f(x) —f(p) <0 enunentornode p si D, >0 ysi A<0

Si D, < 0 entonces, podemos razonar con varios casos. Por simplicidad solo consideremos dos casos con
A#0y C#0.Si B=0 entonces A y C tienen signos contrarios, por lo que la forma cuadrética cambia de

!Esto es asf porque debido a una propiedad de las formas cuadraticas que son siempre positivas: existe un M > 0 tal que para todo h

% [Ah? 4+ 2Bhk + Ck*] > M|lx —p|f*

r(x, p)

lIx —pll? ' ,
cuadratica domina al resto r en este entorno. El caso de una forma cuadraética siempre negativa es similar. Se usa la misma idea si la

forma cuadratica cambia de signo para mostrar que Af también cambia de signo.

y como — 0 si x — p, entonces hay un entorno alrededor de p en el que [r(x, p)| < Ml)x — p|?, es decir, la forma
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signo sobre las rectas x =0 y y = 0. Si B # 0, entonces la forma cuadratica cambia de signo sobre las rectas
y =0 y By = —Ax. Entonces se podria establecer, comparando f(x) — f(p) > 0 con la forma cuadraética, que
p es un punto de silla.

Si Dy =0 entonces en general, si A # 0 y B # 0, hay rectas que pasan por el origen, sobre las que el término
(Ah + Bk)? se anula, entonces f(x) — f(p) = r(x, p) sobre estas rectas, es decir, no podemos decir algo acerca
del signo de f(x) — f(p).

Wolfram CDF Player

D, >0NA>0 D, >0NA<O D, <0 D, =0 D>, =0

Figura 5.32: Forma cuadrética Ah? + 2Bhk + Ck? para distintos valores de Dy y A

Especificamente: Si f tiene sequndas derivadas continuas y si el determinante Dy = AC — B? es positivo, entonces el
signo de f(x) —f(p) es el signode Ah?+2Bhk+ Ck?, en un entorno suficientemente pequeiio de p. Si el determinante
H es negativo, entonces f(x) — f(p) cambia de signo con la forma cuadrdtica, en trayectorias contenidas en un entorno de
P

En vista de la anterior afirmacién, la clasificacién de los puntos criticos depende del signo de la forma cuadratica
(si Dy # 0). El signo de la forma cuadrética es facil de establecer usando el discriminante D,. La idea geométrica
es la que se muestra a continuacion.

Teorema 5.11 (Condicion suficiente).

Sea f: U C RZ — R declase C2 enun subconjunto abierto U de R2. Consideremos el “discriminante”
Da(x,Y) = fax (%, Y) - fyy (x,y) — [fxy (x,y)]z. Si (x0,Yo) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(xp,Yo) >0y fxx(x0,Yo) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xg,yo).
b.) si Da(xp,yo) >0y fxx(x0,Yo) <0, entonces f alcanza un maximo local en (xo,yo).

c.) Si Da(xo,yo0) < 0, entonces (xo, Yo, f(x0,Yo)) es un punto de silla.
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z Polinomio de Taylor / Z
7

Polinomio de Taylor

Figura 5.33: Polinomio de Taylor P(x,y) y la forma cuadrética, sobre la superficie S

El teorema solo da condiciones suficientes: No nos dice algo si D(xg,yo) = 0 pues, como ya vimos en este caso,
en un entorno de p,

f(x) —f(p) = r(x,p)

por lo que no podemos determinar el signo de f(x) — f(p) (ver el ejercicio 5.16.1 ). En este caso se podria usar
otros métodos para clasificar.

En el teorema se puede usar fy, en vezde fyx puessi Da(xg,yo) > 0, ambas tienen el mismo signo.

Ejemplo 5.52 (Polinomio de Taylor y clasisificacion de puntos criticos).

. . . 2442
Considere la superficie S: z=x e * Yl 41,

Puntos criticos.

1
fo=0 = e X VH(1-2x2) = 0 = x=+— (E1
x ( ) 7 (E1)
fy =0 = —2xye ¥ Y+l = 0 = x=0Vy=0 (E2)

Una solucién (xg, yo) del sistema requiere que se anule la ecuacién E1 y la ecuacién E2. La ecuacién E1
. . . 1
solo tiene como soluciones posibles x = £——. Por lo tanto, en la E2 tenemos que descartar x = 0. La

V2

solucién dels sistema es

El polinomio de Tayloren (a,b) es
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Ta(x,y) = fla,b)+fx(a,b)(x—a)+fy(a,b)(y—>b)
+ 3fxx(a,b)(x — @) + fyy (@, b) (x — a)(y — b)
+ %fyy(a,b)(y —b)?

El polinomio de Taylor en un punto critico Pc = (a,b) es el que sigue, la expresion en magenta es la forma
cuadrdtica que determina la clasificacion del punto critico.

Ta(x,y) = f(a,b) + % [fxx(a/b)(x_ a)z +2fxy(a/b)(x_ a)(y—b) + fyy(a/b)(y _b)z}

fax(0y) = e X V(43 —6x)

o X2yl g2y,
donde fxy (X, Y) e (4xy — 2y)
fyy(x,y) = e X ¥+ (4xy? —2x)

En el c6digo que sigue, en MATHEMATICA, f[x,y] es la funcién y T[x,y] es cada polinomio de Taylor. Se
realiza la representacién gréfica en un entorno adecuado de cada punto critico.

dx=0.5; dy=0.5;
Plot3D[f[x,y],{x,-2,2},{y, -1,1}, Mesh->None],

TIx—,y-1=1+Sqrt[E/2]+1/2 (-2 Sqrt[2 E] (-(1/Sqrt[2])+x)"2-Sqrt[2 E] y"~2);
Plot3D[T[x,y],{x,0.7-dx,0.70+dx},{y, 0-dy,0+dy}, Mesh->None]

T[x—,y-1=1-Sqrt[E/2]1+1/2 (2 Sqrt[2 E] (1/Sqrt[2]+x)"2+Sqrt[2 E] y"2);
Plot3D[T[x,y],{x,0.7-dx,0.70+dx},{y, 0-dy,0+dy}, Mesh->None]

En el c6digo que sigue, en MATHEMATICA, F_i[x,y] son las formas cuadraticas:

F-1[x-,y-1=1/2 (-2 Sqrt[2 E] (-(1/Sqrt[2])+x)"2-Sqrt[2 E] y~2);

F_2[x_,y_1=1/2 (2 Sqrt[2 E] (1/Sqrt[2]+x)"2+Sqrt[2 E] y"2);

Figura 5.34: Polinomio de Taylor y las formas cuadraticas, con un solo signo!
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Dy = fox = e XY F1(4x3 — 6x)
4x3 — 6x

D, = 672x272y2+2
4x%y — 2y

1
Pc = <ﬁ'0) D,(Pc) =4e >0
1
Pc = (_EIO) D,Pc(Pc) =4e >0

4%y —2y

Clasificacion de los puntos criticos usando el teorema 5.11

_ 672x272y2+2(12XZ _ szyz _ 4y2 . 8x4)

4xy? — 2x

fex(Pc) = —2v2e < 0

fix(Pc) =2v2e >0

1
—, 0, 1+ 9) maéximo local
(joteve

1
-’ 0,1—,/¢ minimo local
( V2 2)

Ejemplo 5.53

(111)/ (11_1)1 (_1/1) Y (_11_1)

Solucioén:
of
x 323 =
Puntos criticos: -
oy 3-3y2 =
dy

Clasificacién. D;(x,y) = (6x)(—6y) — (0)2

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + 3y —y® — 3x.

0 —= x==1

0 = y==1

En este caso, cualquier combinacién de signos anula el sistema, por eso los puntos criticos son

(x0,Y0) D1 = fxx(x0,Yo) H = Da(xg,yo) Clasificacion

(1,1) 6 —36 (1,1,0) espunto de silla
(1,-1) 6 36 (1,—-1,—-1.2) es minimo local.
(—1,1) —6 36 (—1,1,1.2) es maximo local.
(—1,-1) —6 —36 (—1,—1,0) es punto de silla

La representacion gréfica de f se muestra en al figura.
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Figura 5.35: f(x,y) = x> + 3y —y> —3x

Ejemplo 5.54

Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* +y* — 2x* + 4xy — 2y2.

Solucion:
of
x 0 43 +4y—4x = 0
Puntos criticos: ==
g_f _ 0 a—4y+4x = 0 (E2)
Y

Sumando miembro a miembro obtenemos x* +y*> =0 = x = —y.

Ahora sustituimos en la ecuacién (E2), queda 43 —4x —4x =0 = x(x*—2) = 0; con lo cual

obtenemos los puntos criticos

(0,0), (V2, —V2), (—V2, V2)

Clasificacién. Dj(x,y) = (12x? —4)(12y? — 4) — (4)?

(x0,yo) | D1 = fxx(x0,Y0) | H = Da(x0,Yo) Clasificacién
(0,0) —4 0 Criterio no decide.
(V2, —V2) 20 384 (v2, —v/2,—8) es minimo local.
(—v2, V2) 20 384 (—v2, V/2,—8) es minimo local.

La representacion gréfica de f se muestra en al figura. Aunque D,(0,0) = 0 y el criterio no proporciona
informacién, la gréfica a la derecha nos indica que se trata de un punto de silla.
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Figura 5.36: f(x,y) = x* + y* — 2x* + 4xy — 2y

Sea f(x,y) = 6xy — 2x?y — 3xy?. Calcule y clasifique los puntos criticos de f.

of
ox

of
dy

OSiy:6_

0

0

6y —4dxy —3y? =
=

6x —2x> —6xy =

yb6—4x—3y) = 0 = y=0 o y=6

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vf = (0,0),

6x —2x> —6xy = 0 (E2)

X
, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0, 2), (1, —) .

Clasificacién. Dj(x,y) = (—4y)(—6x) — [6 — 4x — 6y]?

e Si y =0, al sustituir en la ecuacién (E2) obtenemos los puntos criticos (0,0), (3,0).

2
3

(x0,90) | D1 = fxx(x0,Yo) | H= Da(x0,Yo) Clasificacion
(0,0) 0 —36 (0,0,0) es punto de silla
(3,0) 0 —36 (3,0,0) es punto de silla
(0,2) -8 —36 (0,2,0) es punto de silla
(1,2/3) —8/3 12 (1,2/3,4/3) es maximo local.

3

—4x
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Figura 5.37: f(x,y) = 6xy — 2x*y — 3xy?

Ejemplo 5.56

Sea z =yxe X +y?2. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0z

w0 ey —e Ny = 0 yll-x) = 0 = y=0 o x=1
—— -

9z - 0 e *x+2y = 0 e *x+2y = 0 (E2)

ay

I caso. Si y = 0, sustituimos en (E2) y obtenemos x = 0.

1

IT caso Si x =1 sustituimos en (E2) y obtenemos y = e
Clasificacion. Dy (x,y) =2ye > (x —2) — (e™* — e_"x)2
(x0,Y0) | D1 = fxx(x0,Yo) | H=D2a(x0,Yo) Clasificacién
(0,0) 0 —-1<0 (0,0,0) es punto de silla
1 1 1
1, —— — >0 = >0 (1,—1/2e, —1/4e”) es minimo local
2e 2¢? @2
|
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Ejemplo 5.57

Sea z = x*y?> — x —y. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Solucién: Los puntos criticos se obtienen resolviendo el sistema Vz = (0,0),

0z

> =Y 2xy2—1 = 0 (E1)
=

2z _ 2y—1 = 0 (E2)

dy

Como y = 0 no es solucion, podemos despejar x = de (E1). Ahora sustituimos en (E2) y obtenemos

1
2y?
3 1 e a 3 1 3 1
y= 5 Entonces tenemos el punto critico >\ |

Clasificacion. Dj(x,y) = 2y? - 2x* — (4xy)?

(%0, Yo D1 = fxx(x0,Yo0) | H = D2a(x0,Yo) Clasificacién

)
/1 \ﬁ /1 Y \ﬁ \ﬁ 3 :
( > \/2 > 3v4 <0 2 V2 2, es punto de silla

“Este punto también lo podriamos encontrar multiplicando a ambos lados la ecuacién 1 por x y la ecuacién 2 por y y
sustitutir 2x*y2 = x en la ecuacién 2.

Ejemplo 5.58

Calcule el volumen de la caja rectangular més grande
que esté en el primer octante con tres de sus caras
en los planos coordenados y un vértice en el plano

Wolfram CDF Player

X+2y+3z=6.
Solucion: Debemos maximizar V. = xyz. Como
z = 2 —x/3 —2y/3, el volumen de la caja es

V=xy(2—x/3—2y/3).

Puntos criticos. Nos interesa solo x > 0 y y > 0. Entonces,

2
V, = 0 —%(—3+x+y} =0 —3+x+y = 0
— —

Vy = 0 —%(—6+x+4y) = 0 —-6+x+4y = 0

2y 4 |2 2
Clasificacion. Da(x,y) = VixVyy — V2, = =2 - —— — [3(x+29 —3)} CAsi Dy(2,1) =4/3>0y
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Di = Vyx(2,1) = —2/3 < 0. Esto nos dice que el volumen es maximo cuando las dimensiones de la caja
2 (o 4 3
sonx=2,y=1yz= 3 Por otro lado, el volumen méaximo es gul .
|
Ejemplo 5.59
Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién
f(x,y) = x>
z
Solucion: Primero calculamos los puntos criticos
X
fx = 2x =0
Y
fy = 0=0
El sistema tiene infinitas soluciones de la forma (0,y). Asi que tenemos un namero infinito de puntos
criticos. Da(x,y) = (2)(0) — (0)? = 0 asf que este criterio no da informacién aunque, de acuerdo a la
gréfica , se trata de puntos donde f alcanza minimos locales.
||

Ejercicios

@5.16.1 & Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = —3x%y + x% + xy°.
@ 5.16.2 Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1.

@ 5.16.3 Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x> + 3xy? — 3x* — 3y® + 4.

b
@ 5.16.4 Sea z =xy + 2 + 2 la ecuacién de una superficie (con a y b constantes). Si P = (1,2) es un punto
X

critico de z, determine si en p la funcién alcanza un maximo relativo, un minimo relativo o un punto de silla.

@5.16.5 Calcular y clasificar los puntos criticos de z = 4x* — xy + y>.

@ 5.16.6 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = (x* — yZ)e_"z_y2 .

@ 5.16.7 Hallar el punto del paraboloide P : z = x? + y2 + 2 mds cercano al punto Q = (2,2,2).
@ 5.16.8 Calcule y clasifique los puntos criticos de z = 4xy — 2x2 — y*

@5.16.9 6 ;Cuales deben ser las dimensiones de un envase de forma rectangular, de volumen de 10 cm®y
costo minimo, si el material de los lados de la caja cuestan 10 colones el centimetro cuadrado y el material de la

tapa y el fondo cuestan 20 colones el centimetro cuadrado?.
X X 3xy?
@ 5.16.10 Calcule y clasifique los puntos criticosde z = — — — — ——

3
3 2 2 1Y
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@ 5.16.11 Calcule el volumen de la caja de base rectingular més grande, que tenga caras en los planos
x =0, y=0, z=0, en el primer octante, y un vértice en el plano 2x + 2y + 2z = 10 (haga un dibujo).

C N . X Yy oz
@ 5.16.12 Resuelva el ejercicio anterior si el plano tiene ecuacién a + b + . 1, con abc > 0 con a,b,c

nameros positivos.

@ 5.16.13 Encuentre las dimensiones da la caja de base rectdngular de maximo volumen, si el drea de su
superficie total debe ser de 64cm?

@5.16.14 Sea z = yxe * +y?. Calcule y clasifique los puntos criticos de z.

Maximos y minimos locales n > 3.

Como en célculo en una variable, los extremos locales de una funcién de varias variables son puntos donde la
funcién alcanza un méximo o un minimo en un entorno del dominio de la funcién. Si la funcién esta definida
en una regiéon D, los extremos globales son los puntos donde la funcién toma valores maximos o minimos y esto
podria suceder en cualquier parte de la regién en consideraciéon. Recordemos que un entorno abierto alrededor
de p € R™ deradio & esel conjunto Us(p) ={x € R™ : |Ix — pl| < 8} (discos sin borde en R2 y el interior de
esferas en R3).

Definicion 5.10 (Extremos locales).
Sea f funcioén escalar de n variables, f: R™ — R.

f tiene un maximo local en p = (p1,p2, ..., Pn) € R™ si existe un entorno abierto Us(p) tal que
f(x1,%2, ..., xn) < f(p) para todo (xq,X2,...,xn) € Us(p). El punto (p1,p2, ..., pn, f(p)) se dice un maximo
local de f y el nimero f(p) es el médximo de f en el entorno Us(p).

f tiene un minimo local en p = (p1,p2, ..., Pn) € R™ si existe un entorno abierto Us(p) tal que
f(x1,%2,...,xn) = f(p) paratodo (xi,x2,...,xn) € Us(p). El punto (p1,p2,....,Pn, f(p)) se dice un minimo
local de f y el nimero f(p) es el minimo de f en el entorno Us(p). I

Si las desigualdades de la definicion anterior se cumplen para todos los puntos en el dominio de f, entonces f
tiene un maximo absoluto (o minimo absoluto) en p.

Puntos criticos y extremos locales
Recordemos que la derivada de f : R"—=R es Df = Vf. Un punto p € R™ es un punto critico de f si

of

Df(p) =0 (o si Df no esta definida en este punto), es decir, si I (p) =0, 1=1,2,..,n. Un punto critico que
X

no es ni maximo ni minimo local se llama punto de silla. '

Como en célculo en una variable, los extremos locales son puntos criticos, es decir, en el caso de que f sea
diferenciable, la derivada de f se anula en los puntos criticos.

232
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Teorema 5.12
Sea U C R™ un conjunto abiertoy f: U C R™ — R diferenciable, si p € R™ es un extremo local de f

entonces Df(p) =0, es decir, p es punto critico de f.
—

Clasificacion de puntos criticos

La férmula de Taylor de segqundo orden en n variables dice que si Us(p) es un entorno alrededor de p € R™ y
f: U CR™ — R, es declase C? en Us(p), entonces si h = (hy,..., h,) € R™, existe 0 < & < 1 tal que

n
of
fx+h) = f(x) + }_hig - +Rilch) con Ri(xh) ZZ i ]a a -(x+ &h).
i=1 i=1j=1
02f 02f
ax1 ax1 ax1 aXn azf
Si definimos D?f = : : : , entonces Z Z hihj —— axi0%, (x+&h) =h-D*f(x+&h)-h'
aZf aZf i=1j=1
0xn0x;  O0XnOXn

Asi, la férmula de Taylor de segundo orden se puede escribir como,
1
f(x+h) =f(x) + Df(x)- h" + Eh-sz(Hah) ‘hT, 0<E<1.

La matriz Hesssiana® de f en x es la matriz D?f(x).

Evaluando en un punto critico p, Df(p) =0 y la férmula de Taylor de segundo orden queda

f(erh)—f(p):h~D2f(x+£h)-hT, paraalgin & €]0,1[.

También se puede expresar como:
f(p+h)—f(p) =h- sz(p) ‘hT + HhHZEz(p,h), con Ep(p,h)—0 si h—0

Como el error [|h|[*E»(p, h)—0 mads rapido que [[h|[>, entonces en un entorno pequefio de p, el signo de la resta
f(p +h) — f(p) eselsignode h-D?f(p)-h.

h-D2f(p) -h" depende de h. Para establecer si h- D*f(p) - h' es positiva o negativa para todos los valores de
h en un entorno, se usa la teoria de formas cuadraticas.

Matriz definida positiva y matriz definida negativa.

2En honor a Ludwing Otto Hesse (1811 — 1874).
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Definicién 5.11
Una forma cuadrética g : R* — R, g(h) =h-A,.xn-h', es definida positiva si g(h) > 0 para todo
h e R"™ y g(h) =0 solosi h = 0. Similarmente, g es definida negativa si g(h) <0 paratodo he R" y
g(h) =0 solosi h =0. I

Del élgebra lineal se sabe que si A = (aij)nxn ¥

at... ...Qin

a a
Dy =aj;, Dp= Det[ 1 12] ... Dy = Det
az; ax
ant...  --Qnpn

entonces
e h-Anxn-h' esdefinitiva positivasi Dy >0 parai=1,2,..,n
e h-Anxn-h' esdefinitiva negativa si sgn(D;) = (=)t parai=12,..,n

Test de clasificacion. Para funciones de varias variables la clasificacién de un punto critico p se puede estable-
cersi h-D?*f(p)-hT es definida positiva o definida negativa. Esto se hace calculando los menores Dy, Dy, ..., D,.

Teorema 5.13 (Condicion suficiente).

Sea U un conjunto abiertoy f: U C R™ — R de clase C?> en U y p € U un punto critico de f. Si
h-D?f(p)-h' es definida positiva, entonces p es un minimo relativo de f. Similarmente, si h-D?f(p)-h'

es definida negativa, entonces p es un maximo relativo de f.
—

En la demostracién de este teorema se establece que si h - D2f(p) - h' es definida positiva entonces en la
férmula de Taylor obtenemos f(p +h) — f(p) > 0 en un entorno de p, es decir f(p) es un valor minimo
local. Similarmente, si h - D*f(p) - hT es definida negativa entonces en la férmula de Taylor obtenemos
f(p+h) —f(p) <0 enun entorno de p, es decir f(p) es un valor maximo local.

Clasificacion de puntos criticos en el caso de dos variables.

De acuerdo a lo que hemos establecido en la seccioén anterior, en el caso de dos variables es sencillo determinar
si h-D?f(p) - h' es definida positiva o definida negativa. En este caso,

fxx(P) fxy(P) hy
h-D?*f(p)-h" = (h; hy)

fyx(p) fyy(p) hy

Si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, las derivadas mixtas son iguales y entonces
D1(p) = fxx(p) ¥y D2 = fxx(p) - fyy(p) — [fxy(p)}2. En este caso a veces se usa fxx(p) envezde Dy y Da(p)
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en vez de D,.

Teorema 5.14 (Condicién suficiente).
Sea f:R? — R de clase C® en un conjunto abierto U de R2. Sea

D2 (%, Y) = Fxx (%,Y) - Fyy (6, y) — [fxy (x,y)17.

Si (x0,y0) € U es punto critico de f, entonces

a.) si Da(xp,Yo) >0y fxx(x0,Yo) > 0, entonces f alcanza un minimo local en (xg,yo).

b.) si Da(xo,Yo) > 0y fxx(x0,Yo) <0, entonces f alcanza un maximo local en (xg, yo).

c.) Si Da(xo,yo) <0, entonces (xo, Yo, f(x0,Yo)) es u punto de silla.

Criterio de clasificacion paran > 3.
Del teorema de Taylor y de la teoria de formas cuadréticas, podemos obtener las siguientes condiciones

suficientes para un maximo o un minimo local.

Teorema 5.15
Sea Di(p), Da2(p), ..., Dn(p), n determinantes definidos como sigue:

—fxlxl (P) fX1X2 (P) e fX1X;L (P)_
Di(P) = Det | fxox (P) Txrxs (P) 900 Tggmm (P)
_inxl (P) fX1Xz (P) e fxixi (P)_ ixi

Entonces,

e f alcanza un un minimo en p si D1(p) > 0, D2(p) >0, ..., Dn(p) >0

e f alcanza un un maximo en p si todos los determinantes pares son positivos y todos los
determinantes impares son negativos, i. e., Di(p) > 0 sii es par Di(p) <0 sii es impar

¢ Sininguna de estas condiciones es satisfecha, entonces en p podria haber o no haber un extremo

local.
—

El criterio no decide si Di(p) =0 para algtn i
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Ejemplo 5.60

Encontrar los extremos de f(x,y,z) = x> + 3y? + 422 — 2xy — 2yz + 2xz

Solucion:
fy = x—y+z =0
e Puntos criticos: Resolvemos el sistema ¢ fy, = —x+3y—z = 0
f,= x—y+4z = 0

asi, el tnico punto critico es P = (0,0,0).

e Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D1 (p), D2(p) y Ds(p)

fxx(P) fxy(p) fxz(p) 1 -1 1
Ds3(p) = Det | fyx(p) fyylp) fyz(p) | = Det -1 3 -1 |>0
fox(p)  fzy(p)  fzz(p) 1 -1 4
1 -1
Dy (p) = Det >0, Di(p) =~fxx(p)=1>0
-1 3

por lo tanto en P = (0,0,0) f alcanza un minimo local. El minimo local es (0,0, 0, f(p) )

Ejemplo 5.61

f(X/U/ Z) = XZ — 92 —zy.
Solucioén:

e Puntos criticos: Resolvemos el sistema

fx = 2x = 0
fy= 2y—z = 0
f, = -y =0

asi, el inico punto critico es P = (0,0, 0).



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.18 Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 237
o Test: Como tenemos una funcién de tres variables, calculamos D1 (p), D2(p) y D3(p)
fxx (p) fxy (p) fxz(p) 2 0 0
Ds(p) = Det | fyx(p) fyy(p) fyz(p) | = Det 0 -2 -1 | =-2<0
fox(p) T2y (p) fzz(p) 0 —1 0
2 0
DZ(P): Det =—4<0, Dl(p) :fxx(p):2>0
0 —2
Tenemos que en (0,0,0,f(0,0,0)) es un punto de silla
|

5.18

Ejercicios

En los siguientes ejercicios calcule y clasifique (si el criterio lo permite) los puntos criticos de las siguientes

funciones:

@5.17.1 f(x,y,z) = 4xy — 2x> — 3y? + 22,
@®5.17.2 f(x,y,z) =x*+y*+22 —yz—x,
@5.17.3 f(x,y,z) =x>* —y> +xy +z
@5.17.4 f(x,y,z) = x> — 2% — zyx

@ 5.17.5 f(X,y,Z) :xz —xy +XZZ +X+y2_22

Extremos con restricciones: Multiplicadores de Lagrange

Supéngase que queremos hallar los maximos y los minimos relativos de z = f(x,y) sujeto a la restriccién
g(x,y) = 0. Esto significa que la funcién f(x, y) solo podra ser evaluada en los puntos (x,y) que estén en la
curva de nivel g(x,y) = 0, es decir f(x,y) esta restringida (o sujeta) a g(x,y) = 0.

Una manera de resolver este problema, en el caso de un minimo local, se puede obtener con un anélisis
geométrico de la situacién: En las cercanias de un minimo local, nos desplazamos sobre g en la direccién de
maximo decrecimiento de f, hasta el punto “maés profundo” que puede alcanzarse sobre g en esta direccién.
Este punto podria ser el minimo local con restricciones que andamos buscando.
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Digamos que P = (a,b,c) es el minimo local con restricciones.
Para poder determinar este punto con una ecuacién, podemos
pensar que viajamos a “este punto mdas profundo” atravesando
curvas de nivel, entonces la “altima” curva de nivel deberia ser
una curva de nivel z = ¢ tangentea g en p (si p no es un punto
terminal de g). Que estas curvas sean tangentes significa que sus
gradientes son paralelos, es decir, Vz(a,b) =AVg(a,b.) Estaes
la ecuacioén que usamos para determinar P.

El andlisis es similar para determinar un maximo local con res-
tricciones: En las cercanias de un maximo local, nos desplazamos
sobre g en la direccién de maximo crecimiento hasta el punto
mas profundo que podamos alcanzar, sobre g.

Teorema 5.16 (Multiplicadores Lagrange. Condicién de primer orden)

Sea U C R? un conjunto abierto y sean f,g: U — R funciones Cl y sea x* un extremo local de f en el
conjunto D ={x € U]|g(x) =0.} Entonces, si Vg(x*) # (0,0), existe A € R (que puede ser cero) tal que

Vi(x*) —AVg(x*) =(0,0)

El teorema dice que los extremos locales x* de f sujetos a la restricciéon g(x,y) =0 (y Vg(x*) # (0,0)), son
puntos criticos de la funcién “lagrangiana” L(x,y,A) = f(x,y) — A g(x,y), pero no necesariamente viceversa.
Puede suceder que algunos puntos criticos de L no sean extremos locales de f sujeto a la restriccién g(x,y) = 0.

Enel caso de z = f(x,y) sujetaa g(x,y) =0, podriamos informalmente justificar el teorema asi: Supongamos
que la curva g se puede dar en forma paramétrica como r(t) = (x(t),y(t)) y sea x* =r(tg) un extremo local

d
de este problema con restricciones. Entonces, usando regla de la cadena, deberia tenerse d—f (r(t)) =0,
t=t
entonces ’
d d of of
)| = Seinuie] = (Fov+ giyin)| = Vi) ) —0
dt =t dt =ty 0x dy t=to

g:r(t)= (x(0), y(®)

V8(x9

Esto nos dice que Vf(x*) es perpendicular al vector tangente a la curva de restriccién en x*, es decir, Vf(x*)
y Vg(x*) son paralelos donde se alcanzan los extremos locales (si Vg(x*) # 0)... pero no necesariamente
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viceversa.

Multiplicadores de Lagrange Wolfram CDF P|ayer

jg

Arrastre el localizador para
recorrer la restriccion g(x,y)=0

Ctrl- Ratén: Zoom

Shift- Ratén: Desplazar imagen | Compartir \ﬁ Gy M e nﬁ > @

Figura 5.38: Un problema de optimizacién con restricciones.

Método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion:
e Para minimizar o maximizar f(x, X2, ...,Xn) sujeta ala condicién g(xi,x2,...,xn) = 0, se busca los puntos
criticos de L(x1,Y1, ..., Xn,A) = f(x1,X2, ..., Xn) — Ag(Xx1, X2, ..., Xn) (@sumimos Vg(x) # 0 en un entorno de

p)

Para hallar los puntos criticos de L(x1,Y1, ..., Xn, A) se debe resolver el sistema

Ly, — 0
Ly, ~ 0
g(X1/X21---/Xn) — 0

En tres variables, podriamos encontrar los puntos criticos del problema de optimizacién, como soluciones
del sistema

L(lel Z, }\) — f(X/UIZ) - }\ Q(X/y, Z)

A A se le llama multiplicador (de Lagrange). Observe que A podria ser cero. Esto pasa por ejemplo
cuando un extremo local con restricciones coincide con un extremo local (sin restricciones).

5.19 Clasificacion de puntos criticos para problemas con restricciones.

Para determinar si los puntos criticos son méximos, minimos o no son ni méximos ni minimos, se puede
recurrir a al criterio de la “Hessiana orlada”

Si p es un punto critico del problema
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“Optimizar la funcion objetivo: f(x1, X2, ..., xn) sujeta a la restricciéon: g(xq,x2,...,xn) =c¢”

es decir, si VL(p) =0 (con Vg(p) # 0), entonces el siguiente teorema nos da un criterio para clasificar los
puntos criticos.

Teorema 5.17
Consideremos el hessiano orlado

0 9(P)  9u@) 0 gx.(P)
9x1(p) Lxm(P) Lxlxz(P) Lxlxn(P)
DnlP)=| g (®) Lua(P) Lax®) - Lex(p)
gxn(P) anxl(P) anxz(P) I—xnxn(P)

y los menores principales

0 9a(P)  9uP) - 9x(P)
gxl(p) Lxlxl(P) Lxlxz(P) Lxlxi(p)
DilP) =1 g.(p) Luw(P) Luwa(P) -+ Legei(p)
gxi(P) inxl(P) inxz(P) inxi(P)

Entonces, si p es un punto critico de L(xy, ..., xn,A) (@asumimos Vg(x) # 0 en un entorno de p) se tiene
e En p f alcanza un minimo local si D;(p) < 0, D3(p) <O, ..., Dn(p) <0

e En p f alcanza un méximo local si todos los determinantes pares son positivos y todos los
determinantes impares son negativos, i. e.,

e Di(p) >0 sii>2, espar

e Di(p) <0 sii esimpar

0 9x1 (P)

2 .
= 79 < 0 (es siempre es
9X1(P) LX1X1(P) (9 1(p)) ( p

En el anterior teorema, no aparece D; pues Di(p) =
negativo).
Cuando aparece mads de una restriccion, se debe considerar un hessiano con més de una orla:

Si hay n variables y m restricciones (m < n) de la forma g!(x, ..., xn) = ¢; entonces la lagrangiana sera
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m

L= f(x1, o Xn) + D Ailei — ' (%1, 0 X0 )]
i=1

y el hessiano orlado sera:

00---0 9i 9 In
| 000 gt 9 o9y
9{ 9% 911“ LX]M L\Hz LM\'H
| 9111 9121 o gn LXHM LVHV:, o+ Linxn

Casosn=2yn=3

e Cason = 2.

o gx(p)  gy(p)
DZ(P) = gx(P) Lxx(P) I—xy (P)
9y(p) Lyx(p) Lyy(p)

Entonces, si p = (p1,p2,A1) es un punto critico de L(x,y,A) = f(x,y) — Alg(x,y) — c) (asumimos
Vg(x,y) # 0 en un entorno de p) se tiene

e En (p1,p2) f alcanza un minimo local si D;(p) <0,

e En (p1,p2) f alcanza un maximo local Dy(p) >0,
e Cason = 3.

0 gx(p) gylp) 9z(p)
0 gx(p) gylp)
ﬁz(p) _ gx(P) I—xx(p) ij (P) y ﬁS(p) _ gx(P) LXX(P) ny(P) sz(P)
9y (P) Lyx(p) Lyy(P) gy(P) Lyx(P) I—yy(P) Lyz(P)
Y Y gz(P) LZX(p) Lzy (P) Lzz(p)

Entonces, si p = (p1, P2, P3,A1) esun punto critico de L(x,y,z,A) = f(x,y,z) —A(g(x,y,z) — ¢) (asumimos
Vg(x,y,z) # 0 en un entorno de p) se tiene

e En (p1,p2),p3 f alcanza un minimo local si Da(p) <0 y D3(p) <0

e En (p1,p2,p3) f alcanza un maximo local Dy(p) >0 y D3(p) <0

Ejemplo 5.62

Optimizar f(x,y) =x* —x(y —1)2 —x + (y — 1)®> + 1 sujeto a la restriccién 2x = (y — 1)2.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.19

Clasificacion de puntos criticos para problemas con restricciones. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

242

Solucién: L(X,y,A) :XZ _x(y _ 1)2 —x+ (y _ 1)2 1 — A ((y o 1)2 —ZX)

Puntos criticos.

Ly=2x—(y—12—1+2A = 0 E1
Ly=-2x(y—1)+2(y—1)—-2Ay—-1) = 0 E2
Lh=(y—1)%—2x = 0 B3

De la ecuacién E3 tenemos 2x = (y — 1)?. Sustituyendo en E1 queda

“14+2A=0 = )\:%

Sustituyendo los resultados anteriores en E3, queda

1 yportanto x =0

Y
—y-Dy-12-1=0 = y=0 yportanto x=1/2
Y

2 yportanto x=1/2

1 1
Los puntos criticos, con A =1/2,son (0,1), (2, 0> y (2,2>

Clasificacion.

0 —2 2(y—1)
Dy=| -2 2 20y —1)
20y—1) —2(y—1) —2A—2x+2
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Ahora evaluamos los puntos criticos (con A = 1/2)

0 -2 0
0 Dy(0,1,1/2)=| -2 2 0 |=-4,
0 0 1

entonces (0,1,1) es un minimo local del problema

0 -2 -2
e Dy(1/2,0,1/2)=| —2 2 2 |=8>0
2 2 0

entonces (1/2,2,5/4) es maximo local

0 —2 2
o Dy(1/2,2,1/2)=| —2 2 —2|=8>0
2 -2 0

entonces (1/2,0,5/4) es maximo local

Ejemplo 5.63

Hallar los extremos de z = x? + y? sujeto a la restriccién x + 4y = 2.

Solucién: La funcién lagrangiana es L(x,y,A) = x* +y% — A(x + 4y — 2).

L, =2x—A = 0 = A=2x

P

P —Ju— - — 4 2 8
Puntos crificos: { Ly =2y—4 = 0 = y= 4"3 = A=, X=-, Y= —.

2
A x — 4y = X T

2 8
Asi, el Gini iti :P=|=,
si, el anico punto critico es (17, 17)

Clasificacion: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el
hessiano orlado D,

_ 0 9x(p) 9y(p) 01 4
Dao(p) = | gx(p) Lux(p Lxg(P) =112 0|=-34<0
gy(p) Lyx(p) Lyy(p) 4 0 2

asi 28f 2 8 _(2 814 n minimo local del problema con restriccion
si que 17 =\ esu inimo local del problema con restricciones
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Ejemplo 5.64

Hallar los extremos de z = x*> + y? sujeto a la
restriccion x + 4y? = 2.

Solucion: Este ejemplo es una pequefia variacion
del anterior, excepto que la solucién del sistema no

lineal es de més cuidado. La funcién lagrangiana es
L(x,y,A) = x> +y% — A(x +4y? —2).

Ly=2x—A = 0 El
Puntos criticos: ¢ Ly, =2y—8\y = 0 E2
x+4y? -2 = 0 E3

¢ Si despejamos primero A = 2x en E1l y sustituimos en E2, queda

2y—8(2x)y=0 = 2y(1—-8) =0 =

1
Pero estos valores de x y y no satisfacen la e cuacion E3: 3 +4-0>2—2+#0.

o Podemos iniciar despejando x = 2 — 4y? en E3 y sustituir en E1,

22—4yH) —A=0 = A=4-8y°

Ahora sustituimos en E2 y queda

2y—8(4—8y2)y=0 — 2y(1-16+32y?) =0 —

15
y =0 Yy = V3 y =
1
XZZ ng y X =
A =4 1
A= = A =
4

orlado D,

o= O

Por tanto se descartan.

Y

= |

15

32

= =+

Como ya usamos las tres ecuaciones podemos concluir que la solucién del sistema es

15

32

Clasificacion: Ahora vamos a clasificar los puntos criticos: En este caso, solo debemos calcular el hessiano
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B 0 gx gy 01 8y
Dy = | gx Lix Ly | = 1 2 0
gy Lyx Lyy 8y 0 2—8A
e D;(0,2,4) =30 = (0,2,4) es un maximo local
1 151 1 1 1
e Dy (8' 35,4> =—60 — <8' \/3—2, 24) es un minimo local
1 15 1 1 15 31
e Dy (8' — 3,4> =—-60 — (8' —\/3—2, 64) es un minimo local
|

Ejemplo 5.65

Maximizar f(x,y) =2y —x sujetoa y =senx, 0<x <27
Solucion: F(x,y,A) =2y —x — A(y —senx)
Puntos criticos:

Fx =—1+Acosx = 0

Fy=2—-A =0 —A=2, cosx:%osea,x:%, x:%".
FA=—-y+senx = 0
Ast los puntos criticos son: P; = (7, ?) y Py = (%”, %@)

Clasificacion: Usemos el teorema para clasificar los puntos criticos. En este caso, solo debemos calcular el
hessiano orlado D,

0 —cosx 1
D, =| —cosx 0 0
1 0 0

asi que D,(P1) =D,(P2) =0 vy, en este caso, el criterio no da informacion.
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Ejemplo 5.66

3 2

Solucion: Sea L(x,y,A) =x +§ Y5 +1—=A(x +7_1 .

L, = 0 2x — 2Ax =0 —
2 3 8A\y
L, = 0 Sy )22 —
y . 3<y 2) 9 0 (E2)
I, =0 )
1—x2—4% = 0 (E3)

e De (E1) vemos que la solucién del sistema requiere que x =0 o A = 1.

e Si x =0, sustituyendo en (E3) obtenemos los puntos y = £3/2.

nos da una solucién compleja.

Los puntos criticos de L son (0,3/2) con A=0y (0,—3/2) con A =1.5.

Clasificacion:

0 2x 8713

0 gx gy 9

Dy = | gx L Lyy | =] 2x 2-2A 0
gy Lyx Lyy 8y 0 2 8\
9 3 9

52(0/ 3/2/ 0)

Entonces

4 2

2
1 3
Maximizar y minimizar f(x,y) = x2 + = (y — ) + 1 sujeto a la restriccién x> + % =1.

x(1—A)=0 (E1)

e Si A =1, sustituimos en la ecuacién (E2) y obtenemos y = —4.5, pero al sustituir en la ecuacién (E3)

-32/9<0 = (0,3/2,1(0,3/2)) es un minimo local

D,(0,—3/2,3/2) = 16/9>0 = (0,—3/2,(0,—3/2)) es un maximo local
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Multiplicadores de Lagrange Wolfram CDF Player

Ver gréfico de Lx,y,A) [ |
conA =15

Recorrer restriccion gix,y)=0
Y

3

Vg(P)

/:¥VZ(P)

Figura 5.39: Un problema de optimizacién con restricciones.

|
Ejemplo 5.67
Verifique que el problema “Minimizar z = x? + y? sujeto a x —y = 0” tiene como solucién el minimo
local de z, es decir (0,0,0).
Solucién: Sea L(x,y,A) =x* +y% — A(x —y).
( _
b =0 2x—A = 0
b =0 2y+A = 0
=0 x—y = 0 (E3)
\
Sustituyendo x =A/2 y y = —A/2 en (E3) obtenemos A =0 y, por tanto, x =0, y = 0.
En este caso, A =0 indica que el minimo con restricciones coincide con un minimo local de z.
0 1 -1
Clasificacién: D»(0,0,0)=| 1 2 0 |=—4<0. Efectivamente (0,0,0) es un minimo local.
-1 0 2
|

Ejemplo 5.68

Determine tres ntimeros reales positivos x, y, z cuya suma sea 10 y su producto maximo.
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Solucién: Hay que maximizar el producto P = xyz sujeto a la restricciéon x +y + z = 10.

Sea L(x,y,A\) =xyz—Alx+y+z—10).

| = 0 yz—A =0
Ly = 0 Xz — A =0
=
L, =0 Xy — A =0
glx,y,z) = 0 x+y+z—10 = 0 (E4)

Despejando A obtenemos
yz=xz y Xz=Xxy.

Como x, y y z son, en este caso, positivos; podemos cancelar y entonces x =y = z. Sustituyendo en

1
(E4) nos queda 3x — 10 =0, es decir, x =y = z = 30 y A = 100/9

Clasificacion:

011 20
D, =1 z | = D,(10/3, 10/3, 10/3, 100/9) = 5 >0

1 z 0

0111
o) 10 zy = ~ 100
D= |, , o .| = Ds(10/3,10/3,10/3,100/9) = ——= <0

1y x 0

Entonces en (10/3, 10/3, 10/3) el producto alcanza un maximo local.

10
Los tres nimeros buscados on x =y =z = 3



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.19 Clasificacién de puntos criticos para problemas con restricciones. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

249

Ejemplo 5.69

Para la construccién de una caja de base rectangular, con tapa, con 0

un volumen de 16m3 se tiene la siguiente funcién de costo para
los materiales z

C(x,y,h) =18xy + 16xh + 12yh e
X
Utilizando Multiplicadores de Lagrange, calcule las dimensiones
de la caja de modo que el costo de los materiales sea minimo.

xyh—16 =0
Ast:
Ly: 18y+16h—Ayh = 0
Ly: 18 +12h—Axh = 0
L(x,y, h,A) = 18xy + 16xh + 12yh — A(xyh —16) — Lh: 16x+12y—Axy = 0
Li: —(xyh —16) 0
Multiplicando (E1) por x, (E2) pory y (E3) por h, obtenemos
Ly: 18yx+16hx —Axyh = 0
Ly: 18xy+12hy —Ayxh = 0
Lh: 16xh+12yh—Axyh = 0
La: xyh = 16

4
e Jgualando (E1) y (E2) tenemos 18yx + 16hx = 18xy + 12hy = y = =x (pues h # 0, se puede cancelar)
& y Y Y Y 3* P p

18
e Igualando (E1) y (E3) tenemos 18yx + 16hx = 16xh +12yh = h = Tl (pues y # 0, se puede cancelar)

S h_3 (v A=

4 18
Sustituyendo y = §X y h = —x en (E4) se obtiene x =2. Por tanto,x =2, y = 3

12

Clasificacion.

Dy=|yz O 18 — Az — D»(2,8/3,3,12) = —1728 < 0
xz 18—Az O

0 yz Xz Xy
S._| vz 0 18—z 16— \y _ -
D=l 18-a 0 o | = Ds(2,8/3,3,12) = 27648 < 0

xy 16—Ay 12—-Ax O

Solucion: Sean x el largo, y el ancho y h la altura de la caja. Como se requiere minimizar el costo,
la funcién objetivo es C(x,y, h) = 18xy + 16xh + 12yh. La restricciéon (ligadura) es V = 16, es decir.

(E1)
(E2)
(E3)
(E4)

12)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.19 Clasificacién de puntos criticos para problemas con restricciones. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 250

8 . . . . .
Entonces en (2, 3 3] el costo es minimo. Las dimensiones de la caja para que el costo sea minimo son

X =2, yzg, h=3

Ejercicios

En cada uno de los ejercicios que siguen, resuelva le problema de optimizacién propuesto y usando el criterio
de clasificacion, clasifique los puntos criticos encontrados.

@ 5.19.1 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x>+ 1y + 1 sujeto a la restriccién x> —y? = —1” tiene un
méximo y un minimo local. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine el maximo local y el minimo
local.

@ 5.19.2 (*) Considere el plano TT: Ax+ By +z+ D = 0. Determine el punto Q € TT en el que la distancia del
origen hasta el plano TT es minima e indique esta distancia.

@ 5.19.3 Utilice el método de Multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones de una caja en la
cual la suma de las longitudes de todas las aristas es 120 metros y que tenga el mayor volumen posible. Debe
usar el criterio de clasificacion.

@ 5.19.4 Considere el problema: Optimizar f(x,y) = X2 —(x—124+y+y—17? sujeto a la restriccion
y — (x — 1)? = 0. Calcule y clasifique los puntos criticos asociados al problema

@ 5.19.5 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x*> + y® + 1 sujeto a la restriccién x* — y2 = 1” tiene
varios maximos y un minimos locales. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine los maximos locales
y los minimos locales.

@ 5.19.6 Considereel plano TT:x —2y+4z=4y Q =(1,0,1) ¢ Tl. Determine el punto P = (x,y,z) € TT tal
que la distancia d(Q,TT) = d(Q,P) es minima.

@ 5.19.7 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x> +y> +1 sujeto a la restriccion x> —y? = —1” tiene un
maximo y un minimo local. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine el mdximo local y el minimo
local.

@ 5.19.8 Considere el problema: “Optimizar f(x,y) = x*> + y® + 1 sujeto a la restriccién x> — y? = 1” tiene
varios maximos y un minimos locales. Utilizando multiplicadores de Lagrange, determine los maximos locales
y los minimos locales.

@ 5.19.9 Considereel plano TT:x —2y+4z=4y Q =(1,0,1) € TI. Determine el punto P = (x,y,z) € TT tal
que la distancia d(Q,TT) = d(Q,P) es minima.

@ 5.19.10 Considere la superficie S: z = x? —y? y Q=(0,2,2) € S. Determine el punto P = (x,y,z) € S tal
que la distancia d(Q,S) = d(Q,P) es minima.
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@5.19.11 Considere la superficie S de ecuacién xy?z = 32.

1. Si (x,y,z) € S entonces x #0, y #0 y z # 0, ;Porqué?

2. Use multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos Q = (x,y,z) € S que estdn mds cerca del
origen O = (0,0,0).

@ 5.19.12 La densidad de una superficie metélica esférica de ecuacion x> + y2 + z> = 4 estd dada por
p =2+ xz +y2. Encuentre los puntos donde la densidad es mayor y menor.

@ 5.19.13 Maximizar z = 1 —y sujeto a la condicién x® +y® = 1.
@ 5.19.14 Obtener el méximo local de f(x,y) =9 — x> —y® sujetaax +y =3

@ 5.19.15 Sean k una constante positiva y C(r,h) = 2kr? + 2.5(2krh) cont, h > 0. Minimizar C(r,h) sujeta a
la restriccién krh = 1000.

@ 5.19.16 Determine los valores maximos y minimos de z = x*y? sujeta a la condicién x* + y? = 1.

@ 5.19.17 Calcule el valor minimo de la funcién f(x,y) = x> + (y —2)? si (x,y) son puntos de la hipérbola
2

x> —y?=1.

@ 5.19.18 Un tanque sin tapa, de forma de caja rectangular, debe tener un volumen de 8000 cm®. Los costos
anuales de calefaccién se calculan de la siguiente manera: $2 por cm? para el fondo y para dos de las caras
laterales (opuestas) y $4 por cm? para las restantes dos caras laterales. Hallar las dimensiones del tanque que
minimizan el costo.

@ 5.19.19 Se quiere construir un cilindro circular recto con fondo pero sin
tapa (ver figura). Si se dispone de 48m cm? de lata para construirlo; use
multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones del cilindro de
tal manera que su volumen sea méximo.

@ 5.19.20 Se desea construir un tanque para almacenar agua caliente en un
cilindro con un tope esférico (media esfera).

El tanque se debe disefiar de tal manera que puede almacenar 300m> de ; ’
liquido. Determinar la altura total y el didmetro del tanque de tal manera que T
la pérdida de calor en la superficie sea minima. (La pérdida de calor en la i

superficie serd minima si su drea es minima). h

l
| Pom— r
@ 5.19.21 (*) Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> +y> sujeto a la restric:ciér?Z g=x—y=0.
(0,0) no es ni maximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0, (e,e) € D y (—e,—€) € D pero
£(0,0) = 0 > f(—e,—€) = —2€% y f(0,0) = 0 < f(e, €) = 2. Sin embargo, verifique que (0,0) es la tnica
solucion del sistema VL(x,y,A) =0

@ 5.19.22 (*) Consideremos el problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién y® — x? = 0. El punto
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(0,0,0) es un méximo local para este problema pues como y* = x? entonces y > 0 por lo que z(x,y) = —y <=
0=12(0,0) V (x,y) € D. Verfique que (0,0) no es punto critico de L(x,y,A) = —y — Aly> —x?).

5.20 ¢Puede fallar el método de Lagrange?

En general, el método de multiplicadores de Lagrange es muy eficiente, sin embargo los puntos criticos de L
no necesariamente son solucién del problema de optimizacién que da origena L.

Consideremos el problema: Minimizar f(x,y) = x> +y3 sujeto a la Z
restricciéon g =x —y =0.

(0,0) no es ni méximo ni minimo local de f en D pues Ve > 0,
e,e) € Dy (—e,—€) € D pero f(0,0) =0 > f(—e,—€) = 2y z-—y =0

Sin embargo (0,0) satisface Vg(0,0) = (1,—1) # (0,0) y es la tinica
solucién (con A = 0 ) del sistema VL(x,y,A) =0,

3x2—-A =0
Ly, = 3y2—A =0
L, = x—y =20

ﬁ
x
I

Figura 5.40: (0,0, 0) es punto critico de
L pero no es solucién del problema

B Cuando Vg se anula. El método de multiplicadores de Lagrange requiere que Vg no se anule en los
puntos criticos de f sobre D para que el conjunto de puntos criticos de L contenga al conjunto de puntos
criticos de f sobre D. Si Vg(x) se anula podrian pasar varias cosas de cuidado.

Consideramos el problema de minimizar la distancia de la curva YA
(x—1)>*—y? = 0 al origen, es decir, minimizar d = \/x2 +y? sujeta
a (x —1)® —y? = 0. Este problema es equivalente al problema:
Minimizar d = x? +y? sujetaa (x —1)3 —y2 =0.

x =1y y = 0 es una solucién del problema (como se ve {
graficamente), pues este punto estd en la curva de restriccion y ==
también (x —1)3 =y? entonces (x —1)> >0 =— x> 1. Por

tantode D, d(x,y) =x*>+y% > d(1,0) = 1.

Figura 5.41: La distancia de la curva al

origen se minimizasi x =1y y =0
(1,0) no es punto critico de L. La lagrangiana serfa L(x,y,A) = x> +y? — Al(x — 1)3 —y?] y debemos
resolver el sistema

2x —3A\(x—1)> = 0 (E1)
2y+2yAr = 0 (E2)
(x—=1P°—y*> = 0 (E3)

Factorizando en (E2) obtenemos y = 0 y A = —1. Sustituyendo y = 0 en (E3) nos da x = 1, pero
este valor no es solucién pues no satisface (E1). Sustituyendo A = —1 en (E1) nos da la cuadrética
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3x2 —4x + 3 = 0 que tiene raices complejas, asi que el sistema no tiene soluciones en R y los puntos
criticos de L no detectan el minimo local (1,0,1)

Problema: Maximizar z = —y sujeto a la restriccién
y3 - XZ =0

(0,0,0) es un maximo local para este problema
pues como y®> = x? entonces y > 0 por lo que
z(x,y) = —y <=0=12(0,0) V(x,y) € D.

(0,00 no es punto critico de L(x,y,A) = )
—y — A(y® — x?). El sistema VL = 0 no tiene
solucién. El método de multiplicadores de Lagrange
no detecta el 6ptimo.

Figura 5.42: Maximo local en (0, 0,0)

Problema: Maximizar z = 2x3 — 3x2 sujeto a la restriccion (3 — x)2 =42 =0

Este problema tiene solo un maximo local cuando x =3 y y = 0 pero este méximo no estd dentro de los
cuatro puntos criticos de L.

El sistema VL = 0 tiene cuatro soluciones, todas con A =0,
(0,43+/3,0),
(1,£2v2,0)

y no detecta el maximo local en (3,0).
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Maximizar z=2x> — 32 sujeto a la restriccion (3 —x)% 43> =0

Wolfram CDF Player

Recorrer restriccién

05 10 15 20 25

Figura 5.43: Maximo local se alcanza en (3,0), pero éste no es punto critico de L

Problema: Minimo z = x* 4+ y? sujeto a la restriccién x> —y? =0

El minimo local se alcanza en (0,0) y aunque Vg(0,0) = (0,0), ahora si (0,0) es solucién del problema
de optimizacién. En este caso V£(0,0) = (0,0) por lo que trivialmente la ecuaciéon Vf —AVg =0 tiene
infinitas solucién (0,0,A) con A € R.

B Multiplicadores de Lagrange vs sustituir la restriccién. Consideremos el problema

Optimizar z=x*—y? sujeto ala restriccion x*+y*> =1

Con multiplicadores de Lagrange Con una sustitucion
Si hacemos la sustitucién y> =1 —x2 en z = x> —y?,
Ly, A) =x* —y? = AP +y> — 1)

z=2%—1
(0,—1 —1)
(0,1,-1)
VL=0 = (x,y,A) = dz (0,—1)
(1,0,1) az _ — ,
(—1,0,1) =0 = ) (0,1)

El método de sustitucién funciona si hacemos la otra sustitucién x? = 1 —y?... pero...

Determinar extremos absolutos. Si el conjunto de puntos A4 donde la restriccién g se anula, es cerrado y
acotado y si f es continua entonces si hay extremos absolutos en A 4. Formalmente uno obtiene los valores de la
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funcién en los puntos criticos y los compara con los valores de la funcién en la frontera de A4 y asi obtiene los
extremos absolutos.

Los puntos criticos los detectamos usando el método de multiplicadores de Lagrange, pero también a veces hay
extremos excepcionales en A4 en los que el gradiente de f o el de g se indefinen o puntos donde el gradiente de
g se anula como el ejemplo anterior.
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6 — Integrales Multiples

6.1 Introduccién: Sumas de Riemann en una variable

Particiones de [a,b]. Una particion P en mn subintervalos del intervalo [a,b] es una coleccién

n
{a=x0,%1,%X2,...,xn =b} tal que xp < X1 < X2 < ... < Xn ¥ U [xk—1,%x] = [a,bl. Se denota con ||P|| la
k=1
“norma” de la particion.

P|l = max [|xx_1—x
I[Pl k:1,_”,n| k—1 — Xk

S

a=xy Xi Xk—1 Xk Xn=>b
Figura 6.1: Particién del intervalo [a, b]

1 LI 1 >
v

Sea f una funcién definida en el intervalo [a, b]. Una suma de Riemann de f respecto a una particiéon P =
{xg, ... xn}, es una suma de la forma

con & € [xp—1,xk] Yy Axx = Ixkg—1 — Xxl.
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YA
Ay = f(&)Ax

f(ék) --------- _/ f‘:,\ !

| :

y= () /7 5 |

\¢ / & - ¥
Xi—1 Xk }9 X Xp—1 Xk
-~ A’Ck
Axy

Figura 6.2: Suma de Riemann respecto a la particiéon P

Observe que Ay = f(&x)Axy puede ser negtivo si f(&x) < 0.

Teorema 6.1 (Integral de Riemann)
Sea f una funcién definida en [a, b]. Si existe un nimero I para el que dado cualquier ¢ > 0, existe
N € N tal que, siempre que n > N y &y es escogido arbitrariamente en cada intervalo [xx_1,xx], con
xx = a+k(b—a)/n, secumple

n b—
> e — I <e
k=1 n

entonces f es integrable en el sentido Riemann.

Dado quesi f es Riemann-integrable entonces se cumple el teorema y si se cumple el teorema, f es Riemann
integrable, tenemos

6.2 Integral doble

Sea R = [a,b] x [c,d], ysea f: R2 — R una
funcién definida y acotada sobre R. Suponga-
mos que Mg = {R11, R12,...Rnm} es un conjunto
de nm rectdngulos que conforman una malla que
cubre R (ver figura). El drea de cada celda Rj;
la denotamos con AAjj. Lamalla My es el con-
junto de rectangulos Rij = [xi, xi1+1] X [Yj,Yj+1]
de drea AAji; = AxiAy;.
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Una suma de Riemann de f sobre R es una
n m

expresion de la forma ZZf(xi,yj)AA
i=1j=1
donde (xi,y;) € Ryj.

f(xiyyi)

Si f es continua y positiva sobre R, entonces
f(x{,y;)AA4; aproxima el volumen de cada pa-
ralelepipedo Pi; de base Ryj y altura f(xi,y;);
en este caso la suma de Riemann aproxima el
volumen del s6lido entre la regién R y el grafico
de f.

Y

Malla M R

(xi»J’i) X Celda Ri

Diametro de la malla. El didmetro de cada celda Ry; es la mdxima distancia entre todas las distancias entre
cualesquiera dos puntos en Rj; y se denota [[Rijl|. El didmetro de la malla Mg es [[Mg|| = Sup{||Ry;l[}-
Conforme |[[Mg[[—0, el area de cada celda tiende a cero, es decir, AA;;—0 y la cantidad de celdas se hace
infinitamente grande: n—oo.

Volumen. Si f es continua y no negativa en la region R, entonces e siguiente limite existe,

ZZf Xi,Yj)A con nm = Card(M)
= Mo S5

y Vq es el volumen de sélido Q, limitado por la region R y la superficie S : z = f(x,y). El limite se toma
sobre todas las posibles mallas rectangulares M con (xi,y;) cualquier punto de Ry;.

Wolfram CDF Player

z z z J’
X‘Y X‘Y x‘Y

Figura 6.3: Aproximacion del volumen de un sélido con sumas de Riemann

Caso general. Silaregion R es una region cerrada y acotada y f es no negativa y estd definida y es acotada
sobre R, entonces usamos una malla de rectdingulos Rjj, contenidos en la region R, de drea AAj; contenidos
en R. Si f es no negativa en la regién R, entonces el volumen V del sélido Q limitado por R y la superficie
S: z=f(x,y) se aproxima con

n m
V= ZZf Xi,Yj)AA;

i=1j=1
siendo AAy = Axy Ayx.

Suponiendo que f es continua sobre R y que la regién R estd limitada por una curva suave a trozos (con un
numero finito de trozos), entonces conforme [[Mg||—0, el drea de cada celda tiende a cero, es decir, AAx—0 y
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la cantidad de celdas se hace infinitamente grande (n—o00) y la unién de los rectdngulos R;; se va ajustando a
la regiéon R conforme |[Mg||—0. El volumen de Q se obtiene como

n m
li f(xi,Y;)AAL; = Card(M
HT\/H&OZZ (xi,Y;)AA{; con nm ard(M)

i=1j=1
YA YA
/ = =
A, V4 ]
N N
\ Y
yk \\ Rk \ \\ -
N Pl \\ =
N '//
o
Xk X X

El limite se toma sobre todas las mallas My y con (xy,yx) cualquier punto de Ry. La generalizacién de estas
ideas no requiere que f sea no negativa, solo requiere que el limite anterior exista.

Definicion 6.1 (Funcién integrable).
Si las sumas de Riemann de f tienen un limite (que se toma sobre todas las posibles mallas rectangulares
Mg contenidas en la regién R) independiente de la escogencia de los (xi,y;), conforme [[Mg|| — 0,
entonces decimos que f es integrable sobre R y que la integral es este limite. En este caso escribimos,

n

m
f(x,y)dA = lim f(xi,y; )AxiAy; con nm = Card(M
|| fixw i, 23 )y (M) |

Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones
integrables en una variable.

Teorema 6.2 (Propiedades de la funciones integrables).
a.) Si f es continua sobre R, entonces f es integrable sobre R.

b.) Sea k € R. Si f y g son integrables sobre R, entonces kf y f+ g son integrables sobre R y

”R kf(x,y)dA—kJLf(x,y)dA y ”R f(x,y)ig(x,y)dA—”

. f(x,y) dA £ ”R g(x,y)dA

c.) Si f y g sonintegrables sobre regiones R y S que no se traslapan, entonces f es integrables sobre

RUSY
”RUS oyl eR = ”R f(x,y) dA + ”S f(x,y) dA
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d.) Si f y g son integrables sobre R y f(x,y) < g(x,y) paratodo (x,y) € R, entonces
JJ f(x,y) dA < ” g(x,y)dA
R R
e.) Si f esintegrable sobre R y M < f(x,y) < m para todo (x,y) € R, entonces

mA(R) < ”R f(x,y) dA < M A(R)

Ejemplo 6.1

Consideremos el slido Q limitado por la superficie S; : z = 8 —x? —y?
yelcilindro S : X% +y? —4 en el primer octante, tal y como se muestra
en la figua de la derecha. La regién de integracién R seria el cuarto de
circulo de radio 2 en el primer cuadrante.

La funcién f(x,y) = 8 —x*—1y? es integrable en esta regién R. Podemos
aproximar el volumen del s6lido Q usando la aproximacién

JL f(x,y)dA =~ Z Z f(xi,Yj)AAy;

i=1j=1

X

Usando Ax = Ay = 0.5, tendriamos una malla de 8 rectdngulos, cada uno de area 0.52.
A
2 X +y?=4

15— +—1

0.5

Ay

Ax 05 1 15 2

xi Ui | fxoys) || o i [ oy || xe oy | fxoug) || x i | fxeyy)
05 05| 75 |05 1| 675 ||05 15| 55 | |
|1 05| 675 || 1. 1| 6 |1 15| 475 | | |
|15 05| 55 |15 1.| 475 | | | |
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Entonces
”R f(x, y)dA = f(x1,y1)AA1 + f(x1,Y2) AA1p + ... + f(x1,Y3) AAg3

Vg = JJ f(x,y)dA =~ 75-025+4+6.75-0.25+5.5-0.25+6.75-0.25
R

+6-0.25+4.75-025+55-0.25+4.75-0.25

11.875

%

Por supuesto, esta aproximacién no es muy buena. Se requiere una malla mds fina para llegar cerca de
Vo =8m—4 ~ 21.1327.

Por ejemplo con Ax = Ay = 0.2, se obtiene Vg ~ 16.2912 y con Ax = Ay = 0.05, se obtiene Vg ~ 18.179

A A
2 ) 2L 2 22 B y2 =4

2 —
3

os \ os

T

:
0.5 1 15 2

Figura 6.4: Malla con Ax = Ay =0.2 Figura 6.5: Malla con Ax = Ay = 0.05

z

X

Figura 6.6: Malla con Ax = Ay =0.2 Figura 6.7: Malla con Ax = Ay = 0.05

Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de
Riemann y es suficiente para los célculos y las aplicaciones en este curso. Para otros propdsitos esta integral
no es adecuada y se requiere definir un tipo mas general de integracién, por ejemplo la integral en el sentido
Lebesgue, integral de Riemann-Stieltjes, integral de Henstock-Kurzweil, etc.
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6.3 Cadlculo de integrales dobles. Integral iterada.

Idea del volumen como una suma de volimenes de “rebanadas”. Consideremos un sélido Q cuya proyeccion

sobre el plano XY es un rectangulo. Tomamos una particién del intervalo [a,b] eneleje X, a = ap < x1 <

X2 < .. < Xn = b, luego consideramos las rebanadas “planas” del sélido que se obtienen intersecando el s6lido

con cada plano Py : x = xy. Digamos que cada rebanada tiene drea A(xy). Cada seccién del sélido, entre los

planos Px_1 y Py, es aproximadamente un prisma y, su volumen aproximado es A(xjy)Axy. De esta manera:
n

Volumende Q:Vg =~ Z A (x1 ) Axye
k=1

Wolfram CDF Player

Volumen
aproximado

A(xp)Axy

Figura 6.8: Volumen de Q aproximado como una suma del voltimenes de n rebanadas

Ahora, tomando una particiéon de [a, b] en n subintervalos de igual tamarfio tenemos

n b
Volumende Q:Vg = nlg}r;()kz_l A(xg)Axy = L A(x) dx
Yk
Pero cada drea A(xy) se puede calcular en el plano x = xj como A(xy) = J f(xk,y) dy, entonces tendria-
Yk-1

mos

b b
Volumen de Q:VQ:J A(x)dx = J (

a a

Jq f(x,y) dy) dx

P

Integrales iteradas. La idea anterior se puede generalizar a s6lidos con una proyeccién méas general. Considera-
mos un sélido Q entre las superficies (suaves) S1: z=f(x,y) y S2: z = g(x,y), como se muestra en la figura
que sigue; conforme nos desplazamos por los planos x = xy, el drea A(xy) y el volumen Vg se obtienen como

a a \Jgi(x)

b b g2(x)
[f(xx,y) — g(xk,y)ldy y entonces VQ:J Ax) dx :J <J [f(x,y) — g(x,y)] dy) dx
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Wolfram CDF Player
Y

Soiz=g(x,y)

X

Figura 6.9: Célculo de integral iterada, en el orden dydx

Wolfram CDF Player
i

Figura 6.10: Célculo de integral iterada, en el orden dxdy

De manera analoga, si nos desplazamos sobre los planos y =y, el drea A(xx) y el volumen Vg se obtienen
como

ha(yi) q q
Alxy) = J [f(x,yx) —g(x,yk)l dx yentonces Vg = J Alx)dy = J
hi(yk) P

ha(x)
J [f(x,y) — g(x,y)] dx) dy

El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R (por tanto Riemann integrable) la integral doble se
puede evaluar por “integracion parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método de “integrales
iteradas”. Primero debemos especificar dos maneras de describir una misma regién.
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e Region entre las curvas y = g1(x) y y = ga(x).

R={(xy) € R? talque a<x<b y gi(x) <
Yy < g2(x)} con g1 y g2 funciones continuas en [a, b].
e Region entre las curvas x = hy(y) y x = ha(y). Y

R={xy) e R* talque p<y<q y hiy) <
x < ha(y)} con h; y hy funciones continuas en

[p, ql.

Y

Teorema 6.3 (Fubini).

Sea R ={(x,y) € R? tal que a<x<b y gi(x) <y < ga(x)} con
g1 y g2 funciones continuas en [a, b]. Si f es continua en R, entonces

”R e = ﬁgm o) ey s = Jb U%) f(x,y) dy] dx

adgy(x) a |Jgi(x)

Sea R={(x,y) € R? talque p<y<q y hi(y) <x<hy(y)} con
h; y hy funciones continuas en [p, q]. Si f es continua en R, entonces

”R f(x,y) dA = J:J:((j; f(x,y)dxdy = Jq th(y) f(x,y) dx] dy

p [Jhi(y)

Ejemplo 6.2

Sea R la region de la figura. Vamos a calcular ” xy dA usando el orden de integracién “dy dx” y el

R
orden de integracién “dx dy.”
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Si la variable independiente es x entonces la regién R esta entre las Yy A
2

curvas y = x (arriba) y y = XE (abajo), entre x =0 y x = 2. 2 g !
Tomando a y como variable independiente, entonces la region estrd Y=
entre x =y (“abajo”) y x = /2y (“arriba”) entre y=0y y =2. i R Exz
. >
2
X

e Integrando en el orden “dy dx”: En este caso, la variable independiente es x.

[:ff xy-dA
R Wolfram CDF Player

\
Regi 6n de integraci on ‘J/‘H\

Orden de integracion
dydx [ dxdy

2 X
” xydA = J J2xy dy| dx
R 0 [J%

e Integrando en le orden “dx dy”: En este caso, la variable independiente es y.
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I= ~dA
ffx” Wolfram CDF Player

Regi 6n de integraci 6n Z\\
. ) /o
. -

Orden de integraci 6n
dydx [ dxdy [

2 | (V2y
” xydA = J xydx| dy
R 0 y
242 [V
= Y dy
JO y
r2 2
2y y ] 2
= Gy Zylay=2
Jo [ 2 29| Y73
|
Ejemplo 6.3
En este ejemplo se muestra como el nimero de vA
regiones de integraciéon puede variar, de acuerdo a la )

., . .. y=x y=3-x
eleccion del orden de integracion. . <
Considere la integral I = ” (x? +y?) dA, donde R R

R -
es la region de la figura. Vamos a calcular esta integral i > X

doble, usando el orden de integracién “dy dx” y el
orden de integracién “dx dy.”

e Orden “dy dx”: en este caso R = R; |J Rz [JR3. La manera de ver la regién es como sigue,
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Calcular I=ff (x*+y%)-dA
R

Wolfram CDF Player

Regi 6n de integraci én j
- b

¥ Orden de integracidn

‘ dydx [ dxdy []

1 [ px 2 [l 3 [ p3—x
” X2 +y?dA = J X% +y? dy dx+J Jx2+y2dy dx+J J X+ y?dy| dx
R Jo |Jo 1 |Jo 2 [Jo
1 3% 2 3l 3 33-x
= x2y+y— dx—!—J xzy+y— dx-l—J x2y+y— dx
Jo 3 1 3 2 3 o
rl 6 2 3 3
I R 1, B 2 4% 1207
= u0x+3dx+J13+x dx—i—L9 9x + 6% 3 dx = 210
® Orden dx dy Calcular I=ff [x2+y2)-dA Wolfram CDF Player
_ R
rl 3—y ) ) Regi 6n de i ntegracién g
I = J X —|—y dx dy Orden de | ntegraci én
JO L \/g Y dyd [ | dxdy [V
(1.3 3y
= X——i—xyz dy
Jo| 3 U
rl 3 3
3—vy) y
— Ty+(3—y)yz—(‘/_7+yzx/§)dy
Jo
1207
210
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Ejemplo 6.4

Considere la integral I = J
0
reescriba la integral en el orden “dx dy.”

1

x 4 rx
J f(x,y) dy dx + J J f(x,y) dy dx. Dibuje la regién de integraciéon y
—x3 1Jdx—2

Solucién: La region de integracion en la primera integrales 0 < x < 1y x <y < —x°. La region de
integracion en la segunda integrales 1 <x <4y x <y <x—2.

En la figura aparece la region de integracion. Si y es la variable independiente, R =R; [J Rz [J Rs.

e Orden “dx dy”

JJoreman = || rowars | fxwans ][ ruyar

4 r4 2 ry+2 0 ry+2
= JJ f(x,y)dxdy+JJ f(x,y)dxdy—i—J J f(x,y) dx dy
2Jy 0Jy —1J-3g

Ejemplo 6.5

—1 (x+6 0 (x+6
SeaI:J J dydx—i—J J dy dx.
2 J4—4(x+2)2 1Jx+1

a.) Dibuje la region de integracion.

b.) Plantear la integral o las integrales que corresponden a I invirtiendo el orden de integracion.
Solucion: La region es Y y=x+6

4—4(x+22<y<x+6 si  —2<x< -1

x+1<y<x+6 si -1<x<0
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Dibujar laregién R Wolfram CDF Player

Para integrar en el orden “dx dy” hay que partir Reglon de [ ntegraci on S
la region en tres subregiones Rj, Ry, Rs.

orden de i ntegraci 6n
dydx [ dxdy [V

A 5Syo0

|+
VIS o *

S1

R
|
N
+

N
N
=
N
—
(@)
N
«
N
—_

<x<0 si 1

o)
¢
|
N
+
N
N T‘
«
N\
<
VAN
=
&
B

N
<
N
(o)
)
[l
:

Ry: y—6<x<0 si 4

I

Luego,

6.4 Area de unaregién

e De acuerdo con nuestra definicion de integral doble, el &rea Ag de una region R se puede calcular con la
integral doble (“4drea de la base x altura”)

AR:JJ 1dA
R

Ejemplo 6.6

1 p3—x2
Considere una regién R de drea Ag = J J dydx
0J2
1. Dibuje la regiéon R "
2. Plantee la o las integrales que permiten calcular A en el orden de integracién dxdy.
3. Calcule Ag

Solucién:

1 3—x2
1. Dibuje la regién R: La integral Ag = J J dydx nos dice que la regién R estd entre las curvas
0 J2x
y = 2x (abajo) y y =3 —x? (arriba), entre x =0 y x = 1.
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-

-1 p B g
z=0 \y—3—x

Figura 6.11: Region de integracién R

2. Para calcular Ag en el orden de integraciéon dxdy A y
debemos despejar x como funcién de y. 2

x:g y x=+v3—y R,

Ademas debemos calcular la intersecciéon entre es-
tas curvas para poder partir la regién apropiadamente.

113/:\2x ﬂzy:3—x2 — 2x=3-%x> = x= =0 \x—+\/3—y
y:

Regién de integracion R = Ry + Ry

La region queda de la siguiente manera

y

2 3
AR :J J dde+
0J0

3 3y
J J dydx

2J0

1 3—x2 1 3—x? ) 1 5
3. AR:J J dydx = J J yh™ dx:J (3 —x%—2x)dx = = ul®
0

0 J2x X 0 3
||
6.5 Ejercicios
@ 6.5.1 Considere la integral
13-y 0 (3(y+1)
I= J J 36 dxdy + J J 36 dxdy
0 J2y? —-1J0
a.) Dibuje la region R de integracion.
b.) Plantee la integral I en el orden de integraciéon dydx.
c.) Calcule I
1 ry 2 rv/2—y
@ 6.5.2 El area de la regién Ry, viene dada por J J dxdy + J J dx dy. Dibuje la regiéon Ry y
0Jo 1Jo

calcule la integral en el orden dy dx.
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4 8—2%/2 0
@ 6.5.3 Considere la integral I :J J xy dydz + J
—4

0J4—2z

plantear la integral I usando el orden de integracién dz dy.

JBZZ /2
44z

@ 6.5.4 Calcular ” x?cos(y) dA si D es la regién que se

muestra en la figura a la derecha

@ 6.5.5 Considere la regién R que se muestra a la

derecha (regién sombreada). Esta region esté limitada

porlascurvasy = 0;y = 2,y =2 — (x +2)2 y

x +y = 2. Plantear la integral ” f(x,y) dA en el
R

orden “dxdy” y en el orden “dydx”

@ 6.5.6 Considere la region R a la derecha. Esta
region estd limitada por las curvasy = 0; y = 2;
y =2—(x+2)?yy = (x — 3)% Plantear la integral
J f(x,y)dA en el orden “dxdy” y en el orden
R
l/dy dX”

@ 6.5.7 Use integrales dobles para calcular el area del
circulo de ecuacién x? +y? = a?

6.6 Aplicacion: Cdiculo del centro de masa

y=(x-1>%+1

1

2

Figura 6.12: Region D

Wolfram CDF Player

4

DO
o\l

y=(z-3)

Consideremos el “subeybaja” uniforme de la figura6.6 con masas m; y my en cada extremo.

=Y

xy dydz. Dibuje la regién de integracién y
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m, I ny
2 A %

Figura 6.13: El “subeybaja” estd en equilibrio si x;m; + x,m,; =0

Si situamos el “subeybaja” en un sistema de coordenadas XY con el punto de apoyo (“fulcro”) en el origen. En
este caso, las coordenadas x1, x, cumplen x; < 0 < x;.. El “subeybaja”estd en equilibrio si

mixi + mox; =0

En este caso, si la suma da cero, el centro de masa (“punto de balance”) seria el origen. El punto de balance o
centro de masa los denotamos con X.

Momento. Si tenemos k cuerpos de masa m; entonces el producto m;x; se llama “momento” de este cuerpo
respecto al origen del sistema de coordenadas y mixj +moxs + ... + myixy se llama el “momento total” respecto

al origen.

Para encontrar el centro de masa se usa el siguiente principio de la fisica

El centro de masa es el punto X con la propiedad de que si toda la masa del sistema fuera concentrada
alli, el momento total del nuevo sistema debe ser el mismo que el del sistema original

Es decir, si M = my +m; + ... + my es la masa total, entonces el centro de masa X cumple

MxX =x1my + My X2 + ... + Xk My

X1 My + Mo Xy + ... + X My
M

Tenemos entonces x =

En dos y tres dimensiones la idea es similar: Tenemos k cuerpos, el cuerpo i tiene masa m;
A

myp
(x2,Y2)
my
mq (X3I U3) my (X’ZI Y2, 22)
(X1,Y1,21)
(Xll yl)

\/

X

Figura 6.14: Sistema de k masas en R? Figura 6.15: Sistema de k masas en R?

El “momento” mide como el sistema se balancea respecto al sistema de coordenadas. Las coordenadas x; miden
la posicién relativa respecto al eje Y y las coordenadas y; miden la posicion relativa respecto al eje X

3
Momento total respecto al eje Y = Z mixq
i=1


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

6.6 Aplicacion: Calculo del centro de masa (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 274

13
Momento total respecto al eje X = Z miyi
i=1

Nuestro principio fisico dice que el centro de masa es el punto (X, y) tal que

k
k Z i Xi
i=1

MizzmiXi - XZ_T
i=1

k

. D> miyi

MﬁzZmiyi — g:iﬁT
i=1

Y en tres dimensiones el centro de masa X, U, zZ se define de manera similar.
En el caso “continuo” en R?, tenemos la masa distribuida de una manera continua a través del sistema.

Imaginemos que tenemos una “lamina delgada” con densidad p(x,y) en cada punto (x,y). La “lamina” es
una regién D del plano XY, entonces el centro de masa es el punto (X, Y) :

% — Momento total respecto al eje Y ”D xp(x,y) dA
B Masa total o M
con M= ” p(x,y) dA
D
__ Momento total respecto al eje X ”D yelxy)dA
v Masa total - M
Y

L_,\ Y

Figura 6.16: “Lamina” D con densidad p(x,y) en cada punto (x,y)

Intuitivamente, el término “p(x,y) dA” representa la masa de una pieza de lamina “inifinitamente pequefia” y
M = ” p(x,y) dA es el limite de las sumas de las masas “locales”, es decir, la masa total. Las otras integrales

D
son el limite de las sumas de los “momentos” correspondientes.
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Valor promedio de una funcién. El valor promedio de una funcién es f : R?>—R sobre D es

Ejemplo 6.7

Masa

x|

y

Solucioén:
o ”Dxp(x,y)dA
J . p(x,y) dA
_ ”Dy p(x,y) dA
|| etuy)an

r Jg x (x? 4+ y) dydx

- x2 v -0

3 9
2
dyd
JJ Yy ty)dydx

2

= = = —~64
- 6.43

M

El centro de masa es (X, y) =~ (0,6.43)

[l s

e

Considera la regiéon D, en la figura a al derecha, que
representa una “lamina”de densidad p(x,y) = x*>+y.
Calcule su centro de masa.

-3 3
Figura 6.17: Region D : Lamina de
densidad p(x,y) = x> +y.

Figura 6.18: Centro de masa (X, Y)

® Puede pasar que el entro de masa quede fuera de la regién
D, por ejemplo en el caso de que D sea un anillo o tenga

forma de herradura, con densidad uniforme
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Ejemplo 6.8

Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina
que ocupa la regién que se muestra a la derecha y tiene
funcién de densidad p(x,y) = x + e>Y+>

Figura 6.19: Lamina con p(x,y) = x + ¥+
1 r2—x 2
Solucién: Masa M = J J (x + eY+°) dydx + J

X
J (x + €¥1) dydx ~ 259703.
0J0 1J0

1 p2—x 2 rx

J J x (x 4 eV +?) dydx—l—J J x (x + e +%) dydx

X = 1-0 ~1
M

1 p2—x 2 rx
J J y (x+e¥h) dydx+J J y (x + €Y *°) dydx

— 0J0 1J0
— ~ 1.607187
Y M 60718

Observe que en este caso el centro de massa estd fuera de la la ldmina: (X, ) ~ (1,1.607)

1 2
Figura 6.20: Centro de masa (X, Y)
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6.7 Ejercicios

@ 6.7.1 Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina
que ocupa la region que se muestra a la derecha y tiene funcién 3 *
de densidad p(x,y) = 3x* + 3y?

@
1 2 3

Figura 6.21: Lamina de densidad
p(x,y) = 3x% + 3y?
@ 6.7.2 Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina A
que ocupa la regién que se muestra a la derecha y tiene funcién
de densidad p(x,y) = x> + 3

N

rT+y=2

YT 7

-
»

1 2
Figura 6.22: Lamina de densidad

p(x,y) =x*+1y°
@ 6.7.3 Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina que ocupa la regiéon

D:{(x,y)eR2 talque —1<x<1A0<y<1}

y tiene funcion de densidad p(x,y) = x2
@ 6.7.4 Hallar el promedio de f(x,y) =ysen(xy) sobre D = [0, 7] x [0, 7]
@ 6.7.5 Hallar el promedio de f(x,y) = eX™¥ sobre el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (1,0)

6.8 Cambio de variable en una integral doble.

En una variable, si f tiene una derivada continua en [a, b] y x = x(u) estd definida en [u;, up] con a = x(uy)
y b=x(uyz), ysi f(x(u)) escontinua en [u;, up], entonces

b up dx
J f(x)dx = J f(x(w) —du (%)
a 1 du

La inversa u = u(x) existe solo si x(u) es estrictamente creciente o decreciente en el intervalo de integracion,

pero no es una condicién que se pida en la férmula (x), pues lo tinico que se necesita es una sustitucién valida
uz

con la que podamos expresar la integral como J f(x(w)) x’(u) du (y a veces lo logramos con una sustitucion
up
“u=u(x)” inyectiva).

En una variable hacemos cambio de variable para simplificar la integral. En integrales dobles hay una segunda
razon para un cambio de variable: Simplificar la regién de integracion.
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Si aplicamos un cambio de variable T(u,v) = (x,y), donde T es diferenciable e invertible en el interior de Ry,
entonces esta funciéon T transforma la regién Dy en una regén Ry, = Til(ny) en el plano UV.

Ejemplo: Consideremos la regiéon S; a la izquierda en la figura. El cambio de variable
u = xy

(wv) = T lxy) = (xy,y — x), es decir, , convierte la regién S; en una re-
v = y—x
gion de integracién mds simple, en el plano UV.
u = xy
La frontera de S; es aplicada en la frontera de R; : Como v 7 entonces

e La curva xy =1 se transforma en la recta vertical u =1
e La curva xy = 2 se transforma en la recta vertical u = 2

e La curva y —x = 2 se transforma en la recta horizontal v =2

e La curva y — x =0 se transforma en la recta horizontal v =10

y—-x=0 (x,g)zT(u,v)z%(\/4u+v2—v,v+\/4u+v2)

O —————

o . u=1 u=2
T = —-X)=
1 Xy =2 R ; | il
W) (1,1) = T(1,0)
Xy = Ry
X u
1 2 L= 1 2 L=
Figura 6.23: Cambio de variable (u,v) = T 1(x,y)
Otro ejemplo: Considere la regién R limitada por la elipse de v
ecuacion = + (y=1° =1 (Figura 6.31)
o2 02 & e $ 3090909090 1
x—h ;
W= ;
Usando el cambio de variable a " La la region encerra- L«
_Y— ' o
V= b Figura 6.24: Superficie S

da por una elipse, se simplifica en una regién encerrada por un
circulo en plano UV.
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VA

U= x—h w2 =1

Si “k
_Yy—

YTy

entonces ﬂ24— y;k2_1<:>u72+v72_1 o
a b N a2 b2

Laregién Ry, esuna circulo de radio 1.

Figura 6.25: Superficie S

De forma similar al caso de una variable tenemos:

”D f(x’y)dA:” f(T(w,v)) |det [DT (1, v)lldudy

RLI.V

Pero, ;por qué aparece el determinante de la derivada det [DT(u,v)] en el integrando (y con valor absoluto)?

Preliminares. Recordemos que si a = (a;,a2) y b = (by,by) son vectores en R?,
entonces el area del paralelogramo generado por ellos es

a; ap
Ha X bH = ||(a1/ 02,0) X (blin/O)H = |det bl b2

b

Usando este hecho se puede verificar que si My, es una matriz 2 x 2 entonces M es una aplicacién que
transforma un paralelogramo P generado por a, b en otro paralelogramo P’ generado por Ma y Mb, y

ademas

Areade P’ = detM- Areade P, esdecir,areade P’ es |Max Mb|=DetM]|la x b]|

1 -1
1 1
mo P generado por (1,0) y (0,1).

Entonces al aplicar la matriz M obtenemos otro paralelogramo P’ generado por (0.5,0.5) y (—0.5,0.5).

M| =[og] vM[3] =[5

1
Ahora, dreade Pes|lax b||=1 yelareade P’ =|Ma x Mb|| = DetMla x b|| = 5 1

Por ejemplo, sea M = } [ } y consideremos, como se muestra en la figura que sigue, un paralelgra-
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A

1 I\—A) ; Mb Ma

Si f:RZ5R, hay dos derivadas, la derivada direccional (tasa de cambio en la direccién de un vector v) y la otra
derivada es Vf, esta ultima es la derivada (de Fréchet) de f en el sentido que

h(x,y) = f(xo, yo) + VE(xo,yo) - (Ax, Ay)

es una buena aproximacién lineal de f.

Cambios de variable. Un cambio de variable es una transformacién diferenciable e invertible en la regién
Ruv € RZ, T:Ry,—R? cony T(u,v) = (x,y)

ox 0x
Las derivada de T es la matriz DT = ou  dv
9y 9dy

ou  ovdaxo

DT(u,v) esla derivada de T en el sentido que ésta es una buena aproximacion lineal de T, es decir, como
Au=u—1uy y Av=v—1uy, entonces

Au
[T(wo + Au, yo + Av) — T(g, vo)l" =~ DT(ug,vo) - [Av]

Este tipo de transformaciones DT(ug,vp) convierten “paralelogramos en paralelogramos”. La matriz DT (u,v)
se llama matriz “jacobiana” y su determinante se llama “el jacobiano” y se denota J(u, V).

Por ejemplo, un cambio de variable en el primer cuadrante puede ser

x = §(vVaurvi-v)
(xy) =T(u,v) =1 (\/m—v, v+ \/W) , es decir,
y = §(v+vaur?)
u = xy
(u,v) = T! (x,y) = (xy, y —x), es decir,
v = y—x
1 v 1
du+v? 2VAuv2 2
En este caso DT(u,v) = VA Vauty
1 Y 1
T2

Vau +v2 24w ++2
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La idea de aplicar un cambio de variable es simplificar el integrando pero también simplificar la region de
integracion.

% ' '
X X X

Figura 6.26: Una misma funcién con distintas regiones de integracion que requieren distintos cambios de variable

Si pensamos en el cambio de variable T para la integral ” f(x,y) dA debemos observar que, como (x,y) =
s

T(u,v) entonces f(x,y) = f(T(u,v)), pero en general

f(xi,yi)Asy # f(T(ui, vj))Audv

v | Ry (xy) = Tw,v)

. T(Ui,\))’) = (Xi/yj) A
(ui,v5)  Au (xi, ;)
Figura 6.27: f(xi,yi)As,; # f(T(ui,vj))Audv

Debemos hacer un ajuste. Para visualizar el ajuste, debemos aproximar el drea As,; con un paralelogramo:

Usamos la derivada DT,

Si Au; y Avj son pequefios, podemos aproximar el cambio en T con su derivada DT, es decir,
0
DT(ui,vj )[Av

[Au
T(ui + Au, vj) = T(ui, vj) ~ DT(wy, vj) T(u,vi+Av)
0
i 0 DT(ui,vj) Aou
T(ui, vj + Av) — T(uy, vj) ~ DT(uy, vj) A T(uy, vj)
v

T(ui+Au,vj)

De esta manera, podemos aproximar el drea de S;; con un paralelogramo generado por los vectores

Au 0
DT(uy, vj) [0 ] y DT(uy, vj) [Av]
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v
v+ Avd
Rij
b Av T
Au —_—
Uj N
(u'l V]) a
U U J‘r Au u

Au

Sla:[o

o Area de Sij = |IDT(ui, vj)a x DT(uy, vj)bl| = [det (DT (ui, vi)) | AuAv ~

Y4

T(ui, vj + Av)

DT(ui,vj)b

T(ui,vj)
DT(ui,vj)a

T(ui + Au , vj)

xY

Figura 6.28

0 . .
] y b= [ A\J , entonces como DT(ui,vj) es una matriz 2 x 2 se tiene,

ox 0x
du ov
dy dy
du v

Siguiendo con nuestro ejemplo, si Au =1 ysi Av =1 entonces: Area de R; es Ag, = AuAv =1

Como T(u,v) =} <\/4u+v2 —v, v+ \/4u+v2> = DT(u,v) =

1 -1
entonces DT(0,1) = 3 [1 ] ]

1 v

1 v

Vau+v2 24w +2 -

Vau +v2 2v4u +2

N|—=

N|—=

Ahora aproximemos el drea de S; usando la derivada DT. En este caso DT(1,0) - [ on] = {

oo 3]

—0.5

y*

(x,y) = T(w,v)

VA

(ui, vj) | AuAv

0.5,
0.5

u

L
Ll

Au

| H .
_—
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El 4rea de S; es As, ~ drea del paralelogramo de lados (vectores) DT(1,0) - [ AOV] y DT(1,0) - {Aou}
Au 0
As, & |[DT(L,0)- | 7| x DT(L0)- | ||l = |det(DT(1,0))| Audv
|det [DT(u,v)]| = \/ﬁ = |det(DT(1,0))| = % = Ag, =05 (aqui Au=Av=1. As =0.4027..)

Entonces:
f(1,1) - As, = f(T(1,0)) - |det (DT(1,0)) | AuAv

Por esta razén es que, en general (operando sobre particiones y tomando el limite (con Au, Av—0) en las sumas
de Riemann),

”D f("'”)d/‘:” f(T(w,v))[det [DT(w, v)]|dudv

En general
o
£ | lou ov
e Area de Si; ~ (ui,vj) | AuAv
9y y
ou ov

Como (xi,yj) = T(uy,v;) = f(xq,y;) = f(T(uy,vj)), entonces

As = JJ f(x,y) dxdy ~ ZZf Xi,Yj) )Area Sy &~ ZZf (ui, vi))IJ (g, vi ) JAuAY ~ JJ f(T(uw,v))[J(w,v)[dudv

Xy i=1 i=1 i=1i=1 wv

y finalmente tomando el limite con Au, Av—0,

ox 0x
f(x,y) dA = f(T(u,v)) |detDT(u,v))| dudv = £(T(w,v)) ou ov dudy
ny Ruv - ay ay
du v
Es usual usar la notacién J(u,v) = gﬁi’%;
_ o(x,y)
”ny f(x,y)dxdy = ” f(x(w,v), y(u,v)) D du dv

uv
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La restriccion de que el cambio de variable (x,y) = T(u,V) sea invertible en el interior de Ry (y por tanto que
J(u,v) no se anule en el interior de Ry, ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas
polares en regiones que contienen el origen.

Teorema 6.4 (Cambio de variable).

Sea Ry, una regién compacta y conexa en el plano contenida en un cojunto abierto A de R2,
Supongamos que T : A — R? con T(u,v) = (x(u,V), y(u,v)), es una funcién continua con derivadas
parciales continuas tal que T es invertible en el interior de R,,,. Entonces el jacobiano

0
ou ov
J(u,v) = Det
9y 9y
ou ov

es no nulo en el interior de Ry,. Sea Dyy = T(Ryuy) y f: Ryy — R una funcién continua. Entonces,

”D f(x,y)dxdyZH f(x(w,v), y(w,v) )J(w,v) dudv

xy uv

@ Observe que el Jacobiano J(u,v) va en valor absoluto dentro de la integral (calcula un drea “orientada”, el
cambio de filas, cambia el signo del determinante). Ademas solo se requiere que T(u,V) sea invertible en el
interior de Ry, y por tanto |J(u, v)| no se anule en el interior de Ry,.

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una regién, uno podria, si se puede, calcular la
transformacion inversa T~ (x,y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El “Teorema
de la Funcién Inversa” solo dice, con las hipétesis respectivas, que si J(ug,vo) no se anula, entonces
T(u,v) es invertible en un entorno de (i, Vo), pero no nos da informacién de si hay una inversa “global”.
Sin embargo en la literatura se encuentran teoremas con condiciones especiales para “globalizar” el resultado.

Ejemplo 6.9

Usando el cambio de variable u =x —y% y v =x+1y?,

a.) Calcule ” (y?+x)dA b.) Calcule ” (Y2 +x)dA
Ra

Rp

Las regiones de integracion R y Rp aparecen en las figuras que siguen. Por supuesto, debe justificar con
todo detalle.
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x=1

1 X

Figura 6.29: Region Ra

Solucién:

a.) JLA (y2+x) dA

u = x—y
Cmm{

2

i
v = x+y?
Y‘ x:1
1 y=1
T T 1 i
Y u—+v
N 2
e Jacobiano. - Vaijﬁ
Y V2
B
2vV2 /v —u

oJLA@L+MdA

y=1

si x=1
si x=0
si y=1
si y=0
=

I

YA
2
4 - )C—16_y x_y2_4
3_
R
2_
x=9—y
14+ /=y
f f f f >
2 4 6 8 X

Figura 6.30: Region Rp

u=1-y?Av=1+y> = v=2—u

v=-—u

v=u-+2

v=u-+2
%

N[—=

1

—_ N
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b) J LB (2 +x) dA

sio x=y>—4 = u=-—4
u = x—y? si x=16—-y> =— v=16
Como —
v = x+y? si x=1y? — u=0
sio x=9—y? = v=9
u=—4 v
v=16
YA Ruy
atx=16—) =24 0
y v=9
3_
R
2 5
— 0 — 2
oy x=9—-y
> 1 6 s X . ST
e Jacobiano.
u+v
X = % %
2 Xu Xy 1
v—u - Yu Yv B — 1 1 - 2\/§\/v—u
Yy = V2 2V2yv—u 2V2yWv—u
X 0 rl6 1
o ( —l—x)dA:J J v —————dvdu =~ 32.4456
”RB k —4J9 2V2\/v—u
v
Not dv seh la sustitucién t = v — da |t 1/2(t dt (potencias).
otar queJ N v se hace con la sustitucion V—u yque aJ (t+u) dt (potencias)
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Ejemplo 6.10

—X YA
Calcular JJ eY+tx dA usando el cambio de variable
Rxy
u = y—x {
€Tr =
v = y+x 1 T+y=
ey
La region R,y estd limitada por las rectas >
~ _ _ 4 X

x+y =2, x =0y y =0, como se muestra a y =<0

la derecha.
Solucion: Primero debemos dibujar las region de integraciéon Ry, para luego integrar.

Nueva regién de integracién. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplica-
mos el cambio de variable a la frontera de la regién Ry, para calcular las curvas frontera de la regién Ry,,,.

. . . . u = y—x x = ;(v—u)
El cambio de variable es invertible: —

e Como v =y + x, el segmento de recta x +y =2 corresponde a v = 2.

N—= N[=

(
(v+u)

e Si x =0 entonces u=v

e Si y =0 entonces u = —v.
YA
VA v =9
1 T+y=2 v=y+x U
R <~ 7 |
oY u=-v u="v
‘ X -
v <0 ;
_1 1
Calculamos el Jacobiano. J(u,v) = Det [ 12 i‘] = —%.
2 2
Cdlculo de la integral.
y—x u
” eytx dA = ” ev|J(u,v)|dudv
ny uv
12 u 1
= J J evdudv = e— —.
2 0J—v e
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Ejemplo 6.11

A
Calcule ” (Y2 —x?) e(x+y)? dA, donde R,y es la region Y4
Ry
. . . . u=y—x
mostrada en la figura. Utilice el cambio de variable vey+x y=4+az y=4-z
LU —x x = v—u)
Solucién: Si { ’ B Y Ly entonces 1R
— Y y = 3(u+v)
y=-x 1 y==x
' X
Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable a la VA v—4
frontera de Ry, , obtenemos la frontera de la region Ry,. 4
e A y =—x+4 le corresponde, sustituyendo x e y, v =4.
o <t
¢ A y = —x le corresponde v =0 | R 1;13
e A y=x+4 lecorresponde u = 4.
La nueva regién es mas simple.
v=20 4 ?j
2 4 rd 2
” (y? —x?) e YT gA = J J uve” dvdu=4-e'®—4.
Ry 0Jo
|

Ejemplo 6.12

Considere la regiéon R limitada por la elipse de ecuacion Y
(x—h?  ([y—k? ,
) + Y v = 1 (Figura 6.31).
Calcule el drea encerrada por esta elipse: Ag = JJ 1dA, usando
R !
x—h i
u = a | L » X
el cambio de variable vk Figura 6.31: Superficie S
V=T
u_x—h
a —h\? —k\? 22
Si ¢ entonces <X> + (y) =1 < u—2 + v—z =1
y—k a b ac b
VT o
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6.9

Entonces la regién R, es una circulo de radio 1.
X = au+h Xu Xv a 0
e Jacobiano. — = = ab
y = bv+tk Yu Yv 0 b
27 rl 27T ab
AR:JJ 1dA:” 1-abdA:J Jabrdrdezj — d® = mab
R Ruv 0 0 0 2
||

Como se ve en los ejemplos anteriores, se usa el cambio de variable en la forma x = x(u,v), y = (u,v) tanto
como u = u(x,y), v=v(x,y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipdstesis, en particular la
invertibilidad.

Ejercicios

@ 6.9.1 Considere las dos regiones Rc y Rp que se indican mds bajo. Haciendo el cambio de variable

u=xy, v= %; con x >0y y>0, calcule ” 1-dA y también ” <%e"y) dA
X Re RDb X
y:2x2 y ! x=1

Y A
y =22 1 y=1
Ry

| xy =2 1
xy=1 1
> x T T T 1 )’(

Figura 6.32: Region Rc Figura 6.33: Region Rp

2 2

@ 6.9.2 Calcular el area Ar de la region eliptica R = {(x,y) € R?| % + % < 1} usando el cambio de

variable x = ar cost y y =brsent.

@ 6.9.3 Calcular ”

12 2
(x —1)2dA donde R:{(x,y)e ]Rzl(X L) +y<1}.
R

9 25 °

@ 6.9.4 Usando el cambio de variable x = u?> —v?, y = 2uv, calcular I = ” xy dA donde T es el rectdngulo

-
de vértices (1,1), (2,1), (2,3) y (1,3).

@ 6.9.5 Calcule e(x*V)/(x=¥)gA usando el cambio de variable u = x +y, v = x —y; donde T es el
T
trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,—2) y (0,—1).

@ 6.9.6 Calcule ”
-
Usar cambio de variable u=y —x, v=y +x.

cos <Ij:;> dA donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda:
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@ 6.9.7 Calcule ” xy dA donde T esla regién limitada por y =x, y =3x, xy =1y xy = 3; en el primer

cuadrante. Use el cambio de variable x =u/v y y =v.

Coordenadas Polares.

Antes de continuar esta seccién, se puede hacer un repaso de coordenadas polares en el dpendice “Introduccion
a las coordenadas polares”

Hay regiones de integracion con curvas frontera faciles de describir en coordenadas polares entonces. En estos
casos usamos este cambio de variable.

Recordemos que un punto P = (x,y) € R? se puede especificar en coordenadas polares (r,0) donde r esla
distancia del origena P y 0 es el &ngulo medido desde el eje X contrareloj. La conversién de coordenadas
polares a coordenadas cartesianas se hace con la transformacién
x = T1cos(0) Y

(**)
y = rsen(0) L » P

€T X

Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si r > 0 y si 6 € [0y, 89 + 2n[. Podemos
definir la inversa desde R™ x [0, 2nt[ a R2 —{(0,0)} con r = y/x2 +y2 y 0 el tinico d4ngulo 6 € [0, 27| que
satisface (*x), es decir © = arctan(y/x) si x > 0 y 0 = arctan(y/x) + 7 si x < 0 pues arctan(t) estd definida
en | —m/2, m/2[ (si r =0, el cambio de variable aplica todo el eje © en el origen (0,0).)

"
0 A o
e
e/
D
|
(3, w6) ——> - R
<] X
/6
3 T

o o
or 00

Para el cambio de variable T(r,0) = (rcos(0),rsen(0) ) el jacobiano es J(r,0) = =T
dy Jy

or 00

290
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0 A Yy A
Y
/
Q
/! N
I ‘ - / ) >
R ¢ N 7
T = rcosf
R/ y =rsenf
R
91 B —

1 1 7

' ,
1 1 II -
: : J S —>r=a
‘ ‘ ,
' ' .
1 1 '//
| : > >
a b r X

Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si > 0 ysi 6 € [0y, 6p + 27 [ (a veces es cémodo
tomar dngulos negativos).

Sien Ry R’ se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

JL f(x,y) dA = ” /f(rcos(e), rsen(0))rdr do

e En el caso de coordenadas polares, la nueva regiéon R,¢ se puede describir en el mismo sistema XY.

e Siunaregion R se puede describir como una regién en coordena- YA A
das polares tal que 27
"\
0< @o(0) <T<1(0) si B <0<0; donde 0; —0) <2 7
R
—r=01(6)
—> = (P()(e) -
entonces \ X
01 re1(6)
” f(x,y)dA—J J f(rcos(0), rsen(0))rdrdo
R 00 J@o(0)
e Siunaregion R se puede describir como una regién en coordena- YA PSS
das polares tal que 7
QA0
Q ~
0<Tr<1(0) si 6p<O<0; —>r=(0)
entonces
r=0
>
X

01 p91(0)
” f(x,y)dA:J J f(rcos(0), rsen(0))rdrdd
R 60J0

Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de la regién (v > 0) y ademds aqui
el Jacobiano no se anula, asi que no afecta que r = 0. Las férmulas anteriores requieren conocer de
manera correcta el intervalo de integraciéon. En algunas curvas en coordenadas polares se requiere ser
especialmente cuidadoso con este detalle, sobre todo las curvas que tienen lazos. Si una regioén esta entre dos
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curvas, hay que tener el cuidado de que las dos curvas “barran” la regioén en el mismo intervalo para el &ngulo 6.

Ejemplo 6.13

Calcule, usando coordenadas polares, el 4rea de la regién R tal y PP 2= TR Woltram COF Payer
como se muestra en la figura.

Solucién: La ecuacién de la curva es x> +y? +2x = /x2 +y2.
Como 12 = x* +1y?, haciendo la conversién a coordenadas polares
obtenemos la ecuacion

12 4+ 2rcos0 =1

esdecir,r=1—2cos0

Tangentes al polo: Resolvemos r =0 = 1—2c0os0 =0 = 0 = £71/3 en [0,27]. Asi, la region esta
entre los rayos 0 = /3 y 0 = 7. Entonces,

Ar = JJ 1-rdrdo Wolfram CDF Player
7T 1—2cos© 2n 5 n 7
= J J 1-rdrdd 3 3
/3 J0 * Y f

r=1-—2cos@

oA

= % <27'[— 3\/5)

Ejemplo 6.14

Calcular el drea de la regioén limitada por la curva de
ecuacion (x% +y?)2 —x? +y? =0, x > 0 (regién celeste en
la figura).

Solucién: Cambio de variable x = Tcos® y y = rsen® y sustituyendo en (x2 +y?)2 —x* +y? =0,
obtenemos
2
(rz cos(0)? + 12 sin(@)z) —12c0s(0)? + r2sen(0)? =0

Simplificando queda 12 = cos(20), que es la ecuacién de la lemniscata. Entonces podemos tomar
T = 4/C0s(20).
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T
Tangentes al Polo: 1 =0 = /cos(20) =0 =0 = iZ'
De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a
los limites integracion.
Luego, el area de la region es
/4 cos(20) /4
AR = J J rdrdf = 1/2J cos(20)de =1/2.
—7t/4J0 —71t/4
|

Ejemplo 6.15

Considere la regiéon R que se muestra en la figura. Plantear,
usando corrdenadas polares,

[= ” VX2 +y?dA.
R

Solucion: La region estd entre las curvas 1 = 2 y r =
4sen 20. .
Comor=0= 1=s5en20=0=0=0 y GZE'
Podemos verificar con la figura que el dominio de la curva
r=4sen20 es [0, 7/2)]

Para obtener los limites de integraciéon, buscamos la
interseccién entre las curvas: r =2 N r =4sen 20, es decir,

12

57t/12 rdsen20
J * drde

Entonces, I = JJ r-1drdd = J
R

/12 J2

A

\Y 7 =4sen20

Wolfram CDF Player

4

X

Wolfram CDF Player

5n

2=4sen20 = 0= — y 0="n

12
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Ejemplo 6.16

Calcule I = ” xy dA si R eslaregion limitada por o

R \
=1- \
las curvas r=1—2cos60 y r =2sen6, tal y como se r=1-2cos6',

muestra en la figura.

Solucion: Ambas curvas “barren” la regién R en el
mismo intervalo!. La regiéon de integracién llega hasta
la interseccion de las curvas en 0 = 0.

e Tangentes al polo:

e
1—2cos® =0 =— 925 0,

r =1-2cos(@
2send =0 = 0=0

e Calculode 07:

1—2cos® = 2sen(0),

elevamos al cuadrado,

Wolfram CDF Player

Wolfram CDF Player

1 = 2sen(f)

—3—4cos0+8cos?0 = 0,

hacemos sustitucién y resolvemos,

44112

0 =
COs 16

Nos sirve 01 = arccos <471@> ~ 1.994 (pues
el dngulo estd en el II cuadrante)

I:” xy dA
R

7t/3 r2sen(0)
J J [rcos(0) rsen(0)] - rdrd® + J
o Jo /3

T3 COos

01 JZSen(G)

1—2cos(0)

(0) sen(0) drdo
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Ejemplo 6.17

Calcule, usando coordenadas polares, el area de la regiéon R r=4(senf - cos0) ) Wolfram CBF Player
tal y como se muestra en la figura. J
A\\
Solucién: Hay varias regiones: R = R; + R, + Rz + Ry ‘Jxe
d’@¢

Tangentes al polo:

° 4(sen9—cos9):0:>tan6:1:>9:g
X
) 2+25e1r16:0:>6:377T

AR = AR, + AR, + AR, +Ag,

e e e o

7t/4 2+2sen© 7t/2 2+2sen®
= J J 1-rdrd8+J J 1-rdrd®
0 0 7t/4 J4(sen©—cos 0)

7T 4(sen ©—cos 0) 27T 2+2sen O
+J J 1-rdrd9+J J 1-rdrdo
7t/2 J242sen O 37t/2 J0

A Wolfram CDF Player

r =4(senf — cosf) j

r=2+2senf

01

Ejemplo 6.18

Calcular el drea de la region limitada por la curva de
ecuacion (x% +y?)2 —x% +y% =0, x > 0 (regién celeste en
la figura).

Solucion: Cambio de variable x = rcos® y y = rsenf y
sustituyendo en (x? +y2)? — x? + y% = 0, obtenemos

2
<r2 cos(0)? + 12 sin(9)2> —12¢cos(0)* + r2sen(0)* =0

Simplificando queda 1> = cos(20), que es la ecuaciéon de la lemniscata. Entonces podemos tomar
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T = 4/cos(20).

Tangentes al Polo: r =0 = /cos(20) =0 =0 = ig.

De la figura, podemos ver que estos rayos corresponden a
los limites integracién.

Luego, el area de la regioén es

/4 cos(20) /4
AR = J J rdrdf = 1/2J cos(20)de =1/2.
0

—7t/4 —7t/4
|
Ejemplo 6.19
Calcular el area A, del circulo de radio a. e YA
Y N
N 1
Solucion: Para este cédlculo podemos usar un circulo de ra- o
. . . . . . N
dio a, centrado en el origen. La circunferencia del circulo tiene
ecuacion cartesiana x> + y?> = a®. Para obtener la ecuacién en
polares, sustituimos x =rcos0 e y = rsen0 y despejamos 7 : /)
—a a
X
X +y>?=a> = (rcos0)®+ (rsen®)? =a?> = 12 =ad%
Asi, en coordenadas polares, la region de integraciéon va
desde r =0 hasta r=a y 0 <0 < 2m.
27 ra 2 2|4 27 2 2 |2m
T a a
Ac = ” 1~dA:J errdezj = dezj —do = 0| =mnd
R 0 Jo 0o 21 0o 2 2 o
|

Ejemplo 6.20 (Volumen)

Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del s6lido Q limitado por las superficies
Y

— 2 2:4 — > > 0.
z X2+4,x+y yz=0conx>0yy=0

Solucion: El s6lido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura.
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Pasando a coordenadas polares tenemos

/2 (2
y & rsen(0)

= —0) dA = —————1drdb
Vo ”R <x2+4 > L JO 12 cos2(0) +4r g

Nota: Esta tiltima integral se puede calcular observando que

1
° Jx arctan(x) dx = 5 (—x + (1 + xz) arctan x) , salvo constantes.

/2 (2 2 pmt/2
° J J f(r,0)drdo = J J f(r,0) dO dr, pues estamos integrando sobre un rectangulo.
o Jo 0Jo

Veamos,

/202 .2
y & T sen(0)

= dA = ———————drdb
Vo ”R x2 4+ 4 L JO 12 cos2(0) + 4 ’

2(7/2 12sen(0) 201 2 .
= |\, mesmrraeer=] ) armm ven (adendo u=cos0)

201 2 2

T /2 T 1 T 1
—= _— = — = — 2 = — — 2 .
LL 217 (ru/2) dudr L 5 arctan(ru/Z)‘O dr L > arctan(r/2) dr 2(7( )

Ejemplo 6.21 (Volumen en coordenadas polares).

Plantee la integral (o las integrales) con las que se puede obtener el volumen del sélido Q limitado por
las superficies S;:y = x2+22, S, :y=1, S3:y=4, enelprimer octante.
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Z 4 Q Wolfram CDF Player

Solucion: La proyeccién del sélido Q es R = R; + Ry, como se muestra en la figura de la derecha. Usamos
el cambio de variable x =rcos 0, z =rsen. La proyeccién del s6lido Q en el plano XZ estd entre las

curvast=0yr=1lyentrer=1y r=2.
e Ci:y=xX*+22Ny=1 = Ci:1=x>+7

e Cr:y=xX*+22Ny=4 = Cr:4=x>+72°

Volumende Q: Vg Wolfram CDF Player
Elija un j\_\
plano de proyeccion: Sélido Qlimitado por Sy : y=x?+22 S;: y=4, S3: y=1,loctante. ="
L Region de integracion
Proyeccion
D Orden de integracién
drd®
Separar Superficies E D
z
S1 30—
A
]
Sz -]— 2.0
S3 b 15
1.0 Rz
Recta guia
D 05} /Ry
(recta entre las superficies)
05 10 15 20

Vo = ”R (4—1)dA+”R (4—x*—2%)dA

7t/2 rl /2 2
= J J (4—1)rdrd6+J J (4 —r?)rdrdo
0 0 0 1
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Ejemplo 6.22 (Volumen).

Calcule el volumen del sélido Q limitado por las superficies z =

Solucién:

2 2 _ —
m, X4y —1YZ—0

El sé6lido y su proyecciéon sobre el plano XY se ven en la figura. El s6lido Q estd limitado por

z= T2 y z = 0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos

1
Vo = || ——5—5dA
Q ”R1+x2+y2

27t 1 1 27t1 5
Jo J01+T2T ! Jo 2n( )

1

27T
de = J 1ln(Z) do = mIn(2)
0 2

0

Ejemplo 6.23

Calcule ” (1)(—92d/\ si R={(xy)eR:x>+y><1,x>0,y=>0}
R

+x% +y?)

Solucion: La region R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que esta en el primer octante.

b rq
Aqui usamos el hecho de que J J f(0)g(r)drdo = J

b

q
f(0) do - J g(r)dr.

a P

P a

/201 .3
Xy T Jr cosOsend
———5 dA = ————>—drdo
”R 1+ +2) Jo o a7

7t/2 1 T'3 1
= J'O Cosesenede'Jomdr = §1n4—

| =
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Ejercicios
@ 6.10.1 Utilice integrales dobles en coordenadas po- A
lares para calcular el drea de la region R que se mues- 2 x2+y?=2y

tra en la figura

@ 6.10.2 Considere la region R de la figura. Calcular
el drea Ar de la region R, usando coordenadas y=-x 1 y=uzx
polares. y=

@ 6.10.3 Calcular el drea de la region limitada por el
lazo dela curva r =1/2 + cos 6. Ayuda: Notar que el
lazo interno va de 6 = 271/3 a 0 = 4m/3.

@ 6.10.4 Verifique, usando coordenadas polares, que
el area de la regién R (regién sombreada mostrada en

112[3 +147“ ~ 24.187.

la figura) es

@ 6.10.5 Calcule, usando coordenadas polares, el
area de la region R tal y como se muestra en la figura.

A’ = 4+ 4sen(36)

R

> ¥

@ 6.10.6 Calcular el 4rea de las regiones sombreadas.
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Y

Y‘\

r=2+2senf

r = 4sen 36,

Y >

a)

r =2+ 2sen(36)

r=2cost
X )]
c)
@ 6.10.7 (*) Verifique, usando coordenadas polares, T
< - - 2 r = sent + cost
que el area de la regién R (region sombreada mostra- 3n %

. i
da en la figura) es 575

@ 6.10.8 Calcule, usando coordenadas polares, el vo-

lumen del s6lido Q limitado por el cono z? = x2 +y?

ylaesfera x> +y> + 2% = 1.

\
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@ 6.10.9 Considere el s6lido E limitado por las superficies =~ Wolfram CDF Player

de ecuacién S;: x> +y2 =16, Sy: (x—2)2 +y? =4, j z
3 /
Sy: z= ?X, Si: 4(z—8) =x2+y? y x =0, tal y como

4(z—8)=x+y*

se muestra en la figura a al derecha. Calcule el volumen del
solido E

@ 6.10.10 Considere siguientes Si, S, S3 y S4 (tal y como
se muestran a la derecha),
e §5; eselcilindro generado porla curva r =1—2cos 0,
e So:x+z=1,
e S3:2=0,
° S4 Ly = 0.
E es el solido limitado por estas superficies, tal y como
aparece a al derecha. Calcule el volumen del sélido E

@ 6.10.11 Elsolido E limitado por el cono de ecuacién
(z—2)* =x* + 7

y el plano z = 1, tal y como se muestra en la figura a la
derecha. Calcule elvolumen de E

@ 6.10.12 Calcule el volumen del sélido Q limitado
por las superficies x> + 22 =4, x>+ (z—1)2 =1y
x =4—y,en el primer octante; como se muestra
en la figura. Ayuda: Proyectar sobre XZ vy usar
coordenadas polares.
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@ 6.10.13 Considere el s6lido Q limitado por el cilin- ¥4 y2—1/4 Wolfram CDF Player
dro x2 + y2 = 1/4, el cono 32> = x* + yz, la esfera j

x> +y?+2> =1 ylos planos x = 0 y x = y; tal y co-
mo se muestra en la figura. Calcular el volumen del sélido Q

Integral triple.

Consideremos un cubo Q como el de la figura a la
derecha. Su volumen es Vg = abc. Sila densidad p
es constante en todo el cubo, la masa viene dada por

Mq =pVq

Si la densidad no es constante y p = p(x,y,z), entonces
para obtener una aproximacién de la masa, dividimos
Q en N cubos Q; de volumen

A\/{L = Axi Ay i AZ;L .

Asf, la densidad en el punto Pi(xi,yi,zi) es

AM; = p(xi,Yi, zi) Axi AYiAzi.
La masa total del cubo Q seria,

N N
M~ Y AM; =) p(xi, Ui, zi) AxiAyiAz;

i=1 i=1
Ahora, tomando el limite cuando N — oo (si existe), obtenemos
N
M= lim Y p(xi,yi,z1)AxiAyiAz;

N —o0 4
i=1

Esto es muy parecido a la integral de Riemann que definimos al principio de este capitulo. En realidad podemos
reemplazar la malla Mg por Mg = {Q1, Q2,...Qn} y definir la integral triple de Riemann de una funcién
f(x,y,z) sobre una region tridimensional Q como

C(Mg)
f(x,y,z)dV= lim f(xi,Yi, zi)AV;i
”JQ (x,y,2) wim ; (xi, Y1, 21 )AV;

Los teoremas para integral doble se extienden de manera natural a la integral triple.
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(Integral Triple).

Sea Q un s6lido limitado por dos superficies suaves de ecuaciéon z = f(x,y) (arriba) y z = g(x,y)
(abajo), con f, g con derivadas parciales continuas. Sea Ry su proyeccién, limitada por funciones con

derivadas continuas. Si h(x,y, z) es continua sobre Q, entonces

f(xy)
1-dV:” J 1dzdA
R

En particular, Vg = ”J
Q xy g(xy)

Ejemplo 6.24

superficies (ver figura) y+z=m y=+/x, x=2=0

“por partes”. El s6lido Q estd entre x =0 y x =y

Wolfram CDF Player

Z=fum)~f

Pared

ﬁ_z:gUJ)
Y

Calcular, usando el orden “dxdzdy”, I = J” 2x cos(y +z)dV con Q el sélido limitado por las
Q

Solucion: Por el orden de integracion que se pide, debemos proyectar sobre el plano YZ.

Usaremos las integral Jy4 senydy = — (24—12 Y2+ y4) cosy +4y (—6+ yZ) siny+K, que se calcula
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JOo JO

7T Ty 2
J” 2x cos(y+z)dV = J 2x cos(y +z) dx| dzdy
Q

rTT PTT—Y
2

2
= X~ cos(y —1—2)‘3 dz dy

Jo JO

FTU PTT—Y

= y* cos(y + z) dz dy

JO JO

r7T

=, y?* sen(y —i—z)\g_y dy

7T
= JO —y* sen(y) dy

—48 + 127 — 7t

Ejemplo 6.25

Considere el s6lido Q limitado por z = 0,
y+2z=2 x=0yy=1—x*tal y como se
muestra en la figura. Usando integral triple,
Plantear la integrales necesarias para calcular
el volumen de Q proyectando en cada uno de los
planos XY, YZ y XZ

Solucién:

Proyectando sobre XY. La region de integracion Ry, estd entrelascurvas y =1—x%> y y =2—2x% yen

esta region el sélido estaentre z=0y z=1—y/2.

1—y/2
I

1 p2—2x2
va-| |
0 J1—x2

1 dz] dy dx
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Proyectando sobre YZ. La regioén de integraciéon es Ry, = Ry + Ry. La regién R; estd entre las rectas

z=0yz=1-y/2 yelsolidoestdentre x =1 -y y x =+/1—-y/2.

La regiéon R; estd entre las rectas z = 0 y z = 1 — y/2 y en esta region el sélido estd entre

x=0y x=+1-y/2

J\/@

- [

1 rl—y/2
vo = ||
0Jo 0

Proyectando sobre XZ. Ry, = R; +Ry. Lacurva C; que divide ambas regiones es la cruva de interseccién
entre y =2 —2z y y = 2 — 2x%. Igualdando obtenemos C : z = x%. La curva C, se obtiene como la
interseccion de y =1 —x? y y = 2 —2z. Entonces Cp: z = (1 +x2)/2.

1 dx] dzdy + 1 dx] dz dy

1 0

2—2x2 1 pd(14+x2) [ 222
J ldy| dzdx + J J J ldy| dzdx
1—x2 0 Jx2 1—x2
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Ejemplo 6.26

Calcular ”J x cos(y +z) dV con Q elsodlido limitadopor y+z=m y=x%x, x=2z=0
Q

Solucion: Para calcular esta integral triple vamos a necesitar la integral Jx cosx dx = cosx + xsenx + K

(se calcula “por partes”.) El s6lido Q estéd entre las superficies z=0y z =m—y.

[lfgxostsmrav = [1[ ]

TT (7T 7T pTC 7.[2
= J J xsen(y+z)lg ¥ dydx = J J —x sen(y)dydx = 2— —
0 Jx

Ty
J x cos(y + z) dz] dy dx

N

Ejemplo 6.27

Considere el s6lido Q limitado por z =4 — x2, y+z==6,
y=x%, y=5 z=0y x =0, como se muestra en la figura.
Usando integral triple, plantear la integrales necesarias para
calcular el volumen de Q proyectando en cada uno de los
planos XY, YZ y XZ

Proyectando sobre el plano XY. La region de integracion es Ryy = Ry + Ry + R3. La curva C divide las
regiones Ry y R, ylarecta x = /3 divide la regién Ry y laregion Rs. La curva C es la proyeccién de la
curva de interseccion entre las superficies z+y =6y z =4 — x2, es decir, C : y=2+ x2. La region
R estdentre y =x y y =2+ %2, laregion R, estdentre y =2+x*> y y =5 ylaregion R; estd entre
y=xyy=>.
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Vo = J dV+”R2dV+” dv
- J“" U:"ldz

V3 6—y
+ J J ldz| dydx
J 24+x2 | JO

5 4—x?
J 1dz| dydx
0

dy dx

Proyectando sobre el plano YZ. La curva C es la proyeccion de la curva de interseccién entre las
superficies y =x y z =4 —x?, esdecir, C:z =4 —y2

z=4—1?

y 2 r4 4—z 5 r6—y 4—z
J 1dx} dzdy + J J J ldx| dzdy + J J J ldx| dzdy
0 0 Ja—y2 |Jo 2 Jo 0

Proyectando sobre el plano XZ.

1 vE=Z [ (5 4 Iz [ 62 z=4-x .

VQ:JJ Jldy dxdz—i—JJ J 1dy| dxdz N
0Jo X 1J0 X
68 12[ .

Vo=5 "% L, y="5
3 5 /{YJ_
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6.12

Ejercicios

@ 6.11.1 Calcular el volumen J” 1-dV de los sélidos que siguen a continuacién,

Q

Wolfram CDF Player

),2 = —2(5 - 8)

X xt+y=4 Y

a)

b)
@ 6.11.2 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular
el volumen del sélido Q si este sélido estd limitado por x? + y? = 4;
z+y=2, y=1;
x=0; y=0yz=0,enelloctante

@ 6.11.3 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular el
volumen del sélido Q si este sdlido esta limitado por las superficies
y=1—-x% y=2-2x% y+2z=2; x=0, enelloctante.

@ 6.11.4 Plantear la o las integrales triples necesarias para calcular
el volumen sélido Q si este sélido estd limitado por la superficie
y?+z> =4 ylosplanos 2x —2y +z=2; x=0y z=0.

Cambio de variables en integral triple.

La version del teorema de cambio de variable para integrales triples es la siguiente,
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Teorema 6.5 (Cambio de variable).

Sea Q una regi6n acotada en R® cuya frontera consiste de un ntmero finito de superficies
suaves. Supongamos que Q estd contenido en un conjunto abierto U y sea L(u,v,w) =
(x(w,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) un cambio de variable de U en R3 invertible en el interior de

Q y con derivadas parciales continuas. Sea f una funcién continua y acotada sobre L(Q) y sea
ox 0x 0x

du ov ow

J(u,v,w) = Det g—y g—y g—y no nulo en el interior de Q, entonces
u ov 0w

e o o
Jou ov Oow

”JQ f(L{w, v, w))[J(u, v, u)ldudvdw = ”L(Q) f(x, y, z) dxdy dz

Ejemplo 6.28 (Volumen de un Paralelepipedo).

Consideremos un paralelepipedo Q generado por los vectores A = (2,0,0), B=(0,2,2) y C =(0,2,0).
Como se sabe del élgebra lineal, el volumen de Q es Vo = [Det(A B C)| =8. Si L: R3 — R3 es una
transformacion lineal, entonces el paralelepipedo generado por L(A),L(B) y L(C), el cual denotamos
con L(Q), tiene volumen

Vi(q) = Det(L)| Vq = |Det(L)]-8.

Verifiquemos en este caso el teorema de cambio de variable aplicando al sélido Q de la figura, la
transformacioén lineal L(u,v,w) = (u/2, v/2w/2).

1 pz+1 1 2 pw2 2
VL(Q)_JJ Jl'dXdUdZ—l y Vo —JJ Jldudvdw—S
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Ahora, como una verificacion, calculamos Vi (o) aplicando un cambio de variable. Sea x = u/2, y =
v/2, z=w/2 sobre Q, obtenemos el nuevo sélido L(Q). En este caso,

1/2 0 0 1
Jwvw)=|( 0 1/2 0 | = 3’
0 0 1/2

y entonces, por el teorema de cambio de variable,

ior = ] Uzl-um,v,wndw] du dv

0

- 107

2 1
J 1H dw| dudv =
0 8

6.13 Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas se usan para describir regiones que son simétricas respecto a alguno de los ejes. La
posicién de un punto P(x,y,z) en el espacio estd determinada por los nimeros 1,6,z donde (r,0) son las
coordenadas polares del punto (x,y).

Si integramos proyectando sobre el plano XY, el cambio de Z\
variable es
Z .
X = Tcos0
cos® —rsen0 0
y = rsenb, ademas [J(r,0,2)| = (sine Tcos0 O) | =
0 0 1
z = z

Como J(r,0,z) = r entonces el cambio de variable es invertible si r # 0. Entonces, si se cumplen las
condiciones del teorema de cambio de variable,

(Coordenadas Cilindricas).

f(rcosO,rsen0)
J” h(x,y,z) dV = JJ J h(rcos0,rsen6,z) dz| rdrdo
Q RTB

g(rcosH,rsenB)
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Ejemplo 6.29

Verifique que el volumen de un cilindro recto Q de
radio a y altura h, es V = nah.

Solucién: Q es el cilindro x* +y? = a® limitado por

z =0y z = h. La proyeccién sobre el plano XY es el

circulo x? +y? = a?.

Moo= 11|

27T ra 27T a2 az
= J J thdrdo = J —hd6 = —ho
0o Jo 0o 2 2

\%

h
J rdz| drde
0

27t
= na’h

0

Ejemplo 6.30

Sea Q el solido limitado por y = 1, y = x> + 2> y y = 4; como se muestra en la figura. Calcule

W, e

7 * Q Wolfram COF Player

Solucion: Proyectamos sobre el plano XZ.
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Wolfram CDF Player
A

Elija un
plano de proyeccién:

Proyeccién

—

Separar Superficies

Sy =:]=
S2 {]=
S; Jo--—uo

S )

Regidn de integracién

Orden de integracién
daree [V [

15
1.0 Rz

05} /Ry

05 10 15 20

Recta guia [ |

(recta entre las superficies)

Usamos coordenadas cilindricas: x = 1cos0, z=Tsen0 y y =y. De esta manera, las curvas 1 = x>+ 22
4 =x? + 22 tienen ecuaciones T =1 y v = 2, respectivamente. La regién R; estientre r=0y r=1

y y & y y

laregién Ry estaentre r=1y r=2.

m B Y r/zrr " _dydrde + r/zrr " dydrde
— T T .
Q Vx2+z2+1 S e o ilerr1®

1 3 1
Para terminar el cdlculo, observe que (dividiendo) " l 1= 1-— T Y due r:- 1= P —r+1-— T
|
Ejemplo 6.31
Considere el s6lido Q limitado por el cilindro x?+y? = 1/4, x24y?=1/4 Wolfram CDF Player

el cono 32?2 = x> +y?, laesfera x2 +y2?+2z2 =1 y los planos A j
x =0y x =y; tal y como se muestra en la figura. Calcular -

I:JJJ 2z dV X .5«;(99
Q : N ®

T

Solucion: Proyectamos sobre XZ y usamos coordenadas cilindricas. Calculando la interseccion entre
las superficies podemos establecer que la region de integracion Ry estd entre las curvas x* +y? = 7
X2 +y? = R4 las rectas y = x y x = 0. Es decir, la regién de integracion esta entre las curvas r =1/2 y

r=1/3/2 con 0 entre /4 y /2.
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Z A
I = ”J 2z dV
Q

/2 +/3/2 1—x2—y?
= J J J 2z dz| rdrd®

242
/4 J1/2 Lats

Wolfram CDF Player

Ejemplo 6.32
3

4
Verifique que el volumen una esfera S de radio a tiene volumen V = 37

Solucion: Podemos calcular el volumen de un octavo de esfera y multiplicar por 8 (ver figura). La esfera
tiene ecuacion x? +y? + 22 = a%. Como la proyeccién es un circulo, usamos coordenadas cilindricas: x =
rcosO, y=rsen0 y z = z. La esfera est4 entre las superficies z=0y z = /a2 —x2 —y2 = Va2 — 12,

o= offl s T

Jm

/2 ra
rdz] drdd = S-J J v a2z —12drde

0 0 0

/2
S a0 = "0
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Ejemplo 6.33

Considere el sélido Q limitado por las superfi-
cies z2 = x? +y? (cono), y el plano z = 1.

a.) Calcular ”J 2z dV.
Q

b.) Calcular el volumen de Q.

Solucién:
a.) En coordenadas rectangulares tendriamos

quz‘w - ”RU;T 2zdz] dy dx
- LI

= 2z dz dy dx
V12 /x2ry?

0

La regioén de integracion se describe facil si usamos coordenadas cilindricas. La proyeccién R
sobre el plano XY es un circulo de radio 1. En coordenadas polares esta regioén se describe como
R:0<<0<2m, 0<r<1.

Usando el cambio de variable x =rcos6, y = rsen6, entonces el sélido esta entre las superficies

z=ryz=1

r27 1 1
J” 2zdV = J 2zdz| rdrdo
Q Jo Jo |+
27t pl 1
= ZZ‘TT'deG
Jo Jo
r27t pl
= r—1drdd =
Jo Jo 2

b.) Volumen de Q.
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2 1 el
UJ dv = J dz| rdrdo
Q JOo JO T
r27t rl

= 2! rdrde
Jo Jo

r27t pl

s
= r—r2drde = =
Jo Jo 3

Ejemplo 6.34

El sélido Q de la figura esta limitado por el cilindro x* + y> = 4 y el plano y + z = 4. Calcular el
volumen de Q.

Solucion: Usamos coordenadas cilindricas:
x = vcosO, y = vsen® y z = z. Observe-
mos que Q estd entre las superficies z = 0 y
z=4—y =4—rsen6. Laregion de integracién en el
plano XY es el circulo x* +y? = 4, es decir el circulo
r=2con 0<0 <2

o = [l o= L]

r27t 2
= J r(4—7rsenB) drdo
Jo Jo

4—rsen O
J rdz | drd@
0

_ "2“8_ 8 sen0

do = 1é6m.
Jo 3 m

Ejemplo 6.35

Calcule el volumen del s6lido de la figura. Este solido Q esté limitado por la esfera x*> +y? +2z2 =4 yel
cilindro x> + (y—1)2=1, z>0.
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224+ (y—1)2%=1

Y

Solucién: E1 Solido Q esta entre las superficies z =0y z = y/4 — x> —y? La proyeccion del sélido es el
circulo x? + (y — 1)? < 1. Este circulo se describe en coordenadas polares como

0<r<2senb,

El volumen de Q es,

Aqui se uso la integral Jcos3 tdt =

J—m/2J0

rt/2  r2sen©

V4 —712drdo

J—m/2J0

r7t/2 2sen O
Ly e de

J—7/2 0

3 —7t/2

3

3sin(t) sin(3t)
4 12

—7t/2

otambién, 0 <r <2senb,

rt/2  2sen® | pV4A—12

J dz| rdrdo
J—m/2J0 0
rt/2  r2sen©

zrly* drde

1 /2
— J (4 —4sen?0)%/%2 —8d0

o<

1 (/2 8
—= J 8 cos® 0 — 8 do :—5(4/3—71).

Ejemplo 6.36

Calcule el volumen de sélido Q, mostrado en la figura, el cual estd limitado por la esfera X2 +y?+22 =32
y los cilindros x2+22 =22 x2 422 =12
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Wolfram CDF Player Z A

Solucion: La proyeccion sobre XZ es una region entre un par de segmentos de circulo. Usamos

X = 71cos@
coordenadas cilindricas, el cambio de variable seria z = rsen® ycomo antes, J(r,0,y) =r.
y =y

La proyeccién Ry, estd entre las circunferencias r =1y r =2 y el dngulo 0 < 6 < 7t/2. El sélido Q
estdentre y=0y y=+v32—x2—22=+32—12,

rt/2 02 [ pvV/9—12
Vo = J 1-dy|rdrd®

JO J1 _0
rTC/2 2 -

_ y |0V9—T2] rdr de
JO J1 +
/2 2

= V9 — 12 drdo, hacemos u=9—12, du=—2rdr,
JO J1
(/21 32| T

= — (91 de = — (16v2—5V5).
o 30T s (16v2-515)

Ejemplo 6.37

Calcule, usando coordenadas cilindricas, el volumen del s6lido Q, limitado por la porcién de paraboloide
z=4—x>—1y?, la porcién de esfera x> +y? +z2 = 16 y el plano x = y; en el primer octante (figura).
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z=4

Solucion: La region e integracién, proyectando sobre XY, es R =R; U Ro.
e Ri:0<r<2 w/4<0<m/2,
o Ry: 2<r<4, m/4<0<m/2.

e En la regi6n Ry, el sélido estd entre la porcion de esfera x> + y? + z2 = 16 y la porciéon de

paraboloide z =4 — x? — yZ.

e En laregion Ry, el sélido estd entre la porcién de esfera x> +y? +z2 = 16 y el plano z = 0.

7t/2 (2 | pV16—12 /2 4 pV16—72
Vo = ” dv = J J J rdz| drdo0 + J J J rdzdrdo
JJJQ /4 J0 [J4—2 /4 J2 JO

/2 2 /2 rd
= J ™16 —12 —r(4—1?)drdo + J J /16 — 12 dr do

Jrt/4 JO 7t/4 J2
r7t/2 1 42 /2 1 4

= ——(16—12P2-22+ 1| 4o +J —>(16 —1*)%2 de
Jnsa 3 41, /4 2
r7T/2 42 /2 1 4

= —1(16—r2)3/2—2r2+1 de +J —>(16 —1%)%2 de
Jnsa 3 41, /4 2

/2

r7t/2 2
= 2 _gv/3de + J
Jrt/4 3 /4

8v3d0 = (1;—2\@)7[ + 2mV/3 = 137”

Ejemplo 6.38

El s6lido Q de la figura es un casquete, de altura h, de una esfera de radio a.
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Vamos a usar coordenadas cilindricas. Para calcular su volumen proyectamos sobre el plano XY. La
proyeccion del casquete es un circulo de radio v2ha — h?. Este radio se obtiene calculando la interseccion
delacurva z2 +y> =a® ylarecta z=a—h.

El sélido Q esté limitado arriba por la superficie z = /a2 —x2 —y2 = Va2 — 12 y por abajo por la
superficie z = a — h. Entonces

27 pvV/2ha—h? pvVa2—r2
Vo = J J J rdzdrdo
0 Jo r(a—h)

Lo 1 .
Como (usando “sustitucion”) Jr\/ a?—r2dr = —3 (a2 —12)° salvo constantes, se sigue que

r27t v/2ha—h?
Vo = J rva?2—12—r(a—h)drdo
Jo JO
V2Zha—h?
= " 1 (az_r2)3_r2(a—_h) : de
Jo 3 2 0
27 1 (2ha—h?)(a—h) 1
_ EE N 13
=], 73 (a—r1) > +3a do
= Th2EBa—n)

Ejercicios

@ 6.13.1 Calcule, usando integrales triples, el volumen
del s6lido Q limitado por el cono z? = x* + y? y la esfera
XX +y?+z22=1.
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@ 6.13.2 Verifique, usando integrales triples, que
el volumen del sélido Q limitado por el cono

_4)2
S1: ¥ +y? = (Z44) y el plano S : z = 0 es
l6m
VC—T.

@ 6.13.3 Verifique, que el volumen del cono de base circular
na’h

de radio a yaltura h es V¢ = 3

Ayuda: El cono se puede modelar con la ecuacién

2 2
—h
x?+y? = a(Zh—z), tal y como se muestra en la figura. El
h
conoestdentre z=0y z=h— a\/xz +1y? pues z < h.

2 rV4A—%2 py/16—x2—y2
@ 6.13.4 Sea I=”J VX2 +y? dV=J J J VX% +y? dzdydx
Q 0Jo

0
a.) Dibuje el sélido Q. Observe que el sélido est4 entre las superficies z2+x*>+y? = 16, x>+y? =4, x € [0,2].
b.) Calcule T usando coordenadas cilindricas.
@ 6.13.5 Considere el sélido E limitado por las superficies Wolfram CDF Player =2

+y
de ecuacién Sy : x2+y2 =16, Sy : (x —2)?> +y® = 4,
S3: z= 32—7(, Sy: 4(z—8)=x*+y? y x =0, tal y como se
muestra en la figura a al derecha. Calcule J” 1.-4dv.
E

2
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7.1

Superficies parametrizadas.

Recordemos que un conjunto D C R? es conexo si no puede ser expresado como unién disjunta de dos conjuntos
abiertos no vacios. Intuitivamente, un conjunto conexo es un conjunto de una sola pieza.

[ N
\ \
»

Figura 7.2: Conjunto no conexo

Figura 7.1: Conjunto conexo

Superficie parametrizada. Si D C R? es abierto y conexo. Una parametrizacién continua r: D C R2—R3,
inyectiva sobre D (excepto talvez en la frontera de D) se le llama “parametrizacion de la superfice” S = r(D).
Escribimos

A

S: r(u,v) =x(w,v) 1+y(uwv) j+z(u,v) k, (u,v) e D.
Curvas en S. Los conjuntos r(up,v) y r(u,vg) (conug y vy fijos) son curvas de la superficie S.

Vectores tangentes y un vector normal Sea S : r(u,v) = x(u,v) T1+y(u,v) §+z(u,v) k con (u,v) € D.
r es de clase C' si x(u,v), y(u,v) y z(u,v) son de clase C! (funciones continuamente diferenciables). Si
P = (ug, vo, z(ug,vg)) € S, los vectores

(e (o o
p\0u dou’du p \0v Ov'dv
son vectores tangentes a las curvas r(up,v) y r(u,vg) y decimos que estos vectores son tangentes a S en P. El

or or
torN= ([ — —
vector <6u X av>

or
pyav

E
ou

P

esnormala S en P.
P
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Definicion 7.1 (Supeificie suave o regular).

Sea D abierto y sea S una superficie parametrizada por r: D C R? — R3 de clase C!. Decimos que

. . Or Or o . : . .
S es una superficie suave o regular en (u,v) si 30 % 3y # 0. Si S se puede partir en un ntimero finito de

elementos regulares se dice regular a trozos.

Caso S: z="f(x,y)

Una superficie suave S: z = f(x,y), (x,y) € D se puede parametrizar como

A

r(x,y)=x i+y j+flx,y) k (x,y)e D

0 0
En este caso, a—i =(1,0,z«) ¥y i = (0,1, zy) son vectores tangentes en cada punto (x,y).

Un vector normal a la superficie S en P es

or or ~
N:& X@Z(*ZX,*ZE,, 1)3é 0.
or or . .
Llamamos al vector N = ™ X @ el vector normal estdndar asociado a r.

Multiplicadores de Lagrange

S:or(u,v) =x(uv) T+y(u,v) J+z(u,v) k Wolfram CDF Player

A

A

dr
Ix =(1,0 z)

ar
@ = (1, D, Zy)

Arrastre el punto P

Y

15

1.0

0.5

Considere la superficie S : x?+y? <1, z=0. Claramente S es el circulo de radio 1 en el plano XY,
centrado en el origen.
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Para describir a S podemos escribir S: z =0 enel
dominio D = {x? +y? < 1}. Pero mds conveniente es
parametrizar S como

rix,y)=x 1+y j+ 0-k (xy)e D.

||
Ejemplo 7.2
Sea S la porcién del paraboloide z = x> + y? entre
z =0y z = 1. Entonces S se puede parametrizar
como,
S:r(xy) =x ity ) k (xvy) € D={(xy):
También, z = x> +y? se podria ver como circunferen-
cias de radio +/z, entonces
S: 1(0,z) = Vzcost i+v/zsint j+z k, 0 [0,2n] y ze€ [0,1].
|
Ejemplo 7.3
Sea S1:x*4+y> =a?% 0<z<h. S eselcilindro de la
tigura. Esta superficie se puede parametrizar como
r(6,z) = acos® i+asenbd j+z k, con (8,z) € D =0,2n[x[0,hl.
|

7.2 Area de una superficie.

La idea de la definicién de drea de una superficie paramétrica consiste en aproximar el 4rea de S, denotada
As, sumando las areas de una familia de trozos de planos tangentes, en una malla de puntos, es decir el drea
de los paralelogramos generados por los vectores escalados Au;r, y Avjr,. Luego tomados el limite cuando
A\)j —0 y Au]- —0.
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AV

D
c
Dij|Av;
Aui
d
7 b > U
Figura 7.3: Aproximacién del drea de una superficie.
Consideremos el caso particular de una regién rectangular. Sea D = [a,b] x [c,d] y sea S una superficie

parametrizada por r(x,y) en D, con r una funcién definida y acotada sobre D. Supongamos que Mp es
una particiéon de D con n? rectingulos Di;.Sia =% <x1 <..<Xxpn=byc=y<y; <..<yn=d
(igualmente espaciados, es decir, si n—o00 entonces Ax;, Ay;, —0), cada rectingulo Dj; tiene un vértice en
(xi,Yi). Sea AAj; el area de la imagen r(Dj;). Cadaimagen r(Dj;) es aproximadamente un paralelogramo si
Axi y Ay; son pequefios (Figura 7.3 ), es decir, cada imagen r(Dj;) se puede aproximar muy bien con un trozo
de plano tangente en ese punto.

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player
Wolfram CDF Player

En el punto r(xi,y;) dela superficie S, el plano tangente T; tiene ecuacién vectorial

Ti(s,t) :x(xi,y5) + tre(xq,y5) + sry(x,y5), con t,s € R.
La porcion de superficie de S que es imagen de a Dij se puede aproximar con un paralelogramo: una porcién
de el plano tangente,cuyos lados son Ax; ry(xi,Y;), Ay;ry(xi,y;j). Como es sabido, este paralelogramo tiene

area

lAX 1 (X1, Y5) X Ayj 1y (xi, y;)l

n
Sacando los escalares y sumando, tenemos, As ~ Z llrx(xi,95) x 1y(xi,Y;)[IAx; Ay; y entonces, dado que
i,j=0
si n—oo entonces Axi, Ay;—0, tenemos

mn
As = lim "Zo lrx (pij) X ry(pij)llAxi Ay;  con  pij = (xq,Yi)
1,)=
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Definicién 7.2 (Area de una superficie).
Sea S una superficie regular definida sobre un conjuno abierto y acotado D. Digamos que

S:r(u,v) =x(uw,v) 1+yuv) j+z(u,v) k con (u,v) € D.

or or

6uxav

peffra-

Si § =S1U..USy eslaunioén finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas
que forman parte de sus fronteras entonces,

dA, el drea As de la superficie S es

Entonces, si llamamos dS = ‘

or or

— x —|| dA
auxav

Ag = Asl + Asl + A52 4+ ...+ Ask I

La definicién 7.2 dice que debemos integrar sobre el dominio D de la parametrizacién r de la superficie. El
dominio de la parametrizacién puede ser la proyecciéon ortogonal de la superficie en los planos donde se pueda
proyectar. Un cilindro generado por una curva C, digamos en el plano XY, no tiene una parametrizacién con
dominio en el plano XY, pero posiblemente si hay una parametrizacion con dominio en alguno de los otros dos
planos cuyo dominio es su proyeccion.

Ejemplo 7.4

Considere la superficie S : z = 1 —x? limitada por
el plano S : y +z =1 tal y como se muestra en la
figura de la derecha.

Vamos a calcular el drea de la superficie S usando dos
parametrizacion. El dominio de la parametrizaciéon
coincide con la proyeccién de la superfice en el plano
respectivo.

Primera manera. Parametrizamos S. Como z =1 — x2,

S:rxy)=xi+yj+ (1-x)k con D={(xy e R :0<x<IAN0<Ly <x*}

La superficie est limitada por el planoy =1—z, esdecir y < 1—z == 1y < x2. Entonces el dominio D
de la parametrizacion es la proyeccion de la superficie en el plano XY.

or or
X PR

a ay = \|(1,0,—2x) X (0,1,0)” = H(ZX,O, 1)” — \/m
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a 0
r rdA

ASZle-dS =

s JJp

= J\/4x2 1dA
Jlp

r1 px2

= J V4x? 4+ 1dy dx

JO JO

rl
= x2/4x2 4+ 1 dx ~ 0.6063
JO

Segunda manera. Parametrizamos S. Como x = v1 — z,

S:r(yz)=vVl—-zi+yj+zk con D={(yz)e R2:0<z<1N0<y<1—z}

La superficie esta limitada por el planoy = 1 — z, es decir y < 1 — z. Entonces el dominio D de la
parametrizacion es la proyeccion de la superficie en el plano YZ.

or 1 1 1
—_ = 0,1,0 X T —— 0,1 = 1,017 — 7_’_1
Hay H( ) ( 2v1—z >H H< 2 1—2)‘ 4(1—2)
VA
([ llor o
A5:”1'ds - J I aa
S JJD ou ov

-l e
rl pl—z 1

- quo \/ 4(1_Z)+1dydz X
1 1

= “O(l_Z)W/erle (No es impropia)

1
1_

- \/(1—z)2 + % dz ~ 06063

Jo 4

@ En el ejemplo anterior, el drea de la superfice se calculé con parametrizaciones cuyo dominio era la proyeccién
de la superficie sobre los planos XY y YZ respectivamente. La proyeccién de la siperficie sobre el plano
XZ es la curva que genera el cilindro y no hay manera de parametrizar la superficie de tal manera que
esta parametrizacién tenga como dominio una regién en el plano XZ, por eso el drea no se puede calcular
proyectando sobre ese plano.
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Caso S: z =1(x,y)

Si §$: z = f(x,y), una parametrizacién es r(x,y) = x 1+ yj + z(x,y)ﬁ con (x,y) € D. D esla
proyeccion de la superficie en el plano XY (un regién con interior no vacio).

‘ = /1+22 +22.
. Ag—” 1-dS = ” VAR o R
s D

or Or
X PR

any

Caso S: F(x,y,z) =0

Si S: F(x,y,z) =0 donde S se puede proyectar uno a uno sobre una regiéon D del plano XY y si F define

a z como funcién de x e y y si F, # 0 entonces z, = —F/F, y zy = —Fy/F; y la férmula anterior
quedaria
FZ +F +F2
A [REy
S D |Fz|

Area de una superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre la
proyeccién (con interior no vacio) D.

a) Proyectando sobre XY:Si S: z =z(x,y) o S: F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

|F2+F +F
AS::JJ \/1+22+22dA o también Agzzj[ 45——5%——3dAL con F, #0 en
D Dy z

Xy

b) Proyectando sobre XZ:Si S: y =y(x,z) o S: F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,
Agz” V1+y2 +y2dA

o también

|FA +F +F
ASZH %dA con Fy#0 en Dy,
Xz y

c) Proyectando sobre YZ:Si S: x =x(y,z) o S: F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

F2 +F2 + 2
As = ” \/m dA otambién Ag = ” \/7 A
D B "

yz
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Ejemplo 7.5

La superficie S : x? + z2 = 4 estd e el primer
octante estd limitada por el plano x +y =5, tal y
como se muestra en la figura de la derecha. Plantee
las integrales necesarias para calcular el area de la
superficie S.

Wolfram CDF Player

3

x+y=5

Solucién: Primera manera. Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S: x2 + z? = 4, podemos usar

la férmula para el 4rea con F(x,y,z) = x> + 22 — 4.
As = J 1-dS
S

N 2 2 2
— J BAL R a

2
ny Fz

42 2 2
x4+ 0° + 4z dA
D 422

xy

5x [T16
~ o Jo 16 — 4x2 dydx (Impropia)

I
L_ﬁ

N

= —4+ lim 10arcsen <%> =—4+4+5m

a—2—

Plano de proyeccidén:
sy || xx xz | vz

Proyecciéon x2-|-y2 =4
e —

Proyeccién

Hokok

Wolfram CDF Player

0.5 1.0 15
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Ejemplo 7.6 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular las integrales que dan el 4rea de la superficie
S=§514$S;

tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Wolfram CDF Player

As

1 4-—2y

J1/2 /4 —y?

X x++/3y =2v3
Solucion: Podemos proyectar sobre el plano YZ. Tene- z Wolfram COF Player
mos ) j
As = As, + As, N zty=2
y S1: F(x,y,z) =x2+y>2—-4=0.
La superficie S, tiene ecuacién x = 2v/3 —/3y.
Entonces,
x? +y2 = 4
X

x++3y =2V3

[ F2 +F +F
J \|————dA + ” VX3 2+ 1dA
JJDq FX D,
rl 2—y 4 2 4 2 02 2 r2—y
J %dzderJJ V3 10+ 1dzdy
Ji/2Jo 4x 1 Jo

12y [aa 2 2. 2 22—y
J \/ Aoy ) +4y" 07 )y 4 JJ 2 dzdy
12

0 4(4 —y?) 1Jo

2

dy + J (4—2y)dy ~ 1.674
1
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Ejemplo 7.7 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el drea de la superficie S : y + x> + 22 = 4
en el primer octante.

Solucion: La proyeccion sobre XZ esta limitada por el
circulo x? + z? = 4 y la ecuacién de la superficie es

S:y=4—x*-2

1

Figura 7.4: Superficie S

Primera manera: Proyectando sobre XZ (un cuarto de circulo) y usando coordenadas cilindricas.

As = J V1+y2 +yZ2dA

. X = r1cosH
= J V1+4x2+4z2dA, cambio de variable: y =y
7 Dxz z = T1send,
r7t/2 2
= J V144120820 + 412 sen2 0 r drd0
Jo Jo
r7t/2
= / J ™1+ 4r2drdo
Jo

2

NI

(/2 (1 4+ 412
_ (1+47%)2 40 = 1~ (1717 — 1) ~ 9.04423.
Jo 12 24

(*) Segunda manera: Podemos usar la parametrizacién r(y,0) = /4—ycos® i+yj+ 4—ysenb k con y € [0,4] y
0 ¢ [0,7t/2].

ar

L

J JWdyde

dy de

A

(1717 = 1)

2 |
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Ejemplo 7.8

Calcular el area de la superficie S: y +z = 6 tal y como se ve en la figura (a).

ZA

Solucion: Como S : y(x,z) = 6 —z, usamos la parametrizacién r(x,z) =x 1+ (6 —z)j+ zk sobre la
region D definida por x € [0,v/2] y 2<z<4—x2 Entonces yx =0 y y, = —1. La proyeccién sobre
Dy, se veen la figura (b).

As = J V1+vy2 +yZdA
JIDx,
V2 p4—x2
= J V2 dzdx
JO 2
V2 8
= V22 —x%)dx = -
Jo 3
|
Ejemplo 7.9
Calcular el 4rea de la superficie de la esfera S : x2+y%+2? = a2. Z a{x

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametri-
zando con coordenadas esféricas y parametrizando con
coordenadas rectangulares (mds complicado).

i

x#

Usamos la parametrizacién r(x,y) = x 1+yj+ /a2 —x2 — y2 k. Solo vamos a calcular el drea de la parte
superior de la esfera. El drea total la obtenemos multiplicando por dos.
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X
OZX = R ———
a?—x?—y? x2 4+ y?
= Ag :2” 1/1+Z§+zsz:2” 1+ ——5"—dA
y D Y D a—x"—y
.Zy = —

a2 —x2—2
Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen

en la frontera del circulo (si T = a). La integral se calcula desde 0 hasta r =€ con 0 < € < a. Al final
hacemos € — a.

r 2 2
As = 2J \/1+X Y _4A
oV a—x—y

P27 rE a
= 2 J ————71drd0 si € — a (integral impropia!)

Jo Jo Va2 —r2
r27T
= 2| a%d8 = 4d’n
Jo
€ a
e Para calcular J " dr hacemos u = a? — %, du = —2rdr. Queda
0 vVar—r

2.2 a’_ge2
1(97¢ «a ayu .
—= —du:——£ —a®—aval—e — o si e —a

2] Vu 21/2| .
\F2 + T+

IF-|

F(x,y,z) = x*> +y2 + 2% — a? = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es uno a uno
con la superficie, solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a cilindricas, la integral
queda igual al célculo anterior.

Nota: Observe que Ags también se pudo calcular con As = J J dA. En este caso
D

(*) Segunda manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S:r(6,p)=asengpcosO 1+ asen@send j + acos ¢ k, con (8,9) € D=10,2n[x0,7]

*38 = (—asen® sen @, acosO sen @, 0) 5 or 2
o — Hae X aiz, = a”sen @
° % = (acos® cos @, acos @ senB, —asen @)
or Or o )
As = — X —|| dpdb = a“sen @ de dd = 4a’m.
D ||00 Q¢ o Jo
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7.3

Ejemplo 7.10 (Usando una parametrizacion de S).

Calcular el 4rea del cilindro x? +y? = a® de altura h, es decir 0 <z < h.
Solucion: Como ya vimos, la parametrizacion de esta superficie es

r(0,z) =acos® 1+ asen® j+z k, (0,z) € D =1[0,2n[x[0, hl.

Luego, ® To= (—asen®, acos9, 0)

o rZ = (0/ 0/ 1)

or Or
* |30 X %l = [(acosB,asend,0)|| = a.
Entonces,
27t rh
Ag :” 2 X E dzdo = J J adzdf® = 2hma.
D 00 0z 0 0

Integral sobre una superfice.

Definicién 7.3

Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v),

r or
_X_

3 Sl 0 para todo

de clase C! en D = interior(D) U 9D, donde (u,v) € D, de modo que

(u,v) € D, y r es una biyeccién entre D y S.

Sea f(x,y,z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por

”S f(x,y,z) dS = ”D f(r(u,v))‘

Si § =S51U..USy eslaunién finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas
que forman parte de sus fronteras entonces,

or or
_X_

dA.
ou Ov

m

”S g(x,y,z)dS = ) _ ”Si g(x,y,2)dS

i

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.
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Caso S: z =1(x,y)

Si S: z="f(x,y) con f de clase C! sobre D.

Se puede parametrizar S con con r(x,y) =xi1+yj+z(x,y) k con (x,y) € D. Entonces

”s 9l y,z)dS = ”D 906y, 206, Y))y/1+ 22 +23 dA.

Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre la
proyeccién D (un conjunto con interior no vacio). Observemos que el dominio de la parametrizacién
cuando tenemos F(x,y,z) =0, corresponde a la proyeccién del s6lido en cada plano excepto que no se
pueda parametrizar con dominio en algtn plano.

Por ejemplo, el plano y — x = 0 solo se puede parametrizar, usando coordenadas cartesianas, con
dominio en el plano XZ y el plano YZ. Y no tenemos posibilidad de escribir z = f(x,y), asi que no
tenemos un dominio D con interior no vacio, en el plano XY.

a) Proyectando sobre XY:Si S: z =z(x,y) o S: F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

Usg(x,y,z)dsz”D g(xlylz(xly))md/\’

xy

0, en “version implicita”,

F2+F +F
” g(x,y,z) dS:” g(x,y,z(x,y)) \/TdA
S ny FZ

b) Proyectando sobre XZ:Si S: y =y(x,z) o S: F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

”S g(x,y,z)dS = ” gx,y(x,2),2) /1+y2 +y2dA

Xz

0, en “versioén implicita”,

F2 +F2 + F2
|| sxuzras=|] smytxz2 \/Td/\
S Xz y

c) Proyectando sobre YZ:Si S: x =x(y,z) o §: F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,
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[ atumas=] gty /irs 2

yz

0, en “version implicita”,

F2 4+ F2 + F2
JJ 9(X,U, Z) ds = J'J Q(X(y/ Z),y,Z) \/TdA
S Dyz FX

Ejemplo 7.11

La superficie S: x? + 2% = 4 est4 e el primer octante
estd limitada por el plano x +y = 5, tal y como se
muestra en la figura de la derecha. Plantee las inte- x4y =

grales necesarias para calcular el drea de la superficie
S.

Solucién: Podemos proyectar sobre el plano XY. Como S : x? + z? = 4, podemos usar la férmula para el
area con F(x,y,z) = x>+ 22 — 4.

Plano de proyeccidn:
sy || xy xz | vz

Proyecciéon x2-|-y2 =4
—

Proyeccién

Hokk

Wolfram CDF Player

0.5 1.0 15
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[ |F3 +F +F
As = Jl.dszJJ #d}\
JJS ny FZ
[ 4x% + 0% + 427
= J L;Z dA
J ny 4z
r2 rb—x 16 )
= Jo \/ T6—ad dydx (Impropia)
= —4+ lim 10arcsen <E) =—4+5m
a—2— 2
|
Ejemplo 7.12 (Usando coordenadas rectangulares).
Calcular las integrales que dan el drea de la superficie 7

S=§5+4+S,

La superficie S, tiene ecuaciéon x
Entonces,

tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Wolfram CDF Flayer

3

X x+3y =23 Y
Solucion: Podemos proyectar sobre el plano YZ. Tene- 7 Wolfram COF Player
mos k J
AS :Asl +A52 Z+y_2
y St F(x,y,z):x2+y2—4:0. /

24 x++/3y =23 Y
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([ [F2+F +F
As = J =3 = ZdA—}—JJ /X5 X2+ 1dA
JJDq FX D>
rl 2—y 4 2 4 2 02 2 r2—y
— J X+yz+dzdy+JJ V31 0+ 1dzdy
J12Jo 4x 1Jo

rl 2—y 4(47132)_*_492_}_02 2 r2—y
= dzdy + J J 2dzd
ul/ZJO \/ 4(4 —y?) Y 1Jo Y

N 2
4-2
_ 7‘32 dy + J (4—2y)dy ~ 1.674

J1/2 v/4—y 1

Ejemplo 7.13 (Usando coordenadas rectangulares).

Calcular el 4rea de la superficie S : y + x>+ 2> = 4
en el primer octante.

Solucion: La proyeccion sobre XZ esta limitada por el
circulo x? + z? = 4 y la ecuacién de la superficie es

S:y=4—x*—2%

1

Figura 7.5: Superficie S

Primera manera: Proyectando sobre XZ (un cuarto de circulo) y usando coordenadas cilindricas.

As = J 14+yZ2 +yZ2dA
JJDy.
. X = Trcos6
= J V1+4x2+47z2dA, cambio de variable: y =y
7 Dxz z = rsenb,
/2 2
= J V144120820 + 412 sen2 0  drdo
JO 0
r'7'[/2 2
= J 1+ 4r2drdo
Jo Jo

2

NI

r7t/2 1+4 2
_ A4 o = T (17 vA7 1) ~ 9.04423,
Jo 12 24

Segunda manera: Podemos usar la parametrizacioén r(y,0) =+v/4—y cos6 i+yj++/4—ysenbd k con
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ye 0,4 y 0 ¢€ [0,m/2].

el

4

/2
dydo = J J V17/4—y dyde = % (17 V17 —1).
0

0

or or

ayxﬁ

Ejemplo 7.14

Calcular el 4rea de la superficie S: y +z = 6 tal y como se ve en la figura (a).

Z A

(b)

Solucion: Como S : y(x,z) = 6 —z, usamos la parametrizacién r(x,z) =x 1+ (6 —z)j + zk sobre la
region D definida por x € [0,v/2] y 2 <z <4—x2 Entonces yx =0 y y, = —1. La proyeccién sobre
Dy, se veen la figura (b).

As = J V1+y2 +yZ2dA
DXZ

r‘\ﬁ 4—x2
= J V2 dzdx
2
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Ejemplo 7.15 (Parametrizando con coordenadas esféricas y con coordenadas rectangulares).

Calcular el drea de la superficie de la esfera S : x? +y? + 2% = a2 Z ?

Solucion: Vamos a calcular de dos maneras, parametrizan-
do con coordenadas esféricas y parametrizando con coordenadas
rectangulares (mas complicado).

i

x#

Primera manera: Coordenadas esféricas. La esfera la podemos parametrizar con coordenadas esféricas,

S:r(0,¢) =asen@cos® 1+ asen@send j + acos @ k, con (8,9)€ D =10,2n[x[0, 7
or

e — = (—asenB seny, acosO sen @, 0)

% = Or X o) _ a®sen

or 08 " oz|| ~ ®
° % = (acosB cos@, acos senH, —asen @)

or Or e ’
Ag = — X — || dedd = a“sen@dedd = 4a°m.
D00 Q¢ 0 Jo
Segunda manera: Coordenadas rectangulares. Usamos la parametrizaciéon r(x,y) = x 1+ yj +

Va2 —xZ —y2k. Solo vamos a calcular el 4rea de la parte superior de la esfera. El area total la obtenemos
multiplicando por dos.

X
QZX = _—_
a?—x?—y? x2 4+ y?
= As = 2” \J1+22+22 dA = 2” 1+ —————=dA
y D Y D a—x"—y
.Zy = —

a2_x2_y2

Conviene hacer cambio de variable y usar coordenadas polares. Observe que las derivadas se indefinen
en la frontera del circulo (si T = a). La integral se calcula desde 0 hasta r =€ con 0 < € < a. Al final
hacemos € — a.

r 2 2
As = 2J \/1+Xtysz
JJp a—x—-y

r27C € a
= 2 J ————1drd0 si ;e — a (integral impropia!)

Jo Jo Vaz—12
r27C
= 2| a%d0 = 4ad’n
JO
€ a
e Para calcular J =" dr hacemos u = a? — %, du = —2rdr. Queda
0 vat—r

1(Y7¢ a a/u ai—e?
—J Tdu:_im —a®—aval—e — o si e —a
a? u a?
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F2 + T+
IF-|
F(x,y,z) = x* + y?> + 22 — a®> = 0. Puesto que esta férmula solo se puede usar si la proyeccién es

uno a uno con la superficie, solo podemos considerar la parte superior de la esfera. Pasando a cilindricas,
la integral queda igual al calculo anterior.

Nota: Observe que Ags también se pudo calcular con As = ” dA. En este caso
D

|
Ejemplo 7.16 (Usando una parametrizacion de S).
Calcular el 4rea del cilindro x> +y? = a® de altura h, es
decir 0 <z <h.
Solucion: Como ya vimos, la parametrizaciéon de esta
superficie es
1(6,z) = acos® i+asen® j+z k, (8,z) € D = [0,2n[x[0, hl.
Luego,
e 1rg=(—asen6, acosB, 0)
e 1r,=(0,0,1)
or Or
o H% x|l = (acos®,asen®,0)| = a.
Entonces,
d d 27 rh
As :” T Z dzde = J J adzd® = 2hna.
D 00 0z 0 0
||
7.4 Flujo través de una superficie S
Campos escalares y campos vectoriales.
Definicién 7.4
Sea U C R™ un conjunto abierto. Una aplicacién f: U — R se denomina campo escalar o funcién
escalar. Una funcién f: U — R™ se denomina campo vectorial. I

Ejemplo 7.17 (Representacion grdfica).

Una manera de visualizar el campo graficamente es anclar en cada punto (x,y) el respectivo vector
F(x,y) (se traslada desde el origen). Pero también se puede anclar el vector de tal manera que el punto
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quede en el medio del vector (como si el vector fuera parte de una recta tangente). En general, la
representacion grafica se hace anclando el vector de esta segunda manera y escalando el tamafio de
los vectores de tal manera que unos no se sobrepongan sobre los otros, para tener una mejor vizuali-
zacion de la direccion de “flujo” del campo vectorial. Asi lo hace el software (como Wolfram Mathematica).

Por ejemplo, Consideremos el campo F(x,y) = (—y, x). En la figura a.) se dibujan dos vectores anclados
en el punto, en la figura b.) se dibujan dos vectores anclados con el punto en el medio y en la figura c.) se
hace la representacién gréfica del campo escalando los vectores, tal y como se acostumbra.

~
~

e SN N \:

SRR NN

OO K 3
Eahebede e AN

4 -‘-\‘\\\\\\‘\t

Eaaheie O & O G Q¥
L e e N N

TSN Z\uy

1- ~~~NNNNY
~~NNNNNN

N NN NN

.~ VAN

. VA

.o (SR}

T

7

ol LD
e I N,
St A,

AN

N
AERYAN

v

\

S
L el
N el oo o4

1
X T
a.) b.) c.) Escalamiento

Figura 7.6: Campo F(x,y) = (—y,x)

|
Ejemplo 7.18
Representacion gréfica del campo vectorial F;(x,y) = (2x, 2y) y del campo vectorial F»(x,y) = (—y, x)
sobre la circunferencia x> + y2 = 1. Observe que si z = x> + y? entonces F;(x,y) = Vz, por eso los
vectores son perpendiculares a esta circunferencia (la curva de nivel z = 1).
T
RRR
Figura 7.7: F; sobre x® +y? = 1. Figura 7.8: F, sobre x* +y? = 1.
|

Ejemplo 7.19

En la figura 7.9 a.) se presenta la representacién grafica del campo vectorial F(x,y) = (seny, senx)
y su paso sobre la curva C de ecuacion (x — h)2 + (y —k)> = 1. Enal figura 7.9 b.) se presenta la

representacion grafica del campo vectorial F(x,y,y) = (—y,x,xy ) y su paso sobre la superficie S de
ecuacién z =2 — (x — 1) — (y — 1)2.
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F(z,y) = (= (seny, senz)) sobre C: (x—h)*+ (y—k)*>=1 oo
Wolfram CDF Player = Wolfram CDF Player

~7
’r ] N

a.) b.)

Figura 7.9: Campos vectoriales y su paso por una curva y una superficie

Flujo a través de una supefficie

Supongamos que tenemos una regién plana S y queremos determinar la cantidad de “fluido” a través de S (se
supone que el fluido puede atravesar la superficie sin ninguna resistencia). La cantidad de fluido es “densidad
por el ‘volumen” que ocupa”. Si el flujo se mueve con velocidad constante V, entonces durante un intervalo de
tiempo At llenara un paralelepipedo de base S y “extensién” (arista) At V. El volumen de este paralelepipedo
es “area de la base” AS por “altura”, la altura h se calcula con la norma de la proyeccién de V sobre el vector
normal unitario a S, denotado N. Como se sabe, h = |[|(AtV - N) NJ| = AtV - N, entonces

Volumen del paralelepipedosobre S es V- -NASAt

4V Wolfram CDF Player
4 ‘ A ~ -
4 /4 A
4
4 7 1 4

Figura 7.10: El fluido sobre S llena un paralelepipedo

Si el fluido tiene densidad p, la masa del fluido es AM = pV - N ASAt. La densidad del fluidoes F=pV yel
flujo total es la masa de fluido que pasa a través de S en una unidad de tiempo: F-N AS kilogramos por segundo.

Ahora digamos que tenemos una corriente de fluido en el espacio con velocidad V(x,y,z) y densidad (masa
por unidad de volumen) p(x,y,z) en cada punto (x,y,z). El vector densidad de flujo

F(x,y,z) = V(x,y,z)p(x,y,2)
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tiene la misma direccién que la velocidad y nos dice cudnta masa de fluido circula por el punto (x,y,z) enla
direccion de V(x,y,z), por unidad de area y de tiempo.

Para sugerir una definicion razonable de cémo medir la masa total de fluido que atraviesa una determinada
superficie S en la unidad de tiempo, se considera la superficie S parametrizada por r(u,v) en una regién
rectangular D. Sea N el vector unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial
fundamental,

arg

— X
ou_ 0v

— _odu oV 7.1

N e o 7.1)

ou O0v

Para medir la cantidad de fluido que pasa a través de S en la unidad de tiempo y en “la direccién” de N, se
descompone el rectingulo D en m subrectangulos D, Dy, ..., Dyn. Sean Sy,Sy,...,Sm las correspondientes
porciones de superficie en S. Llamamos ASy ala k—ésima porcién Sy. Sila densidad p y la velocidad V son
constantes en Sy y Sy es suficientemente plana, el fluido que atraviesa Sy enla unidad de tiempo ocupa un
paralelepipedo con base Sy y eje determinado por el vector velocidad V.

Wolfram CDF Player

4
4

—_ Avk

Aukel Auk &
- ou
U
Figura 7.11: El fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo

or or
7X7

ou ov

Como el drea de Sy es ASy = ' Auy Avy, el fluido sobre Sy ocupa un paralelepipedo de volumen

(base por altura),

or

d
AS pV-N=F-NAS, ~F-N||-L x || Awy Avy
ou O0v

345
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N ‘Wolfram CDF Player

=

Wolfram CDF Player

Figura 7.12: El fluido sobre Sy en “direccién” de N Figura 7.13: El fluido sobre Sy en contra la “direccién” de

N
7.5 Integral de flujo.
m
La discusién anterior sugiere que la suma ZF - N ASy puede ser una aproximacion aceptable de la masa total
k=1

de fluido que atraviesa Sy enla unidad de tiempo.

Wolfram CDF Player

P |
- - - - e =
. - - = Y%

Wolfram CDF Player Wolfram CDF Player

".{4‘ :

Figura 7.14: El flujo neto, por unidad de tiempo, es la suma de los flujos (volimenes de los paralelepipedos)

Si F es la densidad de flujo de una corriente de fluido y N es el vector unitario normal a S definido por

o or
__ou_ 0ov_
N_‘ or 0r

u " v
entonces la masa total de fluido (fluido neto) que pasa por S por unidad de tiempo “en la direccién” de N es

7
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arxar

ST X5 (lor 9 or 0
” F-NdS:” F(r(u,v)) . 9w _0v_ ot ~OF dA:” F(rwv)) - — x 2L ga
s D EXE ou 0v D ou ov

ou ov

Orientacion. Nuestra expresion para el flujo total lleva implicita la escongencia de uno de los dos vectores
normales unitarios. Escoger un vector unitario para la region S es equivalente a “orientar” la regién (como
veremos md adelante). Esta escogencia de N decide el signo de F-N. En lo que sigue, siempre vamos a escoger
or Or
X

_ du v
N = EXE
ou Ov

Wolfram CDF Player

2

N
F F

iy A\
/ S

F-N>0 F-N<O0

Figura 7.15: S se orienta con N. ”

F - N dS calcula el flujo neto en “la direccién” del N escogido
S

En las aplicaciones es frecuente convenir en cudl N se escoge, para poder interpretar el resultado de ” F-NdS
s

como “flujo neto” en la direccién escogida. La integral J F - N dS calcula el flujo neto: El flujo que pasa en la
S
“direccién” de el vector N escogido, “suma” y el flujo que pasa en la “direccién contraria”, “resta”. La suma de

todo esto es el flujo neto.

Caso z = f(x,y)

Como consecuencia tenemos que si S: z = f(x,y) con f de clase C! sobre D, se puede parametrizar S
con r(x,y)=x i+yj+~f(x,y) k y entonces

JJ F-NdS = ” F(x,y,z) - (—fx, —fy,1)dA
s Dy
Integral de Flujo—Proyectando sobre varios varios planos.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=1z(x,y) 0 S : G(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

) FNas= || Fooyztou- (o2 1an,

Xy

0, en “version implicita”,
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”SF N = ”D F(x,y,z(x,y)) - (Gx, Gy, Gz) Gi dA

Xy z

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y=y(x,z) 0 S : G(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

” F-NdS = JJ F(x,y(x,2),2) - (—ux,1,—yz) dA
S Xz
0, en “version implicita”,

USF'NdS:JJ E(x,y(x,z),2) - (G, Gy, GZ)GLydA

¢) Proyectando sobre YZ:Si S : x =x(y,z) 0o S : G(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

”SF NdS = ”D F(x(y,2),u,2) - (1, —xy, —xz) dA

yz

0, en “version implicita”,

yz 2

® La integral ” F - N dS puede diferir en el signo al cambiar el plano de proyeccién. Esto es asi porque los
S
vectores (—zx, —zy,1), (—yx,1,—yz) y (1,—xy, —x;) son paralelos pero a veces son opuestos. En todo caso,

J J F-N dS se interpreta como el flujo neto en la direccién del vector N escogido.
s

Ejemplo 7.20

Calcular ” F-NdS si F(x,y,z) = (z+1) k y S es
S

la superficie z=2+y con x2 +y% =1.

Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon z = 2 +y.
Dy es el circulo de radio 1. Entonces,
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” F-NdS = 0,0,z 4+ 1) - (—2x, —2zy,1) dA

S JID,,

JIDyy

27t 1 27T
6 0
= y+3dA:J J(3+Tsen9)rdrd9 :J 6+sen(®) 45 _ 3,
JJp,, 0 Jo 0 4
|

2

Ejemplo 7.21
X

Sea F(x,y,z) = (0,y,0) y S elcilindro z =2 — o
desde y = 0 hasta y =2, como se ve en la figura.

Calcular ” F-NdS
S

Solucion: Intuitivamente, el flujo no pasa a través de la
superficie S, asi que la integral de flujo deberia ser 0.

2
S: G(x,y,z) =0 con G(x,y,z) =z—2+ % Entonces,

VG

dA
Gx

[lroxas = ],

2

|

3/2

l

1
(O/U/O) : (X‘IOI]‘); dZdy = J

0

En este caso solo se puede proyectar sobre YZ o XY. La proyeccién sobre YZ es un rectangulo. Sea

2 (3/2

l

Odzdy = 0
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Ejemplo 7.22
Calcular ” F-NdS si
S
F(x,y,2) = (x,yz,xy)
y S el cilindro de ecuacién y = 4 —x? limitado por el plano
X +z =2, tal y como se muestra en la figura de la derecha.
Solucion: La superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) =0 con y=4-x
G(x,y,z) =y +x% +4.La proyeccién de S sobre el plano
XZ es un tridangulo.
[ G
JJ F-NdS J (x,yz,xy) - VG dA
S JJDxz Gy
J (x,yz,xy) - (2x,1,0) dA
r2 p2—x
J (2x* +yz) dzdx
J0JO
r2 r2—x
112
J (2% + (4 —x*)z) dzdx = —=
J0JO 15
Si calculamos proyectando sobre YZ tenemos S: x = /4 —y.
2 4
F.Nds:JJ <\/ y+ )dydz
J J s 0 J4—(z—2)2 \/
||

Ejemplo 7.23

z=2.

Solucion: La

Entonces,

F(x,y,z)

Calcular ” F-NdS si
S

=dxz 1 +y2j+ 22k
y S es la superficie 22 + y> + x> =4 entre z=1y
superficie S  tiene ecuacién

G(XIU,Z) = O con G(X,y,z,) = Xz +y2 + Z«Z _ 4'
La proyeccién Dy, es el circulo x* + y?> = 3.
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” F-NdS = (4xz,yz>, 2)~EdA
S ““ny GZ

= (4xz,yz5,2%) - (f,g,l) dA
JIDyy z z

— (4% +y?2* +27) dA
Jp,,

JDyy

0

= (7 + 24— —y?) +4—x* —y?) dA

/2 13
= J J (8 4+ 612 — 1* + 1% cos 20)r drd®

Ejercicios

@ 7.5.1 Calcule I = ” F-NdS donde F es el campo vecto-

S

rial dado por F(x,y,z) =y i — xj + 8zk y S laparte dela
esfera de ecuacion x? +y% + z%> = 9 que se encuentra dentro

del cilindro x? +y? = 4, como se observa en la figura.

@ 7.5.2 Sea F(x,y,z) = xy> i+x*yj+yk Sea S esla

frontera del s6lido E limitado por

St X2+y2:1, So:z=1yS3:z=-1

como se ve en la figura. Calcule ” F-NdS donde N esel

S
vector normal unitario exterior al sélido E.

@753 SeaF(x,y,z) =x i +yj+zkyS eslasuperficie de
ecuaciéon z =1+x>+y? con 1< z < 3, tal y como se

muestra en la figura. Calcular ” F-NdS.
S
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7.6

@ 7.5.4 Sea F(x,y,z) = (0, x +y, z). Calcule la integral de

superficie ” F-NdS, donde S es el trozo de cilindro de ecua-
S
cién z = 1 — (x — 2)3 que esté limitado por los planos y = 0,

y =3,z=1yz=2tal y como se muestra en la figura.

@ 7.5.5 Sea S la superficie de ecuacién z = x> + y% que se
encuentra limitada por los planos z =1, z =3, y =xy
el plano x = 0, tal y como se muestra en la figura. Calcule

” F-N dS siF(x,y,z) = (x, y, z°)
S

@ 7.5.6 SeaF(x,y,z) = (xy, x, z+ 1) ysea S la porciéon de
superficie de ecuacién z = 4 — y? limitada por las superficies
z=23, x=4, z=0y x =y, tal y como se muestra en la figura

de la derecha. Calcular JJ F-N dS.
S

Superficies orientables.

Sea S una superficiey r(u,v) una parametrizacion de S. Los vectores normalesa S, en (u,V), puede escogerse

entre los dos vectores unitarios opuestos

Caso S: z =f(x,y)

Enelcasode que S: z=f(x,y), si r(x,y) =x 1+yj+f(x,y) k y entonces

(_fX/ _fy/ 1)

2+ 125 +1

N+(X/y) =

Nf(X/U) = -

(_fxr _fy/ 1)

\/ T2+ 12 +1

Si la superficie tiene dos “caras”, el signo hace que cada vector normal esté en un lado u otro de la superficie.

Este hecho se usa para “orientar” una superficie. Orientar una superficie significa escoger un signo para N,
una cara de la superficie es caracterizado N y la otra cara por —N. Como N depende de la parametrizacion r,
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es estd la que al fin y al cabo orienta la superficie.

En el caso de una esfera, cada vector N, (x,y) (con signo positivo) apunta al exterior y el cada vector N_(x,y)
apunta al interior

2 +y?+22=1 7|

T2, Y2)

Ny (22,2)

Definicién 7.5
Si en cada punto (x,y,z) de la superficie regular S es posible asociar un vector unitario N(x,y,z) de tal
manera que como funcién, N sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que S es orientable. I

Como deciamos, la definicién supone que la superficie tiene dos lados. Uno de los lados queda determinado
por la funcién continua N(x,y,z) sobre S y el otro lado por la normal de signo contrario.

Hay superficies de una sola cara, como la banda de
Mobius, que no son orientables. En la figura que sigue
tenemos una banda de Mobius. Note que la escogencia
de N no orienta la banda, es decir, si escogemos uno
de los N, la presencia de estos vectores N “arriba” y
“abajo” de la banda, muestran que hay una sola cara.

En las integrales de flujo que hemos calculado, hemos usado el vector normal unitario fundamental N,.. No
siempre este es el vector que se elige para los calculos. Algunos teoremas requieren superficies orientadas con
vectores normales unitarios hacia el exterior.

Convenio para superficies cerradas. En el caso de superficies cerradas, se conviene en que si N apunta hacia
afuera, esta es “la orientacion positiva” y si N apunta hacia adentro, esta es “la orientacion negativa”.

Teorema de la Divergencia.

Ahora nos interesa analizar el flujo de un campo vectorial F(x,y,z) = (P, Q,R) continuamente diferenciable,
a través de la frontera S = 0E de un sélido simple E, en la direccién del vector normal unitario exterior a
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S = OE. El flujo total se puede separar entre el flujo que entra y el flujo que sale, en cada cara del sélido el flujo
podria ser distinto.

Divergencia significa “alejarse de”. Intuitivamente, la “divergencia” es la densidad de flujo o flujo neto por
unidad de volumen; es la cantidad de flujo que entra o sale en un punto y se calcula como el “cambio de flujo
total”, es decir, la suma del cambio de F en la direccién de X, el cambio de F en la direccién de Y y el cambio
de F en la direccién de Z.

En un caso sencillo, se toma un cubo E centrado en (a,b,c) con aristas paralelas a los ejes. Calcular el flujo
sobre S = OE requiere calcular el flujo sobre cada una de las caras.

S == aQ N: (07071)

F

F(a+A.r/2a,b,C)

En la cara que contiene al punto (a + Ax/2,b,c) (punto rojo en la figura anterior) la estimacién del flujo total
Fty seria

Ftx+ =~ F(a+ Ax/2,b,c) - (1,0,0)AyAz = P(a + Ax/2,b, c)AyAz

En la cara (opuesta) que contiene al punto (a — Ax/2,b, c) la estimacién del flujo total Ft,_ seria

Fty— ~ F(a+ Ax/2,b,c) - (—1,0,0)AyAz = —P(a — Ax/2,b,c)AyAz

Luego el flujo total estimado en ambas caras seria,

oP
Ftyy + Ftx— =~ [P(a+Ax/2,b,c) — P(a—Ax/2,b,c)]AyAz = a—x(a,b,c)AxAyAz si Ax=0

De manera similar, si AV es el volumen de la caja, el flujo total en las caras paralelas a los planos y =0 y

0 oR :
z = 0 serfa aproximadamente ag(a, b,c)AV y a(a, b, c)AV, respectivamente.
Asi, el flujo total a través de S = OE con vector normal exterior, seria aproximadamente

oP 09Q OR
—+ =+ = AV
(ax * oy * az)

(a,b,c)
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Asi, el flujo total que pasa a través de la frontera de una pequefia caja de centro (a,b,c) es un escalamiento del

oP 0 oR , )
volumen, el factor de escalamiento I + 63 + 22" evaluado en el centro, se llama divergencia.
z

Definicion 7.6
La divergencia del campo vectorial F = (P, Q,R) es el campo escalar

DivF = —
v ax+ay+az

0P, 9Q , 2R |

Si F es continuamente diferenciable, DivF es continuo y si E; es una caja de didmetro pequefio, entonces

DivFAV ~ J“' DivF dV
Eq

Pero como DivF AV es aproximadamente el flujo total a través de la frontera de E;, en la direcciéon del vector

normal exterior, entonces
JJJ DivF dV ~ JJ F-NdA
Ei A,

La generalizacion es llamada el Teorema de la divergencia o Teorema de Gauss.

Teorema 7.1 (Teorema de la Divergencia).

Sea E un soélido limitado por una superficie orientable S y sea N el vector normal unitario siempre
exterior a E. Si F es un campo vectorial de clase C! sobre E entonces

JJL DivFdV = ”SF-NdS

donde DivF = P, + Qy +R; si F=(P,Q,R).

Como estamos asumiendo N exterior a E, entonces ” F-NdS calcula “el flujo neto que sale” de E. Sino
S

usamos el teorema de la divergencia, tendriamos que ajustar en cada superficie el vector N para que quede
exterior al sélido E.
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Ejemplo 7.24

Calcular F-NdS si F(x,y,z) = (z+ 1) k S

S
es la frontera del sélido E limitado por el cilindro
x*+y? =1, elplano z=2+y y z =0, como se ve
en la figura, y N es el vector unitario siempre exterior
a k.

Solucion: En vez de calcular la integral sobre cada
una de las tres superficies que conforman la frontera —
de E(ver los ejemplos 7.5,7.5 y 7.21), usamos el
teorema de la divergencia.

e F(x,y,2) =(0,0,z+1) y DivF=0+0+1=1.

Proyectando sobre el plano XY y usando coordenadas cilindricas, tenemos

JJ F-NdS = JJ DivF dV
S JJJE

0

r27t 1 p2+71sen O
= J J 1rdzdrde = 2n
Jo Jo Jo

24y
= J J 1dzdA (la cantidad de flujo coincide con el volumen de
D

La importancia de que N se exterior a E. Se pide N se exterior a E por convenio, para medir el flujo en esa

direccién. Si N no es siempre exterior a E, el flujo neto, por supuesto, cambia.

Consideremos los ejemplos 7.5, 7.5 y 7.21 . El calculo de la integral de flujo se hizo siempre con

N1 = (—fx, _fy/ 1)

pero este vector no siempre es exterior a E. En el caso de la superficie S, (figura siguiente), este vector no es

exterior y

JJ F-NdS=m.
Sa
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*X

El resultado es

” F‘NdS:” F-(—N)d8+” F-Nd8+” F-NdS—=—m+3140 = ”J DivFE dV = 2n
S Sa Sb SC E

Ejemplo 7.25

Calcular J J F-NdS si
S

1 N
F(x,y,z) =ycosx i+ Eyzsenx j+zk

y S es la frontera del sélido E comprendido entre las
superficies z=1+y, x> +y>=1y z=0, y N es el vector
normal unitario siempre exterior a E.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyeccién del sélido sobre el plano XY es un circulo
x> +y?=1.

e DivF = —ysenx +ysenx+1=1.

JJ F-NdS = ” DivF dV
S JJJE

r 1+y
= J J 1rdzdA
JJp Jo

Jo JO JO 0 Jo

r27t 1 pl+7sen © 27 1l
= J J rdzdrdb = J J(l—i—rsene)rdrde =T
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Ejemplo 7.26

Sea E el sélido limitado por las superficies

Sa : z=sen(xy), Sp : ng ySe ty=x

Sea S la frontera del sélido E y N es el vector normal
unitario y exterior a E.

3
Calcule ” F-NdS si F= <X—, z, yx> .
s 3

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.
La proyeccién del sélido sobre el plano XY es el
tridngulo 0 <x < /2y 0 <y <x.

e DivF = x?

JJ F-NdS = ” DivF dV
S JJJE

jus

r3 x rsen(xy)
= J J x2 dzdydx
Jo Jo Jo

x 2
= J xzsen(xy)dydx = J X — X COS (xz) dx = 1(7’[2—45en (T[—))
0 8 4

Jo

>
NI
NI

Ejemplo 7.27

Calcular ” F-NdS si F(x,y,z) =x 14+y j+z k y S es
S

la frontera del s6lido E comprendido entre las superficies

z=10—x*—y? y z=2+x>+1?% y N es el vector normal

unitario siempre exterior a E.

Solucion: Podemos usar el teorema de la divergencia.

e F(x,y,z2) =(x,y,z) y DivF=1+1+1=3.
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e La proyeccién del sélido sobre el plano xy es un circulo de radio 2 pues
z=10—-x*—y* N z=2+x+y> = 4=x>+y%

Usando coordenadas cilindricas obtenemos,

|| F-Nas = || pivEav

10—x2—y? 27t (2 10—12
= ” J 3dzdA = J J J 3rdzdrd0 = 48n
D J2+4x24y? 0 Jo J2+712

Ejercicios

@ 7.7.1 Consideremos el campo de fuerzas F con 4 S¢lido E

F(x,y,z) = (x+sen(y)) 1+ (In(xz) —y) j+ (2z+arctan(xy)) k
Calcule la integral de superficie ” F-NdS donde S es la

frontera del sélido E, el cual se muestra en la figura a la derecha
y N es el vector normal unitario siempre exterior a E.

@ 7.7.2 Use el teorema de la divergencia para calcular

” F-NdS donde S es la frontera del sélido E, limitado por
S

la superficie z = x?> +y2? +5 y el plano z = 10, tal y como se

muestra en la figura a la derecha, F(x,y,z) =2x i+yj+z k
y N es el vector normal unitario exterior a E.

@ 7.7.3 Sea F(x,y,z) = xy? i+x*yj+yk ysea S esla
frontera del s6lido E limitado por

St xz—l—yz:l, So:z=1yS3:z=-1

-

como se ve en la figura. Calcule ” F-NdS donde N es el
S
vector normal unitario exterior a E.
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@ 7.7.4 Sea S la frontera del sélido E limitado por la esfera
X2 +y? + 22 = 2 y el cono 2z* = y2 + x?, tal y como se muestra
en la figura.

2
SiF(x,y,z) =xz i+xarctan(xz) j+ % k, calcular ” F-NdS
E

si N es el vector normal unitario siempre exterior a E.

@ 7.7.5 Sea E el s6lido que se muestra en la figura a la derecha
y sea S la frontera de E, es decir, S = 0E. Calcule JJ F - NdS

s
donde
F(x,y, z) = (x> + senz, x*y + cos z, tan(x> + y?))

y N es el vector normal unitario siempre exterior a E.

@ 7.7.6 Sea F(x,y,z) = (22 +2) k y S la frontera del s6lido
Q, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector normal
exterior a E.

a.) Calcule ” F-N dS sin usar el Teorema de la Divergencia.
S

b.) Calcule ” F - N dS usando el teorema de la Divergencia.
S

@ 7.7.7 Sea F(x,y,z) = 3y i —xzj +yzk, S es la frontera
del sélido E, el cual se muestra a la derecha, y N es un vector
normal exterior a E.

a.) Calcule ” F - N dS sin usar el Teorema de la Divergencia.
S

b.) Calcule ” F - N dS usando el teorema de la Divergencia.

S

Integral sobre una superfice.

La anterior discusién sobre inetegrales de flujo, nos lleva a una propuesta razonable de lo que puede ser una
integral sobre una superficie. Si ponemos f(x,y,z) =F - N, tenemos la siguiente definicion,

Definicion 7.7
Sea D un conjunto abierto y medible y S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v),
or

or
7X7

de clase C! en D = interior(D) U dD, donde (u,v) € D, de modo que 7 = v

> 0 para todo

(u,v) € D, y r es una biyeccién entre D y S.

Sea f(x,y,z) una funcién definida y acotada sobre S. Se define la integral de superficie de f sobre S por I
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or or
7><7

A.
ou Ov d

”s f(x,y,z) dS = ”D f(r(u,v))‘

Si § =S51U..USy eslaunioén finita de superficies parametrizadas que se intersecan a lo sumo en curvas
que forman parte de sus fronteras entonces,

m

”S g(x,y,z)dS = Z ”S g(x,y,z)dS

i 1

Integral de superficie con coordenadas rectangulares.

Caso S: z =1f(x,y)

Si S: z=f(x,y) con f declase C! sobre D, se puede parametrizar S con con r(x,y) = x i+yj+f(x,y) k
y entonces

”S g(x,y,z)dS = ”D g(x,y,f(x,y))\/mdA'

Integral superficie—Proyectando sobre varios varios planos.

Asumimos que S es una superficie regular y que F es continuamente diferenciable e inyectiva sobre D.

a) Proyectando sobre XY:Si S : z=1z(x,y) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,y) € Dyy

”sg(x,y,z)dsz”D g(xlylz(xly))md/\’

xy

0, en “version implicita”,

F2+F +F
” g(x,y,z) dS:” g(xy,z(x,y)) WdA
S ny FZ

b) Proyectando sobre XZ:Si S : y =y(x,z) 0 S : F(x,y,z) =0, con (x,z) € Dy,

”S g(x,y,z)dS = ” gx,y(x,2),2) 1/1+y2 +y2dA

Xz

0, en “version implicita”,
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F2+F +F
” 9(x,y,2) dS:” 9(xy(x,2),2) || ———=——dA
s Dy Fy

¢) Proyectando sobre YZ:Si S : x =x(y,z) o S : F(x,y,z) =0, con (y,z) € Dy,

”S e 6 = ”D 9(x(y,2),y,2) \/1+% +x2 dA

yz

0, en “version implicita”,

F2 4+ F2 + F2
” g(x,y,2) dS = ” 9(x(y,z),y,2) \/Td/‘
S Dyz FX

Ejemplo 7.28

Calcular 1 1d f 24X 45 con S 1 1
alcular la integral de superficie _— con a
8 P ”5\/1+4x2

porcién de la superficie z = 4 — x? limitada por el plano
x + 2y =4, como se muestra en la figura

Solucion: En coordenadas rectangulares,

V1+22+28 = V1442

z+x? ” 4 x2 4 x2
— =4S = — /14 4x2dA
JL V1 + 4x? D V1+4x2

2 (2-x/2
= JJ 4dydx = 12.
0Jo

Ejemplo 7.29 (Integrando sobre YZ).

Calcular la integral de superficie JJ 2xyz dS con S la parte del plano y = x limitado por z = x? +y?,
S

como se muestra en la figura.
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Figura 7.16: Superficie S

Solucion: La superficie S solo se puede proyectar en los planos XZ o en YZ. La curva C
de la proyeccién en el plano YZ se obtiene como la intersecciéon del plano y el paraboloide:
Ciy=xnz=x*>+y> = C:z=22

Como proyectamos en YZ, entonces S: x =y y /1 +x} +x2 = V2. Luego,

” 2xyz dS = ” 2xyz (/1 +x3 +x2 dA
S D

1 p2y?
= JJ ZyZZ\/Edzdy

0J0

= 4V2/7

Ejemplo 7.30

Calcular la integral de superficie JJ z+2x+ gy dS con § la parte del plano 1Y 4% 1 situadaen
S

2 3 4
el primer octante.
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4
Solucién: Como S: z=4—2x — 3Y entonces /1 +2% +23 = V/61/3. Las variables de integracién son

x e y asi que debemos sustituir z en el integrando,

.
”Sz—i-Zx—i-4/3y s = JD(2+2x+4/3y) \1+2% +23 dA

r2 r3—3x/2 4 4 1
J (42x3y—|—2x~|—§ >gdydx

JOJO

2 (3-3x/2 1
J J 4 @ dy dx = 4V/6l.
0J0

Ejemplo 7.31

Sea a >0 yseal = ” 212 dS con S el cilindro x? +y? = a? limitado por los planos z = 0 y
S
z=h>0.

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares, S: x = \/a? —y2.

b.) Calcular I usando la parametrizacién S; : r(6,z) = acos® 1+ asen® j+z k, (8,z2) e D =
[—7/2,7/2] x [0, h].

Solucion:

a
a.) Proyectando sobre YZ, S: x = \/a? —y?. Enestecaso, /1 +x2 +x2 = —=
Y z /a2 — yz
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1 1 a
———dS =
”s a? +22 ”D a?+22 /a2 — 2 dydz

Ja % 4 Jh ——dz (Ia primera integral es impropia)
oV Y o 242 p & propia),
= lim aarcsen (E)

e—0" a

a—e 1 z
- — arctan <—>
—a+e a a

0

b.) En este caso, esta es la manera facil. Usando la parametrizacién uno-uno

1(0,z) =acos® i+asend j+zk, (6,z) € D=[-m/2,m/2] x [0,h].

e 19 =(—asenb, acosH, 0)
L4 TZ:(OI O/ 1)
or Or
o Haexaz = |l(acos®,asen®,0)| = a.

or or
00 0z

1 1
- as = L
JL a? 4 z2 ”D a? + z2

Note que usando esta parametrizacién no tenemos problemas de singularidades.

—pi/2Jo a? + z2

h_( 7t+ 71)1 ¢ h
= az (12 aarcan <)

/2 h
dzdo = J J e dzd® = marctan (2) .

Ejemplo 7.32 (Usando coordenadas esféricas).

Considere la integral de superficie I = ” InzdS con
S

S el casquete de esfera X +y?+22 =1, % <z«

o=m/3

a.) Calcular I usando coordenadas rectangulares
b.) Calcular I usando la parametrizacién (coordenadas esféricas)

S:r(0,¢) = (sen cosO, senpsenB, cosp), con (6,¢)¢c [0,2n[x[0,7/3].
c.) Calcular I usando la parametrizacién

S:r(z,0) = V1 —2z%2cost i+ 1—zzsentj+zf< con <z<1l y 0¢€l02n

N[ —
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Solucién:

a.) En coordenadas rectangulares S: z = /1 —x2—1y?, con z € [1/2,1]. Entonces la proyeccion sobre
el plano XY estd entre el origen y la circunferencia x*> +y? = 3/4. Las variables de integracién son
x e y asi que debemos sustituir z en el integrando,

Hslnzds = JDln(z)w/l—Fz%—i-z% dA
= [ rog (Vi) J1e XY A 1
=], og ( —x?—y ) + m , (pasamos a polares),

27 (+/3/4 N ) )
log(v/1— 12 dr de usamos la sustituciéon u® =1 — 1),
Jo 8l ) Vv1—12 ( )

Jo
= m(n2 —1) (laintegral es impropia, se calcula con u—0).

b.) Vamos a usar una parametrizaciéon del casquete de la esfera basada en coordenadas esféricas.
Observe que los pardmetros son 0 y ¢. En este caso, p =1.

X = sen cosB
y = sengsend r(0, @) = (sen @ cosH, sen psenB, cos ), (6,¢) € [0,2n[x[0,t/3].
Z = Cos@

El valor ¢ = 71/3 se obtiene de resolver z =1-cos @ = % Luego,
e 19 = (—sinO sin ¢, cos O sin ¢, 0)
o 1y = (cosB cos,cos @ sinf, —sin @)

or Or
° Haexa(p =seng@ >0 en [0,71/3],

Las variables de integracién son ¢ y 0, asi que debemos sustituir z en el integrando. Para resolver
la integral se hace la sustitucién u = cos ¢,

27t prt/3 27t pcos7t/3
” Inz dS = J J In(cos @)sen @ depdd = J J In(u)dudd = @ (In2 — 1)
S 0 Jo 0 N1
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c) Como S: x2+y2=1—22 con 1 <z < 1; podemos parametrizar el casquete como

A 1
r(z,0) = V1—2%2cost i+Vv1—2z?sentj+zk con Egzgl y 0¢€ [0,2n]
or Or
° &x% :H(—\/l—z2cost, —v1—2z2sent, —z)Hzl

En este caso las variables de integracién son z y 6 asi que no hay nada que sustituir en la integral,

27t 1l
” InzdS = J J In(z)-1dzd® = = (In2 — 1)
S 0 Ji2

Ejercicios

@ 7.8.1 Determine el drea de la superficie S de
ecuacion z = x> +y? que se encuentra limitada
por los planos z=4, z=1, y = x y el plano
y =0, tal y como se muestra en la figura

@7.8.2 Sea S la superficie del cono z? = x> +y? comprendida

entre z =0 y z = 1. Usando integral de superficie, calcular el
area de la superficie S.

@ 7.8.3 Calcule JJ x?> —2y +2dS donde S es la superficie
S
de la figura.
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@ 7.8.4 Sea S la porcion de superficie de ecuacién z =
4 — y? limitada por las superficies z =3, x =4, z =0
y x =y, tal y como se muestra en la figura de la derecha.

Calcular ” (2xy +z+1)dS
S

@ 7.8.5 Calcule la integral de superficie ” (x* +y? +2)dS
N

donde S es la superficie de ecuacion z = 9 — x? — y?, limitada

por el plano z = 0 tal y como se muestra en la figura a la

derecha.

@ 7.8.6 Sea E el s6lido que se muestra en la figura a la derecha

y sea S la frontera de E, es decir, S = 0E. Calcule JJ xy(z +
S

1) dS

@ 7.8.7 Calcule el area de la superficie S tal y como se muestra
en la figura a la derecha.

@ 7.8.8 Calcule el area de la superficie S tal y como se muestra
en la figura a la derecha.
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@ 7.8.9 La superficie S es el trozo del cilindro z —x? = 0
que esta limitado por los planos y =0, y =x y z =4, en
el primer octante. La Superficie S se muestra en la figura que
sigue. Calcule el area de S.

@ 7.8.10 Determine el area de la superficie S de ecuaciéon
z =x%+y? que se encuentra limitada por los planos z =1,
z=23, y=x yelplano x =0, tal y como se muestra en la
figura.

@7.8.11 Calcule el area de la superficie S tal y como se muestra
en la figura a la derecha.
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Curvas regulares

En el capitulo 4 estudiamos las curvas y sus parametrizaciones. Recordemos que una trayectoria C en R™ es
una funcién continua r: [a, b]=R™. Sila funcién vectorial r es continua en [a, b], entonces a la representacion
gréfica de r se le llama curva y decimos que esta curva esta descrita paramétricamente por r(t). Escribimos

C:r(t) con te [a,b]

e Si r(a) = r(b), la curva se dice cerrada.

e Si r es inyectiva en [a, b], la curva se dice simple. Si r es cerrada y es inyectiva en ]a, b], la curva se
dice cerrada simple. Las curvas cerradas simples se llaman curvas de Jordan.

e A r le llamamos una parametrizacion de C.

va@O

Curva Curva simple Curva cerrada Curva cerrada simple
Figura 8.1: Curvas

Curvas regulares. Decimos que la curva C es regular o ‘suave” en [a,b] si r'(t) es continua en [a,b] y r'(t) #0
para todo t € [a,b] (es decir las componentes de r no se anulan simultdneamente). También decimos
que una curva C es regular a trozos en [a, b] sies regular en cada subintervalo de alguna particién finita de [a, b].
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Ejemplo 8.1 (Curvas Orientadas).

Consideremos las curvas C; y Cp

Una parametrizacién de Cj :y=x2 Una parametrizacién de —Cy:y =
Parametro x =1 U> t= 2 Parédmetro x =1 []a t=2
Wolfram CDF Player A Wolfram CDF Player A
. r(2) = (2.4) S, ’(2) = (2.4)
- 4t o at
3 3
2 2
r(=1)=(-1,1) r(-1)=(-11)
1 1
' . '

Figura 8.2: Curvas C; y C».

Ambas curvas tienen ecuacién, en coordenadas rectangulares, y = x? con x € [—1,2]. Pero C; inicia en

A =(—1,1) y termina en B = (2,4); mientras que C; iniciaen B y terminaen A.
Para parametrizar cada curva debemos tomar en cuenta su orientacion.

e Una parametrizaciéon de C; es (tomando a x =t como pardmetro),

-
f=N
=
=
I
—
»
=
—t+
=
N
<
—
=
=
=
I

(t , t2) otambién r(t)=_ t i+ t j con te [-1,2].
— =~ — —~—
x(t)  y(t) x(t) y(t)

r(-1) = (x(-1), y(=1)) = (-1, (-1)?) = Ayr(2) = (2, 2%) =B.

e C; solo difiere de C; en la orientaciéon. Podemos usar la misma parametrizacién de C; pero
usando la notacién —C, para indicar que la orientacién estd invertida.

—Cy: r(t) = (x(1), y(t)) = (t, t3), te [-1,2].

Cambio de orientacion.

si r(t) es una parametrizacién con t € [a, b], entonces una parametrizaciéon que invierte la orientacién es
ri(t) = rla+b—1t) con t e [a,b]
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Curvas en coordenadas polares r = g(0).

Sila curva C tiene ecuaciéon r = g(6) entonces una parametrizacioén es r(t) = (g(t) cost, g(t)sent).

Parametrizar una elipse contra-relo;j.

—h 2 —k 2
b 5 ) + Y o2 ) =1 se puede parametrizar con
a

Una elipse de ecuaciéon

r(t)=(h+acost)i + (k+bsent)j con te [0,2n]

En particular la circunferencia (x — h)2 + (y —k)> = a? se puede parametrizar con

r(t) =(h+acost)i + (k+asent)j con te [0,2n]

Parametrizar una hipérbola.

En célculo, las parametrizaciones usando las funciones senh(t) y cosh(t) posiblemente sean las mejores.
En otras aplicaciones, las parametrizaciones algebraicas son las adecuadas.

(x—h)? (y—k)?

Si la ecuacién candnica es R =1, entonces son dos ramas,
ri(t) = (h+acosh(t), k+bsenh(t)), te R
r(t) = (h —acosh(t), k+bsenh(t)), te R

) . L. (y—k)? (x—h)?
Si la ecuacién candnica es —

=1, entonces son dos ramas,

b2 a?
ri(t) = (h+ asenh(t), k+ Db cosh(t)), te R
rn(t) = (h+ asenh(t), k—Db cosh(t)), te R

e Usando la parametrizaciones r; y r, para cada rama, ri(0) es el vértice respectivo y ri(t) y ri(—t)
son simétricos respecto al eje focal.

r 1 (0)
(1 % ¥

Figura 8.3: Simetria
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Parametrizar cénicas con rotacion: Varias maneras de parametrizar cénicas con rotacién se muestran en el
apéndice A .

Ejemplo 8.2

Sea C la curva de ecuacion
(x—12+(y—22%=16; z=3.

Se trata de una circunferencia en el plano z = 3, es decir, un caso particular de elipse. Una parametrizacion
es

r(t)=(14+4cost) 1+ (2+4sent)j+ 3 k, te [0,2n]
Observe que r(0) = (5,2,3) = r(2m).

— C: (x-1’+(y-2°=16;2=3
parametro t Wolfram CDF Player
g
A 4
c
_,‘(;(\
‘,LXD«'
SO
X
\IQ \-\\\
~ —2 -

A
n

Fl Facosr, 2+ 4sent.0)

Figura 8.4: Curva C.

Ejemplo 8.3

Considere la curva C = C; + Cp + C3 + C4 + C5 + C4. La curva iniciaen A = (2,0,0) y fnaliza en
B = (2,4,1). Lacurva C; es el trozo de circunferencia x? + z2 = 4 y las otras curvas son segmentos de
recta, tal y como se ve en la figura. Parametrizar C.
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CurvaC= C+Cy;+C3+Cy+ C5+Cs desde A=(2,0,0) hasta B=(2,4,1)
Wolfram CD_F Player

[ e ] Cy: ri(f) = (2cost, 0, 2sent), t€ [0,7/2] j
1 2 3 4 5 6

C1: Parametro 8 =t 2‘

k: _‘37

//
2 cost,0,2sent)
x& A

Solucién:
e (C; esun cuarto de circunferencia de radio 2, en el plano XZ. La podemos parametrizar con

Cy: ri(t) =(2cost, 0, 2sent), t € [0, /2]

e (, esunsegmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como parametro a y = t, ademaés
x(t) =0 y z(t) = 2. Una parametrizacion es

Cr:mnp(t)=(0, 1 2), te [0,2],

e (3 es un segmento de recta paralelo el eje X. Podemos tomar como pardmetro a x = t, ademas
y(t) =2 y z(t) = 2. Una parametrizacion es

Cy:n3(t)=1(t, 2, 2), te [0,2],

e (4 es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como pardmetro a z = t, ademas
y(t) =2y x(t) =2. Si te [0,2], la orientacién queda invertida, lo cual denotamos con —Cy4 en la
parametrizacion que sigue,

—Cy:rg(t)=1(2,2, 1), te [0,2]

e Cs5 es un segmento de recta paralelo el eje Y. Podemos tomar como pardmetro a y = t, ademads
x(t) =2 y z(t) = 0. Una parametrizacién es

Cs:rs5(t)=(2,10), te [2,4]

e (s es un segmento de recta paralelo el eje Z. Podemos tomar como parametro a z = t, ademas
y(t) =4 y x(t) = 2. Una parametrizacion es

Co:16(t)=(2,4,t), te [0,1]
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Ejemplo 8.4

Para las siguientes conicas, parametrice y realice la representacién gréfica

1. (x+1)2+y*>=4 2. (z—1P2—(y—22=1p

Solucion:

1. (x4 1)? +y? =4 Esla ecuacién canénica de una circunferencia en el plano xy, de centro (—1,0) y
radio 2.

Una parametrizaciéon es r(t) = (—1+2cos(t)) 1 + 2sen(t)j, t € (0,27

(z—12? (y—2)? . ‘o o
— =1 esla ecuacién canénica de una hipérbola en el plano yz, de centro (2,1).

1/2 1/2

Abre en direccion del eje z

n(t) = (2+ /12 senh(t), 1+ /12 cosh(1)), t € R
Una parametrizacion es

r(t) = (2 + \/172 senh(t), 1 — \/172 cosh(t)) ,teR

Figura 8.5: (x +1)>+y2 =4 Figura 8.6: (z—1)2—(y—2)2 =1/

Segmentos de recta. Recordemos del capitulo 4 que el segmento de recta que va de A hasta B se puede
parametrizar con

r(t)=A + t(B—A) con te [0,1].

El punto inicial es r(0) = A+0:(B—A) = A; el punto finales r(1) = A+1:(B—-A) = B.

@ Los segmentos paralelos a los ejes es mejor parametrizarlos usando x =t, y =t o z =t, segtn corresponda.
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Ejemplo 8.5

Considere la curva C = C; 4+ C2 4+ C3 tal y como se
muestra en la figura. Parametrizar C.
Solucién:
e C; es un segmento de recta sobre el eje Y por
tanto x(t) =0 y z(t) = 0. Una parametrizacion
es

ri(t)=1(0,t, 0) con te [0,3].

e (C, es un cuarto de circunferencia de radio 3,
en el plano YZ. Lo podemos parametrizar con

1r(t) = (0, 3cost, 3sent) con te [0,71/2].

e (3 esunsegmento de recta que va de (2,1,2) hasta (0,0,3). Podemos parametrizar con

r(t) = (2,1,2) +t[(0,0,3) — (2,1,2)] = (2—2t, 1—t,242t) con te [0,1]

Ejemplo 8.6

Determine una parametrizacion para C = C; + C + C3 de la figura adjunta.

Seleccione y arrastre cada pardmetro (deslizador) f
Parametros

Wolfram CDF Player

—Cy:t: Yy 0.50 z /-f; A
0 02 04 06 08 1

—Cy:t: h 4 2
2 0

—Cy:t: ¥ so00
. 4

Figura 8.7: Curva C=C;+C2+C3

Solucion: El segmento C; lo parametrizamos con la formula ri(t) = A+t-(B—A), t € [0,1]. Parael

segmento Cp podemos usar x =t como parametro y para el segmento C3 podemos usar y =t como
pardmetro. En los tres casos la orientacion queda invertida.
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—C1: () =(2,0,2)+t-[(0,2,00—(2,0,2)] = (2—2t) i+ 2tj+ (2—2t)k, te [0,1]
C: —Cy:np(t)=ti+2§, te[0,3]

—C3:m(t)=31+1tj], te (2,4]

Ejemplo 8.7

Considere las curvas C; : z = 4—x% y = 0 y C, la curva de interseccién entre las superficies
S1: z=4—x%yelplano S;: x+y = 3 en el primer octante. Determine una parametrizaciéon para C; y
C.

—Cr:ir(t)=(t, 0, 4=(3=1)1), t€ [0,2], Ca: r(t) =(t, 3—1, 4—(3—1)%), 1€ [0,2]

7z
Parametro ‘ A

3 (t, 3-t, 4—12) Wolfram CDF Player
|x=t y=t|z=t .
t: f———

4

Solucion:

—Ci:n(t) = (£,0,4—12), te [0,2]

e Sitomamosa x = t, entonces
Cr: (1)

(t,3—t,4—12), te [0,2]

e Sitomamosa y =t, entonces —Co: 1y(t) = (3—1t, t,4— (3—1)?), t € [1,3]

Ci: rl(t) = (\/4—t,0,t), t e [0,4]
—Cr:nt) = W4—-t3—vV4—-1t,t), te [0,4]

e Sitomamosa z =t, entonces
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Ejemplo 8.8

Considere la curva C de interseccién entre el plano
2x — 2y +z =2 y el cilindro y? + z> = 4. Determine
una parametrizacion para C.

(0,2cost, 2sent)
Solucion: Los puntos de C son puntos
(x(t),y(t),z(t)) en donde y(t) y z(t) estdn en
la circunferencia y2 +z? = 4, es decir, podemos poner
y(t) =2cost y z(t) =2sent.

(142 cost — sent,2cost, 2sent)

Como x(t) estd en el plano 2x — 2y + z = 2, des-
pejando: x(t) = 1 — z(t)/2 + y(t), ahora podemos
escribir

C:r(t)=(1+2cost—sent, 2cost, 2sent) con t € [0,7t/2]

Ejemplo 8.9

Considere la curva C de interseccion entre el cilindro
x> +y? =1 yel plano z =2 — x. Parametrizar C.

Solucion: Hay varias maneras de parametrizar C.
Veamos dos maneras.

e Primera manera: Los puntos de C son pun-
tos (x(t), y(t), z(t)) con x(t) y y(t) sobre la
circunfe-rencia x* + y?> = 1, por lo tanto po-
demos poner x(t) =cost y y(t) =sent. Co-
mo z(t) estd en el plano z = 2 — x, entonces
z(t) =2 —x(t).

Una parametrizacion podria ser

C: r(t) = (cost, sent, 2 —cost) con te [0,7/2]

Observe que r(0) = (1,0,1) y que r(n/2) = (0,1,2).

e Segunda manera: Ver los puntos de C con x(t) y z(t) sobrelarecta z=2—x y y(t) enelel
cilindro x* 4+ y? = 1. Una parametrizacién se podria obtener tomando a x =t como paramétro:

—C:r(t) = (t, V1—-1t%,2—1) con te [0,1]

La parametrizacién invierte la orientacion, eso lo indicamos con "—C".
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Ejercicios

@ 8.1.1 Determine una parametrizacién para cada una de las siguientes curvas.

b)
Y1242 =1

=Y

plano y=2x (1,2,0)

8.2 Longitud de una curva.

Consideremos una curva C regular y simple, parametrizada por r en [a, b]. Para calcular la longitud de C, la
idea es partir el intervalo [a,b] en n partes [a, t1] U [t1,tp] U... U [tn_1,b] y considerar una linea poligonal

inscrita en C, como se muestra en la figura.
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Figura 8.8: Longitud de arco como una integral de Riemann.

La longitud de la curva (“rectificable”) se define como el limite al cual tiende la suma de las longitudes de los
segmentos de la linea poligonal cuando [|P|| = Max(ti_1 —ti) — 0 si n — oo, es decir

n
s a}gr;o;nr(ti) —r(ti 1)l
1=
Si C es regular, por el teorema del valor medio podemos poner |[[r(ti) — r(ti—1)ll = [lt'(&)(ti — ti—1)ll con
&i €1ty ti1[ y concluir

b

Jim S0 A = | e(o)lat
i=1

a

Definicién 8.1 (Longitud de una curva).
Sea C regular, simple y parametrizada por r(t), t € [a,b]. Si ds = [[r/(t)[/dt, entonces la longitud (de
arco) de C es

s = L 1-ds = Jb llr’(t)||dt

a

Ademas, la longitud de arco no depende de la parametrizaciéon de C (ni, por tanto, de la orientacién). I

Sea C parametrizada por r(t) con t € [a,b].

Caso C: r(t) =x(t) T+y(t)]

Sir(t) =x(t) 1+y(t)j con t € [a,b] entonces

o= L ds = Jb (1) dt = jb V)2 + )2 at

a
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Caso C: y=f(x)

Si y = f(x) entonces tomando x =t tenemos

b
s = JCIIr’(t)IIdt = J 14 (f/(x))?dx

a

Caso C: r(t)=x(t) T+y(t)j+z(t)k

Sir(t)=x(t) 1+y(t)j+z(t) k con t € [a,b] entonces

b b
s=| s = | wimee= | o+ o+ mar

a a

Ejemplo 8.10

Calcular la longitud de la circunferencia de un circulo de radio a.
Solucion: La circunferencia C se puede parametrizar con

C: r(t)=acos(t) i+asen(t)j con te [0,2n].
(t) (t)
x y

r’'(t) = —asen(t) 1+ acos(t) j
S~ ~—
x/(t) y'(t)

b 27T 27T
s:J ds = J ||r/(t)||dt:J \/(asent)2+(acost)2 dt:J adt =2am
C a 0 0

Ejemplo 8.11

Calcular la longitud de la la hélice x(t) =2cos(t), y(t) =2sen(t), z(t) =t/4 con t € [0,2n].
Solucioén:

r(t) = 2cos(t) 1 + 2sen(t)j + t/4 k con t e [0,27].
N S~ ~

x(t) y(t) z(t)
r’(t) = —2sen(t) 1 + 2cos(t) j + 1/4 k
—_— ~~

x'(t) y'(t) z'(t)
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8.3

b 27T 1
J ds = J I’ (t)|dt = J \/4sen2(t) +4cos?(t) + — dt
C a 0 16

27T
65 65
L V16 4t = 2™ 16

Ejercicios
@ 8.2.1 Calcular lalongitud delacurva C: y = VX3, x € [0,44]

2
@ 8.2.2 Calcular la longitud delacurva C: x = g(y —1)%2, ye 1, 4.

@ 8.2.3 Calcular la longitud de la curva C: y? = (2x—1)?, x € [1/2, 4] (Ayuda: La curva tiene dos ramas).

@ 8.2.4 Calcular la longitud dela curva C: y =log(secx), x € [0, 7/4]

31
@ 8.2.5 Calcular la longitud dela curva C: y = % + o xe [1, 2]

@ 8.2.6 Plantear la o las integrales que dan la longitud de las siguientes curvas,

a.) b.)
4
T

Integral de linea para campos escalares.

Masa de un alambre. Consideremos un trozo de alambre delgado cuya masa varfa continuamente y tiene valor
p(x) gramos por centimetro en el punto x sobre C.

Para estimar la masa total sobre C, hacemos una particion de C : {r(to),r(t1), ..., x(tx 1)} donde r es una
parametrizacién de C.

Si Asi = [[r(tis1) —r(ty)]| centimetros, la masa del segemento que va de r(tiy1) a r(ti) es aproximadamente
p(r(ti))As; gramos y la masa total m del alambre seria
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k
ma ) p(r(ti))As
i=1

1

Esta es una suma de Riemman y por tanto podemos tomar el limite (si existe): m = J p(x) ds
C

Generalizando la formula, si As; = |[r(ti1) — r(ti)]| = |[r'(&1)]|At, entonces
k
[ res= tim 3 rirteie (e

Wolfram CDF Player

S

Wolfrém CDF Player

Wolfram CDF Player
flr)

Wolfram CDF Player

L Curva C ‘estirada’ .
lr@EnllAe

e —
lIr@EallAt

Definicién 8.2

Sea f: U CR™ — R continuay C una curva suave y simple, contenida en U y parametrizada por

r(t) con t € [a,b], entonces la integral de linea de f sobre C es
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b
J fds =j Fe)II ()] dt
C

a

Ejemplo 8.12

Sea C el arco de parabola x =y? con y € [0,v/2]. Calcular J (2x —2y* +8y) ds
C

Solucion: Usemos y =t como pardmetro,

/ o a n
PO=2 1 L
x/(t) y'(t)
Entonces ds = [[r/(t)l|dt = /[x/(t)2 + [y’/(t)12dt = /(2t)2 + 12dt

V2
J 2x —2y? +8yds = J (2t2 — 2t% + 8t)/(2t)2 + 12 dt
C 0

V2
= J 8t\/4t2 +1dt

0

7 2
= 5(4t2+1)3/2 = 52/3

0

Ejemplo 8.13

Calcular J (x2 +y%)® ds con C la circunferencia x% 4+ y2 = 4.
C

Solucion: Una parametrizacién de la circunferencia es

C: r(t) =2cost 1 + 2sent j, con te [0,2n].

Como ds = |lr/(t)]|dt = |4sen?t+4cos®t] dt = 2dt entonces

27T
J (x2+y2)5ds:J 424t = 2-4°.2m
C 0
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Ejemplo 8.14

2
Calcular J ﬁ ds con C la espira (una vuelta) de la hélice x(t) =2cos(t), y(t) =2sen(t), z(t) =
C
2t.
Solucién: Como [t/ (t)|| = |[4sen? t + 4 cos? t + 4|| = v/8, entonces
22 27 442 16v/2
———ds = | ——V8dt = /=
Jc X2 +y? ’ Jo 4 v 3
|
Ejercicios

@ 8.3.1 Calcular | xy?ds donde C es la mitad superior de la circunferencia de ecuacién x> +y2 = 16
Jc

2

@ 8.3.2 Calcular | xds donde C esel arco de pardabola C: y =x* con x € [-1,1].

JC

@ 8.3.3 Calcular Xy +z

Ny ds donde C es el segmento de recta que va de (0,0,0) a (1,1,0).
Jc 2x —

@ 8.3.4 Calcule la integral de linea
J x+y+z
cx*+yr+22

donde C es el segmento de recta que va desde A = (1,1,1)
hasta el punto B = (2,2,2), tal y como se muestra en la figura
a la derecha

@ 8.3.5 Calcule la integral de linea

J X% + 2y
c VvV33—-8z

donde C es la curva que se muestra en la figura a la derecha
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@ 8.3.6 Calcule la integral de linea
J X+y+z—2ds
C

donde C = C; + Cy + C3 + C4 es la curva que se muestra en la
tigura a la derecha

8.4 (%) Longitud de arco en coordenadas polares.

Ahora el pardmetro serd 0. Si C esta dada por r =r(0) con 6; < 6 < 0,, entonces

x(0) = 1(0)cos(0) x" = 1/(0)cos(0) —r(0)sen(0)

y(0) = r(0)sen(0) y’ = 1/(0)sen(0) + r(0) cos(0)

Longitud de arco en coordenadas polares

02
J fds= J f(x(0) cos(0),r(0) sen(G))\/[r "(0)]12+12(0) do
C 0,

Ejemplo 8.15

Calcular J X\/m ds con C la curva de ecuacién i P 0 =m/4
C
2 1 02\2 A2 42 S
(x> +1y2)2 =4(x*>—y?), x > 0. e
o
Y =—m/4

Figura 8.9: Curva C

N

Solucion: Cambiando a polares la curva queda con ecuacién r = 2,/cos(260) donde —g <0<

Ademas
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8.5

, e B 2sen(20) 2 2 4
(6 (' = @I e) = (25 ) (2eostaR)) =

7'[/4 4
J xVx2—y2ds = J 1c0s01/12cos20 — r2sen2 0 de
c cos(20)

—7/4

/4
= 8J cos20 cos0dO (sustituyendo r y simplificando).

—7t/4
/4
= SJ cos0 —2sen’0cos0d0 (sustituyendo cos20 = cos? 0 — sen’ 0)
—7/4
sen30|™* 16v2
= sen0—2 = —
3 | 3.

Integral de linea de campos vectoriales. Trabajo.

Trabajo. Si se aplica una fuerza (empuje) constante F (en la direccién del movimiento) para mover un objeto a
una distancia d en linea recta, entonces el trabajo que hace la fuerza es W = Fuerza - distancia. Si hay un
angulo 0 entre la direccién en la que se aplica la fuerza constante y la direccién del movimiento, entonces solo
la camponente de la fuerza en la direccién del desplazamiento hace algan trabajo.

Supongamos que el vector unitario Ar es la direccién del desplazamiento. Si 0 es la medida del dngulo
formado por F y Ar, entonces el escalar ||F||cos© es la componente de la fuerza (un escalar) en la direccién del
movimiento! (0 si 6 = /2 y |[Fll si 8 = 0). Luego el trabajo realizado es

W = ||F||||Ar||cos© = F - Ar

A

Figura 8.10: Trabajo.

'F se descompone como la suma de su componente ortogonal y su proyeccion ortogonal sobre Ar. Solamente la proyeccion
ortogonal es la parte de F responsable del trabajo que se efectda.
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F(z,y) = (= (seny, senz)) sobre C: (x —h)*+ (y—k)* =1
Wolfram CDF Player

al

-2 -1 0 1 2 3 4

. Figura 8.12: F(x,y, z) = —0.5(x sen y,0, —sen z) sobre C
Figura 8.11: F(x,y) = (seny, senx) sobre una curva C

Definicion 8.3 (Trabaijo).
Sea F un campo vectorial continuo sobre la curva C. Suponemos que C estd orientada, es regular y
simple. Entonces

k
W= lim ZF(ri)~Ari::JCF-dr?
IM[| =0 i=1

con [[M|| = méxi{l|Arill} y Ary =r(tiq) —r(ti), i=1,..,k

si el limite existe cuando es tomado sobre todas las particiones ordenadas r(tg), r(t1), ...r(tx+1) de C I

Para calcular el trabajo que hace una fuerza para mover una particula sobre una curva C: r(t), usamos como
r'(t)
e’ ()]

longitud de arco s como pardmetro) con 0 < s < {, entonces como dr =r'(t) dt =

vector de desplazamiento el vector unitario tangente T = . Si C esta parametrizada por r(s) (usando la

r'(t)
llx’ (2]
para calcular el trabajo sobre una curva C, se consideran pedazos muy pequerios de la curva, tan pequefios
que son, aproximadamente, segmentos de recta y la fuerza es casi constante sobre estos pedazos de tamafio
|[Tds|| = ||dr||. El trabajo hecho por F para mover la particula desde el inicio hasta el final de dr es F - dr.
Sumando todos los trabajos (pasando a la integral) obtenemos

Ilt’(t)]|dt = T ds,

W:J;(F-T)ds:JCF- dr

El escalar F - dr puede ser positivo o negativo, dependiendo de la orientacién de la curva de tal manera que lo
que calculamos es “el trabajo neto”. La funcién escalar F - T puede tener discontinuidades de primera espacie
ligadas a algtin punto esquina de C.

En la definicién anterior, C puede ser regular, cerrada y simple. En particular si C es la unién de curvas
regulares y simples Cq, Cy, ..., Cy, escribimos C = C; + Cy + ... + C;, y definimos

JF‘dr:J F~dr+J F-dr—i—m—i—J F. dr
C C1 Cs Cn
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Wolfram CDF Player

4

A‘
f(‘ F-dr = Lh_‘g)lc ; F(r(t)) - Ar;

' Curva C (estirada’) | T

Figura 8.13: Calculando el trabajo W

Si C estd parametrizada por r(t) con t € [a,b], entonces

b

. b _ r/(t) / . -
[ Far= | ) T e = | ) ro e

F(X/y) = P(xry) i+ Q(Xry)j

Sea F(x,y) = P(x,y) i+ Q(x,y)j, como dx = x'(t)dt y dy =y’(t)dt, podemos escribir

JCF- dr = Jb F(r(t)) -r'(t)dt = Jdex—i-Qdy

a a

Es decir,

b
J F-dr = J Pdx+ Qdy
C

b
= J (P(x(t),y(1)), Qx(1),y(t)) - (x'(t), y'(t)) dt

F(x,y,z) =P(x,y,z) 1+ Q(x,y,z)j + R(x,y, z) k

Si F(x,y,z) = P(x,y,2z) i+ Q(x,y,2)j + R(x,y,2) k, como dx = x'(t)dt, dy =y’(t)dt y dz = z/(t)dt,

podemos escribir

b b
J F.-dr = J F(r(t)) -v'(t)dt = J Pdx+ Qdy +Rdz
c

a

Es decir,
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b
J F-dr = J P(x(t)) dx + Q(r(t)) dy + R(x(t)) dz
C

Cuando una curva C es parametrizada por r(t) con t € [a,b], entonces inducimos una orientacién en C.
Distintas parametrizaciones pueden inducir distintas orientaciones.

Por ejemplo, en la figura se tiene la curva y = 2sen(x) con x € [0,3]. Dos parametrizaciones que inducen
orientaciones opuestas son ri(t) = (t,sent) y r(t) = (3 —t,sen(3 — t)) ambas con t € [0,3].

C C

Figura 8.14: Orientacién inducida por dos parametrizaciones.

Si rq(t) parametriza C en una direccién con vector tangente T y r(t) parametriza C en sentido contrario,
con vector tangente —T, entonces denotamos la segunda curva como —C y admitimos como vélido que

Convenio

J F- dr:—J F. dr
—C C

e Mas adelante, cuando veamos el teorema de Green, usaremos la siguiente nocién de orientacion: la curva
cerrada C estd orientada positivamente, respecto a una region D, si al movernos sobre C, la region siempre estd a
nuestra izquierda.

e Note que el trabajo W puede ser un ntimero negativo. Esto ocurre cuando la fuerza actta en contra del
desplazamiento de la particula.

e Enlaseccién 8.9, la integral J F - dr se interpreta como “la suma” de las componentes de F tangentes

a la curva. Si C es cerrada, esta integral indica cémo F tiende a circular alrededor de la curva. Esta
interpretacion es la que usamos para el teorema de Green.
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Ejemplo 8.16

Consideremos una fuerza constante F(x,y) =1 1+0j.

Calcule J F . dr si C el segmento de recta que se

YYYYYYWVY Y

C
muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x =t como pardmetro. La para- 2 X
metrizacién r(t) =t 1+ 1§, t e [0,2], parametriza a ! 2
“—C” pues r(0) = (0,1) =B y r(2) = (2,1) = A. Figura 8.15: Curva C

Es costumbre escribir, -C: r(t) =ti+ 1§, t€ [0,2]. Luego, t’(t) =11+ 0j

Como F(x,y) =11+ 0] entonces P(x,y) =1y Q(x,y) =0.

J F-dr = — N F.- dr
C J—-C
= — C(P(x(t),y(t)), Qx(t),y(t)) - (x'(t), y'(t)) dt
" 2
= (1,0)~(1,0)dt:—J1dt:—2
JO 0

Ejemplo 8.17

Sea F(x,y) = x 1+ (x+y)j. Calcule J F-drsi C

c
es la curva de ecuacién es y = x2, x € [-1,2] tal y
como se muestra en la figura.

Solucion: Usamos a x = t como pardmetro. La
parametrizacion r(t) = ti+ t’§, t € [-1,2],
parametriza a “—C” pues r(—1) = (—-1,1) = B y
r(2) =(2,4) = A.

Es costumbre escribir,

—C: r(t):ti+t2j, te [-1,2].

Figura 8.16: Curva C

Luegor/(t) =114 2tj
Como F(x,y) =x1+ (x+y)j entonces P(x,y) =xy Q(x,y) =x+v.
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JF-drz
c

(t, t+t2)- (1, 2t) dt

(t+2t2+2t%) dt = 15
-1

Ejemplo 8.18

XZ 2
L
4 9

Entonces,

J yzdx + x2dy
C

Calcular J y?dx +x*dy donde C es la elipse
C
1.

Solucion: Podemos usar la parametrizacién

—C: r(0) =2cos0 i+3sen® j con 6 € [0,2m].

Como F(x,y) = (y?,x?) entonces P =y y Q = x>

Figura 8.17: Curva C.

= J F-dr
C

27T
= —J (9sen?0, 4cos®0) - (—2senB, 3cos0) do
0

27T
= J —18sen®0 +12¢cos>0d0 = 0 ( Usar: cos’0 = (1 —sen?0)cos0.)
0

Ejemplo 8.19

Sea F(x,y) = (y% x?).

Calcule J F. dr donde C esla curva de la figura 8.18 .
C
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Solucion: Parametrizamos C,

Ci : n(t)=(t,0) con te [0,1]
C, : rn(t)=(1,t) con te [0,1]

—C3 : n(t)=(t,t3) con te [0,1]

<Y

Figura 8.18: Curva C = C; U C, U Cs.

A
J yldx +x3dy = yzdx-l-xzdy-l-J
C

y2dx +x*dy —J y2dx +x*dy
JCq C,

—C;
rl

= (0,t2) - (1,0) dt+J
JO 0

1 1

(t2,1)-(0,1) dt — J (t%,t2) - (1,2t) dt
0
rl

1 1
= Odt—i—J 1dt—J[t4—|—2t3]dt:2.
Jo 0 0 10

Ejemplo 8.20

Calcular J F- dr si C=0C)+Cy
C z

N x? x n X ~
B(xy z) = 2xInlyz) (=5 ) j( - +22) k

y C la curva de la figura.

(0,t,1)°
Figura 8.19: Curva C = C; U C,.

Solucién:
—C1: r(t)=1(0,t,1) con te [1,3],

Cy: rz(t) :(O,I,t) con te [1,2].
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Luego

3 2
J F.dr = J F.-dr + J F-dr = —J F(ri(t)) - r{(t)dt + J F(rp(t)) - r5(t) dt
c C C, 1 1
3 2
_ J F(0,t,1)-r/(t) dt + J F(0,1,1) - r(t) dt
1 1
3 2
_ —J (0,-5,2) - (0,1,0) dt + J (0,5,2t) - (0,0,1) dt
1 1

2

3
= —J 0+ (=5)-1+0] dt + J 0+0+(2t)-1]dt = 13
1 1

Ejemplo 8.21

Sea F(x,y,z2) = (x+y) i+(y—2z) j+ (x+2) k y sea C la curva de la figura 8.20 . Calcular J F. dr.
C

Solucion: Primero parametrizamos C.

Cy se puede parametrizar usando la férmula para el segmento de recta que va desde A; = (1,2,0) hasta
A, = (0,4,2), es decir,

Ci: ) =A14+t(Ap—A)=(1—-t) i+(2+2t)j+2tk con te [0,1].

C, se puede parametrizar tomando z = t.

Figura 8.20: Curva C

{ Cr:rnt) = (1—-t) i+@2+2t)j+2tk te[0,1],

C2 : rZ(t) = (01 tzlt)/ te [0/2]1 rZ(O) = (01 Ol O) y 1'2(2) = AZ-
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JF-dr = F-er F- dr
C JCy G

= [ Fm0) -0 at - j F(ra(t)) - r)(t) dt

1
= | B34+t2,1+1t)-(—1,2,2)dt — J (t%, 2 —t,t)- (0,2t,1) dt

Jo 0
rl 2 23
= | (t+3)dt— J (t—2t+2¢%) dt = —=
Jo 0 6
|
Ejemplo 8.22
Sea F(x,y,z) = (z+cosx) 1+ (2z+ xcosx)j + x k.
Calcular | F- drsi C=Cy+ Cy + C3, tal y como se
C
muestra en la figura de la derecha.
Solucion: Una parametrizaciéon para C es
~Ciin(t) =(2,1,t), te [0,2]
Figura 8.21
C: _C2 : rZ(t) = (t/ 1/ 0)/ te [0/2]
—C3:13(t) = (0,¢,0), t € [0,1]
Asi
2 2 1
J F-dr = —| (t+cos(2), 2t+2cos(2), 2) - r{(t) dt—J (cost, tcost, t) - rj(t) dt—J (t,0,0) - ri(t)dt
C JO 0 0
2 2 1
= —| (t+cos(2), 2t +2cos(2), 2)-(0,0,1) dt—J' (cost, tcost, t)-(1,0,0) dt—J (t,0,0) - (0,1,0)dt
JO 0 0
f‘2 2
= —| 2dt fJ costdt—0 = —2t — sent|y = —4 —sen(2)
JO 0
|
Ejercicios

@ 8.5.1 Calcule I = J X dx—|—3y2 dy+ 2z dz. Lacurva C es el semento de recta que vade P(1,1,0), aQ(1,2,2).
C
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@ 8.5.2 Calcule I = J xdx +y?dy. Lacurva C=C,UC; es
C

la curva que aparece en la figura.

1 2
Figura 8.22: Curva C

3

@ 8.5.3 Calcule I = J xdx+zdy+ dz. Lacurva C=CiUC,
C
es la curva que aparece en la figura; C; es un trozo de la

circunferencia x> +y> = 1 y C, es el segmento que va de
(0,1,0) a B = (2,2,3).

@854 CalcularJ F-dr, F(x,y) =xi—yj, C1: (x—3)?+y% =
C
1 donde C = C; U Co».

=Y

(x=3)+y*=1 (3,-1)
rp
@ 8.5.5 Calcule JC xdy —ydxdonde C =C,UCy (11
(y—1)2+x2=1
Y
@ 8.5.6 Calcule la integral J F-drdonde C = CiUCLUC3, ¥y ' Ayt =4
C
ademas F(x, y) = (2y + V9 +x3)i + (5x + e¥rctany)j VCl Cs
Y
G
e
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8.6

@ 8.5.7 Calcule J x*z dx—yx* dy + 3xzdz donde C = C; U
C
C2 U C3 (tigura de la derecha).

@ 8.5.8 Considere el campo de fuerzas
F(x,y,z) = 4xe? i+ ycos(z) j + 2x%e* k.

Sea C la curva de la figura a la derecha. Calcule J F. dr.
C

Campos conservativos. Independencia de la trayectoria.

Una condicién para que la integral de linea no dependa de la trayectoria que unea A con B es que exista ¢
tal que F= Vo con ¢ € Cl. En este caso podemos calcular la integral de linea usando cualquier camino que
una A con B o también, usando el Teorema Fundamental para la integral de linea.

Definicion 8.4
Un conjunto D C R™ se dice conexo si todo par de puntos de D se pueden unir con una curva regular a
trozos contenida en D. Es decir, D es de “una sola pieza”.

Un conjunto D C R™ abierto y conexo se dice simplemente conexo si toda curva cerrada simple C en

D, encierra una region que esta también en D. Es decir, los conjuntos simplemente conexos no tienen
“agujeros”.

A con B estd contenido en D, es decir, {A +t(B—A): te [0,1]} C D.

Un conjunto D C R™ se dice convexo si para todo par de puntos A,B € D, el segmento de recta que une I

S == S -

D es simplemente conexo, pero no convexo D es conexo pero no simplemente conexo D es convexo
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Definicion 8.5
Sea F un campo vectorial definido sobre un conjunto abierto U. Si ¢ es una funcién diferenciable
sobre U tal que F = V@, decimos que ¢ es una funcion potencial de F. También decimos que F es
conservativo. I

Si U es conexoy F conservativo, las funciones potenciales de F son iguales salvo constantes. También se
puede mostrar que si F = (P, Q) ysi Py # Q, entonces F no es conservativo (no tiene funciéon potencial). La
condicion Py = Qy es solo necesaria para que F sea conservativo. La condicién es necesaria y suficiente si U es

simplemente conexo®.

Teorema 8.1 (Test de derivadas mixtas).

Sea F=P i+ Q j esdeclase C! en un conjunto simplemente conexo D del plano. Decimos que F es
conservativo sii

oP  0Q

dy  ox

Sea F=P i+ Q j+R k esdeclase C! en un conjunto simplemente conexo D del espacio. Decimos
que F es conservativo sii

% _2Q 9 R 2Q 2R

dy  ox’ 2z ox’ dz dy

Teorema 8.2 (Teorema Fundamental para integrales de linea).

Sea @ : D C R™ — R una funcién de clase C! donde D es conexo y abierto. Sea C una curva regular a
trozos en D parametrizada por r ysean A =r(a) y B =r(b); se tiene

L Ve dr= o(B) — o(A)

Teorema 8.3 (Campos conservativos).

Sea D simplemente conexo. Sea C una curva orientada y simple contenida en D y parametrizada por r.
Suponemos que C iniciaen A y termina en B. Sea F un campo definido en D.

2Un conjunto D es simplemente conexo si cualquier curva cerrada contenida en D tiene todo su interior contenido en D, es decir, si

estd formado por una sola pieza y no contiene “agujeros” (un punto cuenta como un agujero).
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e F es conservativo <= existe ¢ declase C! tal que F = V¢, sobre D.
e Si F es conservativo, existe ¢ de clase C! tal que J F- dr=¢(B)— ¢(A)
C

e (Independencia del camino) Si F es conservativo, J F- dr :J F. dr donde C’ es cualquier curva,
C c’

contenida en D, regular a trozos y que vade A a B.

e F es conservativo <= J F - dr = 0 para cualquier curva cerrada simple C contenidaen D.
C

Observe quesi | F- dr =0 para alguna curva cerrada simple C, esto no significa que F sea conservativo. El

C
la parte 3. del ejemplo 8.5 tenemos un campo con integral nula sobre una elipse pero que no es conservativo.

Ejemplo 8.23

2 2
Sea F(x,y,z) = (2xIn(yz) —5ye*) 1+ <7; — 5ex> j+ <); + 22> k ysea C una curva simple que une

A =(2,2,1) con B =(3,1,e). Calcule J F- dr.
C

Solucién: F es de clase C! enla regiéon D ={(x,y,z): x >0, y >0, z > 0}. Esta region es simplemente
conexa.

El campo es conservativo en esta regién pues,

oP 0 oP
— =—5e"+2x/y = —Q, — =2x/z

__OR @_O_OR
oy 0x 0z B

T 0z Ty

Luego, podemos calcular la integral de linea usando un camino C’ en D que una A con B o también
podemos calcular una funcién potencial ¢ y usar el teorema fundamental para integrales de linea.

En este caso vamos a calcular la integral usando una funcién potencial ¢ . Como V¢ = F entonces
Ox=P, oy =Q y ¢ =R

©x = 2xIn(yz) —5ye* =  @(x,y,z) = | 2xIn(yz) — 5ye* dx = x*>In(yz) — 5ye* + K;(y, z).

2 )
Py = x5—56X =  o(xy,z) = %—Se"dy = x*Iny — 5ye* + Ky(x, z).

2 r 2
0, = %4_22 =  oxy,z) = X;—i—szz:lenz—i—zZ—i—Ks(X,y)'
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Observemos que x?Iny + x?Inz = x?In(yz). Recolectando primitivas podemos adivinar que

o(x,y,z) =x*In(yz) — 5ye* + 22 + K

lo cual podemos aceptar después de verificar que @x =P, ¢y =Q, y @, = R. Finalmente,

J F-dr= ¢(B) — @(A) = —5e% + 11e* + 8 — 4log(2) ~ —13.9207.
C

Ejemplo 8.24

Considere el campo de fuerzas F(x,y,z) = 4xe* i+cos(y) j+ (2,0,4) Z

2x%e* k. Sea C la curva de la figura. Calcule J F. dr.

C
Solucién: F es de clase C! sobre D = R3 que es simple-
mente conexa. Dichosamente no tenemos que integrar sobre la
curva C pues F es conservativo. En efecto

0P _,_09Q P _, . OR Q _,_0R

también usando un camino C’.

Primer Manera: Con un camino C’ que inicia en (2,0,4) y
termina en (0,0,0). El camino que hemos escogido se ve en la (2.0.4)
figura. ‘

—C; : ri(t)=(t,0,4) con te [0,2]

—Cy : 1(t)=1(0,0,t) con te [0,4]

J F-dr = J F-dr—f—J F- dr
Cc’ Cy Cy

r2 4

= —| F(t,0,4) - r{(t) dt—J F(0,0,t) - r5(t) dt

JO 0

r2 4

= —| (4e*t,1,2¢*?)-(1,0,0)dt — J (0,1,0) - (0,0,1) dt
JO 0

r2
= — | 4te*dt = —8e*.
JO

eV - 7 — A7 y
dy ox" 0z 0x 0z oy Figura 8.23: Curva C.

En este ejemplo vamos a calcular la integral de dos maneras distintas: usando una funcién potencial y

—(0,0,%)
Cy

Figura 8.24: Curva C' = C; U Cy.
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Segunda Manera: Con una funcién potencial.

Finalmente, J F- dr=¢(0,0,0)— ¢(2,0,4) = —8e*.
C

« vz "o V2 . - X . .
@ La condicién “simplemente conexo” para que F sea conservativo. Sea F(x,y) = ( Y 2) definido

X2 +y2 2ty
en R? —{(0,0)}. Se verifica que Py, = Qx pero

J F.-dr=2n si C eslacircunferencia x>+ yz =1,
c
lo cual indica que F no tiene funcién potencial.

. . . _y X 3
L d Fix,y,z) = ——, ——, 0 R°> —{(0,0,0
0 mismo pasa si consideramos F(x,y, z) <x2 T A ) para {( )}

El problema en principio es que se requiere que F esté definido en una regién simplemente conexa, pero la
explicacion detallada de este fenomeno con el campo F es una cuestion topoldgica que tiene que ver con homotopias.
Un articulo sencillo de leer sobre esto, lo puede encontrar en V. Pati, “How Topology Governs Analysis

http://www.isibang.ac.in/~statmath/stinc/database/notes/puncturedplane.pdf

Ejercicios
@ 8.6.1 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (2xy + 23)i +x%j +3x2% k .

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Hallar una funcién potencial de F.

.
Px = 4xer = @(xy,z) = |4xe® dx = 2x%e” +Ki(y,z),
r
@y = cos(y) = o(x,y,z) = |cosy dy =seny + Ky(x,z), = ¢(x,y,z) =2x%e* +seny + C
r
P = 2x%¢* = o@(x,y,z) = | 2x%e* dz = 2x°e” + Kz(x, y).

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (1,1,1) hasta

(1,1,2).

@ 8.6.2 Sea F un campo de fuerzas tal que F(x, y, z) = (yz—y> +2xz)i + (xz — 2xy)j + (xy + x?) k.

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.
b.) Hallar una funcién potencial de F.

c.) Determinar el trabajo realizado para desplazar un cuerpo en este campo desde la posicién (0, 1,0) hasta

(—1,-1,0).
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1 -
@ 8.6.3 Sea F(x,y,z) = (2x +5) i+ (3y?) j+ 2 k
y C la trayectoria que va de A = (0,1,1) hasta
B =(1,0,1) de acuerdo a la figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservati-
vo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utilizando
C
una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F . dr, sin usar
C
una funcién potencial.

@ 8.6.4 Sea F definido por
F(x,y,z) = (yz+ycos(xy)) 1+(xz+xcos(xy)) j+xy k

y C la trayectoria que va de A hasta B de acuerdo a
la figura de la derecha.
a.) Verifique que el campo vectorial F es conservati-
vo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utilizando
C
una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F - drsin usar una
C
funcién potencial.

@ 8.6.5 Sea F definido por
F(x,y,z) =xi—yj+zk

y C=C; + Cy + C3 + C4 la curva que se muestra en
la figura de la derecha.

a.) Verifique que el campo vectorial F es conservati-
vo.

b.) Calcule la integral de linea J F - dr utilizando
C
una funcién potencial.

c.) Calcule la integral de linea J F - drsin usar una
C
funcién potencial.
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@ 8.6.6 Sea F un campo de fuerzas tal que z

1 1
F(x, y, z) = <y cos(xy) + 1 x cos(xy), z—i—l) .

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Calcule la integral de lineaJ F. dr
C

@ 8.6.7 Sea F un campo de fuerzas tal que

F(x, y, z) = —(2x+3x%2%) i — (2y +3y%2*) j — (2°z + 4y%2) k

a.) Demostrar que F es un campo de fuerzas conservativo.

b.) Calcule la integral de lmeaJ F. dr
C

2

@ 8.6.8 Considere el campo vectorial F(x,y,z) = (yz* —senxsen(m —y), xz

C la curva que une los puntos (7,0,0) con (0,7,0), como se ve en la figura
a.) Verifique que F es conservativo.

— cos(m —y) cosx, 2xyz) y sea

Z

b.) Calcule J F - dr usando una funcién potencial.
C

X2 4+y? x2+y

@ 8.6.9 Sea F(x,y) = ( 2) definido en R? —{(0,0)}. Verifique que P, = Qx pero que sin

embargo, J F-dr=2n si C eslacircunferencia x>+ y2 =1.
C
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@ 8.6.10 Considere la curva orientada C y la superficie
S tal y como se muestran en la figura a la derecha. La
curva C es la unién de dos curvas: C = C; + C, y la su-
perficie S: y?> = x—1 esté limitada por el plano S; : y+z = 2.

Sea F(x,y,z) = cosx senz i+5 j+ cosz senx k.

a.) Calcular la longitud de C,
b.) Calcular ” F-NdS
S

c.) Calcular J F. dr
C

d.) Calcule el drea de la superficie S

Figura 8.25: Curva C =C; + Cy y
superficie S

8.7 Teorema de Green (en el plano).

El siguiente teorema, llamado “Teorema de Green en el plano”, aplica para regiones planas limitadas por curvas

cerradas y simples, regulares a trozos. Una idea intuitiva, en términos de “circulacién”, se puede ver en la
seccion 8.9 .

Teorema 8.4 (Teorema de Green en el plano).

Sean P y Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto abierto S del plano XY. Sea C
una curva simple cerrada regular a trozos y sea D la regién encerrada por C (es decir, C =0D).Si D
estd contenida en S, se tiene la identidad

9Q  oP
Pdx + Qdy = JJ — — —dA
?Fc Qdy p Ox 0dy

donde C esrecorrida en sentido contrario a las agujas del relo;.

e Intuitivamente, C es recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj si al caminar a lo largo de C la regiéon
D estd siempre a la izquierda. Notar que C = 0D indica que C es la frontera de D.
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Ejemplo 8.25

Calcular J y2dx +x?dy si C eslacurvadela figura.
C

Solucion:

En este caso, P(x,y) =y?> y Q(x,y) =x* Como

se cumplen las condiciones del teorema de Green

entonces, ‘
Cl 0.5 1 X
Figura 8.26: Curva C = C; U C, U Ca.
([ O oP
J Wdx +x2dy = J 0Q _Pya
C Jlp ox  dy

r1 px?

= J 2x — 2y dy dx
Jo Jo
rl

= 2% —xtdx = 3
Jo 10

Ejemplo 8.26

Calcular J (x +y)dx + (3x +arctany) dy si C es

C
la curva de la figura.

Solucion: En  este ejemplo, P(x,y)=x+y vy

Q(x,y) =3x +arctan(y). Como se cumplen las
condiciones del teorema de Green, entonces
([ O oP
JC(ery)dx + (3x+arctany)dy = JD a—(j — @
1
= 3—1dydx
J—1Jx2-1
1
= 5—3x—2x2dx:%
J1 3
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Ejemplo 8.27

Calcular J (x + arcsenx)dx + (2x +In(y?—3)) dy

C
si C esla curva de la figura.

Solucion: En este ejemplo, P(x,y) =x + arcsenx y
Q(x,y) = 2x + In(y? — 3). Como se cumplen las con-
diciones del teorema de Green podemos poner

J(x+arcsenx)dx+(2x+ln(y2—3))dy — J X _ " dA
C D

J

Ejercicios

@ 8.7.1 Sea F un campo vectorial dado por
Fix,y) = (x+y) i—(x*+y?) j. Lacurva C esla
frontera del trapecio limitado por las curvas y = 0,
x =1, x =3y y = x como se muestra en la figura.

1. Calcular la integral J F - dr usando el teorema
C

de Green.

2. Calcular la integral J F. dr sin utilizar el
C
teorema de Green.
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@ 8.7.2 Considere el campo vectorial Y
F(x,y) =x 1+ (x +y?)j.

Calcular | F- dr donde C = C; + C; tal y como se

C
muestra en la figura a la derecha.

@ 8.7.3 Considere el campo vectorial

F(x,y,2z) =y i+x%j

Calcule la integral de linea J F - dr donde C es la curva que se

muestra en la figura a la derecha

@ 8.7.4 Calculela integralJ F-drdonde C = CiUCLUC3, vy

C
yF(X, U) = (XUZ + \/m)l + (yXZ —yeseny)]' C
Y
|

Cs

@ 8.7.5 Calcule J (4y + arctan(x/5) dx + (x* + In(y + 1)) dy

donde C es el camino representado en la figura a la derecha.

8.8 Area como una integral de linea.

Si P(x,y) = 0y Q(x,y) = x entonces Qx — Py = 1, aplicando el teorema de Green (si se cumplen las
condiciones) obtenemos otra manera para calcular el d&rea de Ap siendo la frontera de la regién D una curva
orientada contra-relo;j.

E{; 0dx + xdy :” 1dA = Ap
C D
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Lo cual puede ser conveniente si la integral de linea no ofrece gran dificultad.

Teorema 8.5

Si D es una region plana limitada por una curva C, cerrada simple, regular a trozos y orientada contra-
reloj, entonces el drea de D viene dada por

Ap =ﬁ; xdy
C

Ejemplo 8.28
2 2

Calcular el 4rea de la regién encerrada por la elipse % + % =1

Solucion: Parametrizamos la elipse con r(t) = acost i+ bsent j con t € [0,2n[. Esta parametrizacién
orienta la elipse contra-reloj. En este caso, x = acost mientras que y =bsent y dy = bcostdt,

27T
AD:J x dy :J acost-bcostdt = mab.
C 0

Ejemplo 8.29 (Area de un poligono simple).

Verifique que el drea de un poligono simple de n vértices {(xo,Yo), ., (Xn—1,Yn—1)} €s

1
A nZ (Xk+1 + X)) (Y41 — Yx)

2

k=0

Asumimos que (X, Yo) = (Xn, Yn)-

NI
&

Solucion: El drea del poligono es, por el teorema de Green en el plano,

AP:§ xdy = ” 1dA
C D
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Aqui C =Cy + Cy+ ...+ Ci_1 y cada segmento C; esta parametrizado por

ri(t) = ((xx41 —xk) t+ %k, (Y41 —Yx)t+yx) con te [0,1],

entonces,
-1 -1
_ X % (et %) (Y — Y
Ap = CXdy =) - (Y1 —yi) (e —xd) t+xad dt = ) >
k=0"*1 k=0

8.9 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio).

Rotacional de un campo vectorial. Sea F = (P, Q, R) entonces ¢! rotacional de F es

ij k
RotF = '(3% % % = (Ry - QZ/ Pz - Rx, QX —Py)
P Q R

El gradiente, la divergencia y el rotacional se puede expresar en términos del operador “nabla”,

0 0 0
V‘(ay' oy’ ay)

Este operador lo aplicamos como si fuera un vector. De esta manera,

0 0 0 of of oOf
f - N/ A 7 A f - A AL AL
v <6y oy ay> <ay dy ay)
0 0 0 oP 09Q  OR
-F = —, — P R = — 4+ —4+ —
v (ay' ay’ ay)( /QR) ox dy Tz
0o 0 0
VxF = @, @, @ X (P/QIR) = (Ry _QZ/ PZ_RX/ QX_PU)

Circulacion y vorticidad. La “vorticidad” es la tendencia de un fluido que se mueve a girar un objeto que es

arrastrado por este fluido.
rotF I F \L
1 OS>
<<=
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La “circulacién” es el movimiento total del fluido a medida que viaja a lo y F o z=c
largo de una curva. La circulacién de un fluido sobre una circunferencia %3 \
C en un plano z = ¢ se mide con la componente tangencial de F, es g

deci id F.T donde T= (1 M= OO0 \
eClrI, Se mide con . onae = .

(0] \M—I/—X
o~ d

El “movimiento total” del fluido sobre C se obtiene integrando respecto a la longitud de arco,

F-Tds = J F. dr

circulaciéon = J
C

C

Si la circunferenciaes C: r(t) = (a+rcost) i+ (a—i—rsent)j—i-clA( con t € [0,27] ysi F(x,y,z) = (—ky,0,0),
entonces RotF = (0,0,k) y

circulaciéon = J F-dr = krr> = RotF-N, A

c circulo
Sobre un cuadrado tenemos algo parecido. Sea C la frontera de un y ”
cuadrado, orientada contrareloj, en el plano z = c. Supongamos que b+s - SN
cada uno de sus lados miden L y que estos lados son paralelos a los X
ejes. Como antes F = (—ky,0,0). En este caso, F- T = 0 en loa lados
paralelos al eje Y, Enellado de arriba (y = b+L) la velocidad tangencial bl
es k(b + L) yellado de abajo (y = b) la velocidad tangencial es —kb; —kb F
por lo tanto,

circulacién = k(b + L)L —kbL =kL* = RotF-N; A_,adrado

Con un (buen poco) de esfuerzo, podemos calcular la circulacién de F a através de la frontera de rectdngulos en
los otros planos y generalizar este comportamiento local para llegar a la conclusién de que si S; es una superficie
orientada, entonces

circulacibon de F atravésde 0S; = Fluyjode RotF atravésde S

J F-Tds = ” RotF-NdS = ” “circulacién microscépica de F” dA
N S D

Orientacion positiva de C = 0S; respecto a N. El teorema de Stokes (o de Green el el espacio) requiere que
la curva esté orientada “positivamente”, esto significa que la orientacién de la curva debe ser tal que gire
contra-reloj respecto al vector normal unitario N.

LTI Ty

P [N

g \

Figura 8.27: Orientacién positiva de C respectoa N.
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Teorema 8.6 (Teorema de Stokes).

Sea S; una superficie orientable, regular a trozos y limitada por una curva C = 9S;, cerrada y regular
a trozos. Si F = (P,Q,R) es de clase C! sobre S; y si N (el vector normal unitario) es elegido de tal
manera que C tiene orientacion positiva, entonces

J F.-dr = JJ RotF-NdS
C S1

El teorema de Stokes se puede extender a dos o més curvas cerradas.

Ejemplo 8.30

Sea S la superficie de ecuacion z =2 tal y como se muestra en la
figura. La curva C esla fronterade S. Si F(x,y,z) =3y i—xz j+
2k
yz° K,
a.) Calcular J F- dr con la definiciéon de integral de linea.
C

b.) Utilice el Teorema de Stokes para calcular J F- dr.
C

Solucion: Una parametrizacién para C es

r(t) =2cost 1 4 2sent j+_2 k, te [0,2n

= (3-2sent,—(2cost)(2), (2 sent)(Z)z) - (—2sent,2cost,0)dt

= —12sen’t — 8cos’ tdt = —20m

b.) La superficiees S: z =2 y la proyeccion es el circulo x* + y*> = 4. El vector N se debe tomar de

e e B
I(—2zx, —2zy, DIl (0,0,1).

acuerdo a la regla de la mano derecha: N =

Luego, RotF = (x + 2%, 0, —3 — z). Entonces,



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.9 Teorema de Stokes (Teorema de Green en el espacio). (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 413

J F.dr = JRotFNdS - H (x +22,0,—-3 —z)-(0,0,1) dA = ” —3-—zdA
C JJS R

Xy RXH

= J —5dA, pues S:z=2
Ry

P27t 2
= J —5rdrd6 = —207
Jo Jo

Ejemplo 8.31

Utilice el teorema de Stokes para calcular J F - dr donde
C

F(x,y,z) = 3yi—xzj+yz2k y C esla curva de interseccién
entre el paraboloide 2z = x? +y? y el plano z =2, tal y como se
muestra en la figura.

Solucion: La curva es borde de dos superficies, el plano
z = 2 y también del paraboloide 2z = x> + y2. ;Cuél superficie
escoget, el paraboloide o el plano?.

De acuerdo al Teorema de Stokes, se puede escoger cualquiera de las dos. La més simple es el plano
z=2.51S:2z—-2=0 entonces N = +(0,0,1). ;Cudl signo se escoge?.

Las integrales J F-dry ” RotF - N dS tienen el mismo valor si N se escoge de acuerdo a la regla de
C S

la mano derecha (sino, difieren en el signo), en este caso particular y de acuerdo a la orientacién de C, el
que se debe escogeres N = (0,0,1).

JF-dr = J RotF - N dS
C JIs,

= J (22 +x,0, —z—3)-(0,0,1) dA,
JJry

Y

r27C (2 27 2 5
= J (—z—3)rdrdd = J J (—2—3)rdrdo = —100]|," = —20m.
JO 0 0 0

Ejemplo 8.32

Calcular J F- dr si F(x,y,z) = (yz,%x,2%). C es la frontera de la superficie S1 :y = x2 + 1 limitada
C
porlos planos z=5—1y y z =0, como se ve en la figura.
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— N

Solucion: Vamos a resolver el problema de dos maneras: Proyectando S; sobre XZ y proyectando S;
sobre YZ.

Proyectando S, sobre el plano XZ. Como S; : y = 1+ x?, un vector normal es Ni(x,y,z) =
+(—yx,1,—yz). El normal adecuado es Ni(x,y,z) = (yx,—1,yz) = (2x,—1,0). En la figura aparece
el vector N1(1,2,2) = (2,—1,0). RotF=(0,y,1—2z).

J F.-dr = J RotF - N dS
C J Sl
2 pV4—x2
= J (0,y,1—12)-(2x,—1,0) dzdx
Jo Jo
r2 pV4—x2 2 rV4—x2
= J —ydzdx = J J —x? —1dzdx = —48/5.
Jo Jo 0Jo
Proyectando S; sobre el plano YZ. Como 81 : x = 4/T—y, un vector normal es Ni(x,y,z) =
+(1, —xy, —x;). El normal adecuado es N1(x,y,z < ) RotF = (0,y,1—2z).
J F-dr = J RotF - N dS
C J Sl

5 r5—y -1
— (0, ,1—Z)- (1,,0>dz,d
h L Y 2y —1 Y

dzdy = —48/5.

5 r5—y y
B UIJO 2y —1
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Ejemplo 8.33

Sea S1:y=4-— x2 — 2% enel primer octante y C = 0S;.

Calcular J F- dr si F(x,y,z) = (xy,z,y)
C

Solucién: La ecuacién de la superficie S; es y =4 —x2 —22.

Vamos a proyectar sobre el plano XZ. El vector normal
adecuado para que se cumpla la identidad del teorema de
Stokes es N1(x,y,z) = (—yx, 1,—y.) = (2x,1,2z). Para ver
esto, tome un punto de la superficie S, digamos (1,2,1). En X
este caso Ni(1,2,1) = (2,1,2). Al trasladarlo a la superficie, Si:y=4-x*-7 Y
vemos que es el vector adecuado. Figura 8.28: Curva C.

e RotF =(0,0,—x).

JF-dr = J RotF - N dS
C Sy

= J (0,0,—x) - (2x,1,2z) dz dx
JJp

r2 4—x
= J —2xz dzdx = —4.
0

Ejemplo 8.34

Sea Q el solido limitado poTr[ las superficies leﬁ Sy : 2z = sen(zy)
S1 : z=sen(xy), Sy : x=3z ySs i y=x.

Calcule J F-drsi F=(z x, x) yCesla

C
frontera de la superficie S;.

T =17/2

/2
Solucion: Como S; : z = sen(xy), entonces Ni(x,y,z) = (—ycos(xy), —x/cos(xy), 1). Tomamos un
punto de la superficie, digamos (1,1,sen(1)), en la figura de arriba se muestra la traslacién del vector
Ni1(1,1,sen(1)); se nota que la curva C no estd orientada positivamente, asi que debemos tomar
N = (ycos(xy), xcos(xy), —1).

Ahora, RotF = (0,0,1); proyectamos sobre el plano XY, la regiéon de integracion es el triangulo 0 < x <
/2y 0<y <x.
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JF-dr = J RotF - N dS
C JJs,
rTt/2ex
= T (0,0,1) - (ycos(xy), xcos(xy), —1) dydx
Jo Jo
r7C/ 20X 2
= T dydx = &
Jo Jo 8

Ejemplo 8.35

Sea F(x,y,z) = (x+y, 2x —z, y+2z) y S; la porcién
del plano 3x + 2y +z = 6 en el primer octante. Sea C

la frontera de la superficie S;. Calcular J F. dr.
C

Solucion: La ecuacién de la superficie S; es

z = 6 — 3x — 2y. La curva estd orientada
a favor de reloj respecto al vector normal
N1 = (—zx,—2zy,1) = (3,2,1), como se ve en

la figura, por lo tanto debemos usar el vector
N1 = (zx,zy,—1) = (3,2, —1). Recordemos que no
necesitamos hacerlo unitario por la cancelacién de normas
en la integral de superficie.

e RotF = (2,0,1).

JF-dr = JJ RotF-N dS
C

= ” (2,0,1) —2,—1) dydx
2 (3-3/2x

= —J J 7dydx = —21.
0Jo
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Ejercicios

@8.9.1 Calcule J F- dr donde C es el camino que se representa

C
en la figura ala derecha y ademas F es el campo de fuerzas:
Fix, y, z) =x%i +4xy®j +xy? k .

@ 8.9.2 Considere el campo de fuerzas

F(x, y, z) = zzy cos(xy)i + 22x(1+ cos(xy))j + 2sen(xy) k.

Calcule J F. drsi C esel camino que se indica en la figura a

C
la derecha.

@ 8.9.3 Usando el Teorema de Stokes calcule la integral J F-dr
C
donde F(x, y, z) = xyi +yzj +xzk y C eselcamino

indicado en la figura a la derecha.

@ 8.9.4 Sea F(x,y,z) =—y 1+zj+(x+2) k. Use el teorema

de Stokes para calcular J F - dr donde C esla curva dela
C
tigura que sigue.

@895 SeaF(x,y,z) =2yz 1—4x j—3zz k, ysea C = C1+Co+
C; la curva que se obtiene al intersecar la superficie z = 4 — x2
con el plano y + z = 6, tal y como se muestra en la figura.
a.) Calcular J F. dr
Cy

b.) Calcular J F. dr
c
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@ 8.9.6 Plantee las integrales necesarias para calcular J F. dr
C
si F(x, y, z) =3yi —xzj +yz? k y C es el camino indicado

en la figura a la derecha.

@ 8.9.7 Sea F(x,y,z) = (x> —y, yz —x, x + 2y). Calcule la
integral de linea J F - dr, donde C es la curva que se muestra

c
en la figura de la derecha.

plano y=2x (1,2,0)

@ 8.9.8 Sea F(x,y,z) = (x +z, 2y, y —z). Calcule la plano

integral de linea J F-dr,donde C=C; +C, + C3 z=2—=x

C
tal y como se muestra en la figura de la derecha. G

X r2+y?=1

@ 8.9.9 Calcule la integral J F - dr donde 7 C=C+CG+C+Cy

C
F = (zx, zy, x) yademds C=C;+ Cy+C3+ C4 es
la curva que se muestra en la figura.

@ 8.9.10 Sea F(x,y,z) = —y?> 1+ zj + xk Considere-
mos la superficie de la figura, S = S; U S2 y la curva
C = Cy + C2 + C3 + C4 el borde de la superficie S.

a.) Calcular J F - dr usando la definicién de integral de
C
linea.

b.) Calcular J F - dr usando el Teorema de Stokes
C
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Apéndice A

Parametrizacion de conicas con rotacion

Los cambios de variable en realidad son transformaciones. En este caso necesitamos transformaciones afines que
envian cénicas con rotacién en cénicas de la misma clase, en posicién estdndar, aunque no necesariamente
congruentes.

En lo que sigue, identificamos el par (x1,x2) como el vector columna (2)
Una cénica en posicion estandar (con ejes paralelos a los ejes coordenados), se reconoce porque su ecuacion se
puede reducir a una una ecuacién canénica, completando cuadrados.

Una cénica de ecuacion Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0 con B # 0, muestra una rotacién de ejes.! Si el
angulo de rotacién contrareloj es 0, este dngulo se puede determinar con la ecuacién

A—-C

cot20 = , 20 € [0,

Es decir, si B es pequefio, la rotacién de ejes es pequena pues 6 = 1/2arccot((A—C)/B) - 0si B — 0
(arccot(x) — 0six — 00). No hay rotacién si B =0 (en este caso podemos completar el cuadrado y obtener la
ecuacion canénica).

La idea del cambio de variable es la siguiente: Lo ideal es tener una ecuacién candnica para parametrizar

la cénica. Por eso necesitamos eliminar el producto “cruzado” Bxy. Este término desaparece si “anulamos”,
. . . . B/2 o . .

con un cambio de variable, la diagonal secundaria (B 2 / ), es decir, si dzagonalzzam052 A. Este tipo de

transformaciones ennvian cénicas en cénicas de la misma clase, aunque no necesariamente congruentes.

B/2 C

—_———
A

C: Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:(X y)<A B/2> <;)+B<:>—|—F:0 con B=(D E)

Es decir, debemos encontrar un cambio de variable adecuado <;> =C (t) de tal manera que

'La cénica Ax?+Bxy+ Cy?+Dx+Ey+F = 0 no es una rotacion de la conica Ax?+ Cy?+Dx+Ey+F = 0. Posiblemente ni siquiera sea
una cénica de la misma clase pues B2—4AC cambi6. Si existen coeficientes A’,B’,C’,D’,E’ tal que A’x*+B’xy+C'y*+D'x+E'y+F =0
sea una rotaciéon de la cénica original.

2Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz invertible C (no necesariamente ortogonal) tal queda C'TAC =D con D
diagonal
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c () E)r() e = e (), ) e(l)me (D) 4reo

—  (u v)(i\)/ CO,) <:>+BC(‘:)+FZO

— AU + Ch2 +BC <:> +F=0
S

No hay producto cruzado uv

La buena noticia es que, como la matriz A asociada de la cénica es simétrica, podemos diagonalizarla.

Teorema A.1
Si Anxn essimétrica, entonces existe una matriz invertible C tal queda CTAC =D donde D es una

matriz diagonal.
—

e La matriz C no es iinica, una de estas matrices C se puede obtener usando usando completacién de
cuadrados o también por operaciones elementales “acopladas” ([24]) sobre A. En este caso podemos
obtener una parametrizacion de la cénica en el plano xy pero no mucha informacién adicional.

e También C se puede obtener como una matriz ortogonal (unitaria), es decir, una matriz cuyas columnas
son vectores propios de A. Este tiltimo caso corresponde a la “diagonalizacién ortogonal” de A y permite
parametrizar la cénica en el plano xy y ademds recuperar, con el cambio de variable, foco(s), vértice(s),
asintotas, etc.

Ejemplo A.1l

Considere la cénica x? +xy +y? = 1.

e Forma matricial (x y) (1}2 1{2) Cj) —1=0

e Un cambio de variable adecuado puede ser <;) = (1 1 ) <:> , pues

(u v)c’ (1}2 1{2>C(‘V*)—1:(u v) <g ?) (‘:)—1 = 34 —1=0
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Parametrizacién en el plano xy
Al aplicar el cambio de variable adecuado® (x,y) = Coxa <v> , podemos obtener la ecuacién canénica de

la cénica en el plano uv y por tanto una parametrizacion c¢(t) = (u(t), v(t)) en este plano. Entonces una
parametrizacion en el sistema xy es

o también de manera mds préctica, si wy, wy son las columnas de C, es decir, C = (w1 w2) , entonces
h(t) = u(t)wy +v(t)wo,.

y yA
(1) :(J(u( ), v(r))
Ae;
&
>
&
Conica C — (x.y)=C (‘:) — (u—h)?/q2 4 (V=K /2 = 1

Figura A.1: Cambio de variable (x.y) = C (:)

¢Como escoger el cambio de variable?.
El cambio de variable depende del método de diagonalizacién que escojamos y depende de los coeficientes
A, B y C dela conica. Estos cambios de variable no siempre son excluyentes.

Cambio de variable con diagonalizacién por completacion de cuadrados.
Supongamos que la ecuacién de la cénica propia, con rotacion, es

C: A +Bxy+Cy?> +Dx+Ey+F=0 (A.1)

Podemos completar cuadrados de varias maneras

2 2
Ax?2+Bxy+ Ay’ +Dx+Ey+F = (2A—B)<X2y> +(2A+B)<X+2y) +Dx+Ey+F si A=C
B \? B2
Ax? +Bxy +Cy’+Dx+Ey+F = A<x+2Ay> +<C—4A) y>+Dx+Ey+F=0 si A#O0
2 2 2 B Bx ’ .
Ax®+2Bxy + Cy"+Dx+Ey+F = x A_E +C i—i—y +Dx+Ey+F=0 si C#0

Ahora, deducimos un cambio de variable <1j> =C (:) que diagonaliza la matriz asociada de la cénica.

3Aqui estamos abusando del lenguaje: Recuerde que (x,y) lo identificamos con un vector columna
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1) SiA=CyB#0

: . . . . X —
En este caso, la completacién de cuadrados sugiere el cambio de variable u = 5 YyVv= , €s

decirx =u+vy=u—w.

1

El cambio de variablees (x,y) =C (:) con C = < 1

1 .
_1>, esdecirx=u+v y=u—v

AX? +Bxy + Ay? +Dx+Ey+F=0
se transforma en

RA+B)u? + 2A—BWV? +D(u+v)+E(u—v)+F=0

Ejemplo A.2

Determine una parametrizacion trigonométrica para la cénica x> +xy +y? —1 = 0.

Solucion: Como A =1=Cy B =1+#0, podemos usar (x,y) = G —11> C’L)

y AV

x ¥
N
e x
N————
I
VRS
—_ =
| =
—_
N————
N\
< g
N———
=

2
u 2
Conica C 173 +vi=1
e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustituciéon x =u+v y y =u—v, enel plano
uv nos queda

(2A+B)u?> + 2A—BW? +D(u+v)+Eu—v)+F=0

— 3ul+v—-1=0

2
= u——i—vzzl

1/3
= rw(t)= (Mcos(t), sen(t)) , te [0, 27
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e Parametrizacién en el plano xy

0 1 1 /%cos(t)
Pylt) = <1 _1> . sen(t)
cos(t) cos(t)

V37 V3

= <sen(t) +

- sen(t)> , te [0, 27

2)SiA#0y B#0.

En este caso, la completacién de cuadrados sugiere la sustitucion u = x + %y y Yy = v, es decir,

— B —
X—u—ﬁvyy—v.

El cambio de variable es (x,y) =C (:) con C =

AX? +Bxy + Ay? +Dx+Ey+F=0

se transforma en

Au? + C—B—2 v+ D u—iv +Ev+
4A 2A
Ejemplo A.3

y

~ ()0

Solucién: Como A =1/4y B =—-2#0, podemos usar (x,y) = <1 4> (u)

), esdeci,x =u—5zVv 'y yYy=v

1 —BhAa
0 1

F=0

2

. . ., . 2 . P . X
Determine una parametrizacién trigonométrica para la cénica C: T 2xy +x—y—1=0.

01 v

[ \4

y (”Z > <

Coénica C

nos queda

(u—h’)?  (v—k')?
a”? - b2 =1

e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustituciéon x =u+4v y y =v, enel plano uv
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BZ
Au? + <C_4A> v2+D<u—v> +Ev+F=0

2

— %—4v2—|—u+3v—120

3 2
(W+2? ("‘8) »
23/4 23/64

ru(t) = (—2 + /231 cosh(t), 3/s + r/2ea senh(t))

— ’ te R
ru(t) = (—2 — +/23/4 cosh(t), 3/8 + \/23/64 senh(t))
e Parametrizacion en el plano xy
(1 4) —2 + /23/4 cosh(t)
0 1 3/8 + 1/23/64 senh(t)

= (—2+ v2/2senh(t) +3/2 = V232 cosh(t), 3/8+ v23/ssenh(t)), t€ R

I'xy (t) =

3)SiC#0y B#0

: . o B
En este caso, la completacion de cuadrados sugiere la sustitucion u=x y v=y+ CTeks

El cambio de variablees (x,y) =C (:) con C = ( Bl (1)

), esdecir, x =u y y:v—%u
—2C
AX? +Bxy + Ay? +Dx+Ey+F=0

se transforma en

B2\ , ) B
<A—4C>u + Cv ++Du—|—E<v—2Cu>+F—O

Ejemplo A4

Determine una parametrizacion trigonométrica para la cénica C: x* +y? + 2xy + v2x — v2y = 0.

Solucion: Aqui podemos usar el cambio de variable 1.) Pero lo haremos con el cambio de variable

3).C=1y B=2#0, podemos usar (x,y) = <_11 8) <:>
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AY AV
\ xy\ (1 0 u
, y/ \—=1 0/ \v
~— X u
2 _
Coénica C 2V2u+ v = V2v =0
e Parametrizacion en el plano uv. Haciendo la sustituciéon x =u y y =v —u, enel plano uv

nos queda

B2\ , ) B
<A—4C>u + Cv ++Du+E(v—2Cu>—|—F—O

—  V42V2u—v2v=0

despejamos u y tomamos t =v

—  rn(t) = (Vif_ztz t), te R

e Parametrizacion en el plano xy

1 0 V2t —t2
I'xy t) = <_1 O> ) 2V2
t

42 42
(V2 t/t_ﬁt ) R
22 22

Cambio de variable con diagonalizacién ortogonal

cos® —seno
sen® cos©
primera, lo que permite recuperar informacién. Pero aplicar un cambio de variable con esta matriz es laborioso.
Una manera mds simple es usar una matriz ortonormal, aprovechando que la matriz asociada a la cénica es
simétrica.

La matriz ( ) rota el plano en un dngulo 6 contra-reloj, y produce uan figura congruente con la

Si C es una matriz ortonormal, entonces es una matriz de rotacién de dngulo 0, es decir, si Det(C) =1,

c_ B cos(0) —sen(0)
—(u v)— sen(0) cos(0)

: : . X u ,
En este caso, aplicamos un cambio de variable < =C con una matriz C cuyas columnas son una base
y v

ortornormal de vectores propios. C es una isometria por tanto cuando aplicamos este cambio de variable a una
cbnica nos devuelve una cénica congruente y si envia vértices en vértices, focos en focos, etc.
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Como la matriz asociada a la cOnica es A =

<A B/2

B/2 C
raices de la ecuaciéon |[A — All = 0 y las columnas de C son dos vectores propios {u, v} normalizados, aso-
ciados a los valores propios A1 y A, respectivamente de tal manera que [C| =1 (el orden es importante). Se tiene,

) entonces los valores propios son las dos

si A=Cy B 0.
e Los valores propios son A\; = (A +B/2) y Ay = (A — B/2) asociados respectivamente a u = % <1> y

-1
1 ]
V=15 ( 1 > , respectivamente.

- 1 1 1
_ﬁ<—1 1)

Una ecuacioén de la cénica en el plano uv es

(A+B/2)u>+(A—B/2)v> + B-C+F=0 con B=(D E)

Si c(t) = (u(t), v(t)) es una parametrizacion de la conica en el plano uv, entonces una parametrizacién
en el plano xy es

1 1 1 u(t)
h S p— .
(®) V2 (—1 1) (v(t))

LL

@)
I
g
N——

fx
es un foco en el plano uv, entonces el respectivo foco en el plano xy es i )=
Y

V

° <3u> es un vértice en el plano uv, entonces el respectivo vértice en el plano xy es (9x> <9u)
v

es el centro en el plano uv, entonces el respectivo centro en el plano xy es <y )
C

Il
0
7
< £
)
~_

si A#Cy B 0.

Sea q = /B2 + (A — C)2. Entonces

e Valores propios: A =1/2(A+C—q) y A =12(A+ C+ q) asociados respectivamentea u y v

Vect ) 1 A—-C—q 1 A—-C+q
® Vectores propios: u — vV =
Prop VvBZ+ (A —C—q)? B T BT (A-Ctap B

normalizar el vector

e Cambio de variable. Requiere que |C| =1
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Ax?2 +Bxy+Ay?> +Dx+Ey+F=0
Si }(u V)| =1l <x) =C <:> con C = (u v) — se transforma en

Mu? + v 4+ B-C+F=0 con B=(D E)

AX? +Bxy + Ay?> +Dx+Ey+F=0

Si }(u V)| =1, Y =c (") conCc= (v u) = se transforma en
y v

Mu? + MV +B-C+F=0 con B=(D E)
e Si c(t) = (u(t), v(t)) es una parametrizacién de la cénica en el plano uv, entonces una parametrizacion
en el plano xy es

];u) es un foco en el plano uv, entonces el respectivo foco en el plano xy es ( > =C- ( u)
fy

A%

Si (3“) es un vértice en el plano uv, entonces el respectivo vértice en el plano xy es <9X) = <9u>
v

es el centro en el plano uv, entonces el respectivo centro en el plano xy es <y°> =C.
C

Ejemplo A.5

Considere la elipse de ecuacién
5x% — dxy + 8y? — 36 =0

Determine una parametrizacion del tipo
h(t) =P+ aq cos(t)u; + azsen(t)uy, t € [0, 27]

donde P es el centro y {uj, uz} es una base ortonormal de R2, formada por vectores propios de la matriz
asociada de esta conica. Dé ademas los focos de esta elipse, en el sistema xy

Ay
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. . o 5 =2
Solucién. La matriz asociada a la cénica es A = < 5, 3 >

Valores propios: |A —Al| =0 = A1 =4, A, =9.

N

. o 2 1
Podemos tomar los vectores propios (ya unitarios) u = ( —, ) , V= (—

,— |, asociados a A
5 V5 ) vy

5
1€)]
a1

A2, respectivamente.

P

Ya estan ordenados de tal manera que el determinante de la matriz C = es 1.

Sl Sl
Sl

Ecuacioén candnica en el sistema uv.

B = (0,0) entonces (r,s) = (0 0)-C = (0,0). De acuerdo a la teoria, aplicando la sustitucién
=C

() =<

( > , la ecuacioén de la conica, en en el sistema uv, es
AMuZ + V2 + tu + sv — 36 = 4u24+N2—36 =0

2 2
.y Lo v
Entonces la ecuacién canénica en el plano uv es o tT = 1

Por tanto tenemos una elipse con a =3 y b =2 y centro en (0,0).

Ecuacién canédnica en el sistema xy. El centro en el sistema uv es (0,0) por tanto en el sistema xy es

<X> =C (0> = (0,0). Una parametrizacién de la elipse en el sistema xy es

y 0
2z 1
| v5 s 3cos(t)) 2 1 1 2
h(t) = i i . <2sen(t)) = 3cos(t) <\@'\f5> + 2sen(t) (_\f5'\/§) , te [0, 27
V5 V5

Focos. Como ¢ = v/a2 — b2, ¢ = /5, los focos en el plano uv son (++/5, 0). Los focos en el sistema xy
serfan +v/5u+0 - v, es decir (2,1) y (—2,—1). También los focos se pueden obtener, atendiendo a la
geometria conlosejes u y v, como (0,0) +cu=(2,1), (0,0) —cu=(-2,—-1).

Vértices. Los vértices en el plano uv son (£3, 0). Entonces los dos vértices en el sistema xy serian

+3 £3
+3u+0-v, esdecit, | —=, —=
<\@ \/5>
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Parametrizacién racional de una cénica usando un “haz de rectas”.

Una “parametrizacién racional” de una curva es una parametrizacion en terminos de cocientes de polinomios.
Estas parametrizaciones son muy ttiles en muchos contextos, como el de gréficos por computadora, modelado
geomeétrico, ecuaciones diofanticas, cambios de variable en integracion,etc.

Las cénicas tienen la propiedad de que cada par de puntos en ella, se pueden obtener por interseccién con una
linea recta. La idea bésica consiste en utilizar un “1dpiz o haz de lineas rectas” que pasan por un punto (a,b)
de la curva, de manera que al calcular el otro punto de interseccién de cada recta genérica del “haz” con la
curva, se determina una parametrizacién de la curva (excepto por uno o dos puntos). Cada linea del “haz”
depende de un parametro t que serd el parametro de la parametrizacion de la curva.

(a,b)
Figura A.2: Parametrizacién de una cénica con un “haz de rectas”

La idea general es como sigue:

e Tenemos una cénica C (no degenerada) de ecuacién Ax? + Bxy + Cy>+Dx+Ey+F=0y (a,b) €C
e El haz de rectas que pasan por (a,b) tienen ecuacién general y = t(x — a) + b donde t es un parametro
que hace variar las rectas.

e Sustituimos en la ecuacion de la cénica Ax? + Bxy + Cy?> + Dx + Ey + F =0 y queda
AX2+Bx (t(x —a)+b)+C(t(x —a)+b)2+Dx+E(t(x —a)+b)+F=0
Es decir, recolectando, queda una ecuacién cuadratica oc(t)x” + B(t)x +y(t) = 0.

e La ecuacién «(t)x? + B(t)x +y(t) = 0 tiene a lo sumo dos soluciones. Una de las soluciones es x = a

pues el punto (a,b) satisface la ecuacién de la cénica. Entonces el resultado de la division tiene que ser
un polinomio de grado 1, es decir, q(t)x —p(t)

o(t)x? + B(t)x + y(t) ‘ X—a

q(t)x —p(t)
Residuo: 0
a(th + Btx+y(t) = (x—a)(q(thx—p(t)) =0
Por tanto las soluciones son x =a y x = zgg donde p(t) y q(t) son polinomios de grado a lo sumo 2.
L _p(t) _
e Sustituimos x(t) = W en y =t(x —a)+b y obtenemos

C:r(t) = <ZE3, I(EEB) ,te R—{ cerosde q(t) y qi(t)
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Observe que si tomamos valores racionales de t, podemos obtener puntos con coordenadas racionales en
la cénica.

Ejemplo A.6

Determine una parametrizacién racional de la cénica C: xy +y +2 =0 usando el punto (—2,2) € C

y

(0,1) X
—

Figura A.3: Parametrizacion racional de C

Solucion:

e Para construir el haz de rectas podemos escoger las rectas que pasan por (—2,2) y (0,t) por
ejemplo. Estas rectas tiene ecuacién y(t) = £52(x +2) + 2

e Sustituimos y(t) en xy +y+2=0: x (2(x+2)+2) + S2(x+2)+2 + 2=0

t 3t
e Acomodamos para tener un polinomio de grado 2 en x: (2 — 1> x>+ <2 — 1> x+t+2=0

e Este polinomio tiene dos raices, una es x = —2. Para obtener la otra raiz lo que hacemos es
dividir este polinomio por x+2 para obtener el otro factor (el residuo es cero) y luego despejamos x

-1+ -1)x+t+2|x+2

t t

Residuo: 0

t t —t—-2
-1 S +1= =
o <2 >X+2+ 0 = «x(t) e

e Sustituimos x(t) en y(t) = %Z(X +2) + 2 y obtenemos la parametrizacion racional,

t+2 t—2
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Apéndice B

Solucién de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1

1.71 @
1.

1.7.2 @

—(2,-1,1,3).
Jﬁ( )

1.7.3 @

—
S
N
S
3
|
S
N

1.74 @

1.7.7 @
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0

1.7.8 @

1.711 @

(—1,0,0)

1.7.12 @

3v2
2

1.9.1 @

192 @

1.9.3 @

x—1 y+2 z—-4
1 -10 3

1.94 @

V13
V35

1.9.5 @
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Una solucién general para los tres itemes puede ser: Ly(t) = (1,1,1)+tv y L3(t) = (1,1,1) +tw. Los vectores
v-(1,-1,1) = 0
v = (v1,v2,0) y w = (wq,Wy,0) son una solucién particular del sistema w-(1,-1,1) = 0
v-w = 0

1.13.1 @
1

1.13.2 @

1.13.3 @

1134 @

1.13.5 @

1141 @

Se omite
a.)

(_1/ 0)
b.)

(1,0)
c.)

(1,V3)
d.)
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(_1/ _\/g)
a.)

(5/ _7[/2)
b.)

(5, )
c.)

(V6,5m/4)
d.)

(v6, —7/4)
e.)

(v/5, arctan( \/3%))
1144 @

r=2

1145 @
T=4cos0

1146 @
T=4sen0 +2cos0
1147 @
T=4sen®

1148 @

T =cosH

1.149 @


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 439

Tt
0=_
3
| |
1.14.10 @
r=-—-2c0s0
| |
1.14.11 @
r=2+4cosO
| |
1.1412 @
1
| |
2
| |
3
| |
4
| |
5
| |
6
| |
7
| |
8

Soluciones del Capitulo 2

221 M@
1
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1
2 —dxt+l=y = 2x—1P=y+1 = x-17=Sy+1.
|
2
8
2 _~ e
y'=—5x+g)
n
3
(y+1)2=4(x+2)
|
4
(x+1)2=2(y—2)
|
5
X2 =(y—2)
n
222¢® El vértice es (h,k) = (1,3). Por la posicién del foco se deduce que el eje es paralelo al

eje X y la pardbola abre hacia la derecha. Entonces la ecuacién canénica es (y — 3)? = 4p(x — 1). Como
p =11(2,3) — (1,3)|| = 1, la ecuacién canénica es (y —3)%> = 4(x — 1).

223M@ La ecuacién canénica es de la forma (y — k)2 = 4p(x — h). Como contiene los tres puntos,
entonces
(2—k)? = 4p(-1—-h) = h:ﬂ, p=-3 7Y k==

2
Por tanto, la pardbola es (y — 3> =4. —3 (x — 24>

224 @ Como (h,k) =(—1,1) y p =1, entonces (x + 12 =4y —1).

225 M@ La ecuacién es (y—k)? = 4p(x—h) y abre a la izquierda. El vérticees (h,k) = (5,4) y p = —2.
Entonces la ecuacién canénica es (y —4)% = —8(x —5).

226 @ (x —2)2 =2(y—3).

227 @

De acuerdo a d.) la pardbola abre hacia arriba o hacia abajo. Por la posicién del vértice y el punto (8,b),
solo podria abrir hacia arriba. El vértice es (h,k) = (2,0) por lo que lo que la ecuacién de la pardbola es
(x—2)? =4p(y—0); p>0.

La directrizes y = k —p = —p. Para determinarp y b tenemos dos datos
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e La distancia de (8,b) a la directriz es 10, es decirb +p = 10
e El punto (8,b) estd en la pardbola, es decir, (8 —2)? = 4p(b)

b = 10—p
36 = 4pb — 36 =4p(10 —p) = 36 —40p + 4p> =0

Conlo quep =1 op = 9. Por lo tanto, las parabolas que cumplen estas condiciones son (x —2)* = 4y (cuando
b=1)o(x—2)? =36y (cuando b = 9). Ambas parabolas se muestran en la figura que sigue.

911\ P

—p L y=—p
N
| |
228 @
2 2 .
(y+2) =4 —5(x—5) 4
\\N .
, 4//
//7

229 M@ El vértice es (h, k) = (2,0). Como b > 2, la parabola solo podria abrir hacia arriba o hacia la

derecha.
e Si abre hacia arriba, la ecuacién canénica es (x —2)? = 4py. En este caso,como 8 +p =10 = p=2y

entonces b = 10. En este caso tenemos la pard]bola (x —2)? = 8y.

e Si abre hacia la derecha, la ecuacién canénica es y> = 4p(x — 2). En este caso, como la directriz tiene
ecuaciéon x =2 — p, tenemos

b—(2—-p) = 10 2 th— o b
{ 64 — 4dp(b—2) = p=8§ b=4 o p=2;, b=10.

Las tres parébolas son (x —2)? =8y; y?> =32(x—2) y y*> =8(x —2).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 442

2210 @

Si el foco esta en la directriz tendriamos una recta (una cénica degenerada).

2211 @

Completando cuadrados obtenemos

b\°> b2
ax?+bx+c—y = al(x+-—] ——+c—y
2a 4a
b\? —b%+4ac b\> A 5
= — — -y = — | ——- i A=Db"—4ac.
a <x+ 2a> + ia y a <x+ 2(1) 1o si ac

b\? 1 A b A
2 — = — = — o orti _, ——
Entonces, ax* +bx+c—y=0 =— <x+ 2a> . (y + 4a) y el vértice es < 2a 4a> .

2212 @ Se trata de una pardbola con foco en (2,3) y directriz con ecuacién x = 4. Por lo tanto, la
pardbola tiene vértice en (3,3) y abre hacia la izquierda. Su ecuacién es (y — 3)2 = —4(x —3).
231 M@

(12 | (y—5/4P _

1.
1/4 1
| |

232€M@
1

—1)2 2)2
(y—1) +(x42 ) 1

5
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(x +4)? N (y +2)?

16 ;!
n
3
(x+2)"  (y+4) 1
4 16
|
4
2 (y— 2)2
=1
x° + 5
|
233M® La ecuacion canénica la obtenemos completando cuadrados.
AV -2 2
e Ecuacién canénica: =3 + x 1 ) =1
e Centro: (h, k) = (2,3)
e a>=4,b2=1yc=+3
e Focos: (2, 3 ++/3)
e No hay interseccién con ejes.
234 M@ Los datos los podemos representar en la figura de la derecha.

Como el centro es (h, k) = (0,0), entonces la ecuacién es

2 2
X
.

b2 1

Esto es asi pues el vértice (0,5) nos indica que el eje mayor
estd (en este caso) sobre el eje Y.

Ahora, como (0,5) es un vértice y el centro estd en (0,0) , se sigue quea =5y

XZ UZ
=1
2% %5
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Por otra parte, como (—1,3) estd en la elipse

(1?2 3 _
b2 25

1

) 25 . . . .
de aqui, despejando, obtenemos b? = 16 Finalmente, la ecuacién canénica de la elipse es

235 @

El eje mayor de la elipse es paralelo al eje Y. Como la longitud del eje menor es de 6 unidades, entonces b = 3.
Como los vértices estdn en (3,1) y (3,9), entonces el centro es (h, k) = (3,5) y por tanto a = 4. La ecuacién
candnica es ) 5
(=32  (y=5°
9 16

La gréfica de la elipse se muestra en la figura de la derecha. Solo hay una interseccién con el eje Y en y =5.

236 @ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.

Como la elipse es tangente a los ejes en el primer cuadrante,
el otro vértice debe ser (0,2) (su eje mayor no puede ser
paralelo al eje Y pues su semieje menor seria de 8 unidades
y el mayor de 1 unidad!). Luego, (h,k) =(4,2), a=4y
b = 2. La ecuacién canénica es

N W A

(x—4)?7 (y—27 _
16 + 1 =1 -

23.7M@® La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
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Segtn los datos, (h, k) = (0,0) y (4,0) es el vértice de la
derecha, entonces a =4 y (3,1) satisface la ecuacién de la

elipse:
3?12 , 16 . -
16 + b2~ 1 — b= A La ecuacién candnica es
X2y
— + 3 =1
16 76
e Centro: (h, k) = (0,0),
96
L4 - i
7
e focos: (0 £ ?,0)
e vértices: (4,0) y (—4,0).
—1)2
238 @ (x —2)% + Wy 5 ) =1.
e Centro: (h, k) = (2,1),
o c=15,
e focos: (2,1 ++/8)
e vértices: (2,14 3).
239 @ La elipse se puede ver en la figura de la derecha.
La ecuacién canénica de la pardbola es y? = —4(x — 8). De

esta ecuacion se obtiene el otro foco y un vértice derecho de
la elipse. La ecuacién canoénica es

(x —3.5)?

Yy _
452 +§_1'

e Centro: (h,k) = (3.5,0),
e c=235
e focos: (0,0) y (7,0),
e vértices: (— ,0) (8,0).
X2 y?
2310 @ La ecuacién canénica es o + =E =1
Centro: (h, k) = (0,0),
c=3,

focos: (+3,0),
vértices: (£8,0).

(x —2)? L +3)

2311 @ La ecuacién canonica es 9 6

e Centro: (h, k) = (2,-3),
e c=17,

= 1. Por lo tanto es una elipse.
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e focos: (2,—3 £/7),
e vértices: (2,—3 +4).

2312 @ Si consideramos los lados del cuadrado como ejes coordenados, el circulo inscrito es un circulo

con centro en (1,7) y (x,y) = (3,4) es un punto en la circunferencia.
Por lo tanto,

A FX
(x—hP?+(y—k? = 17 / \
B-rP+@d-1? = 7 3

ro= 7-26~21 N J

r o= 7+2V6~118 NS

YY

Como T < 4 entonces 1 =7 — 2/6.

2313 @

a.) C esuna parédbola de ecuacién canénica

(x —2)2=—8(y+1).

b.) Centro de la elipse (2,—1)
C.) d(Fl,Fz) =4 = 2c=4 = c=2
d) d(F,V1)=3 = a—¢c=3 = a=5
e) b2=21
f.) Ecuacién canénica de la elipse:
(x —2)? L +1)

21 25 1

g.) Vértices (2,4), (2,—6).
h.) Focos (2,1), (2,—3).

23.14 @

De la informacién que nos dan deducimos:
e El foco de la parabola (x — 2)2=—4(y—6)es Vi =(2, 6-1)=(2,5) pues p = —1.
e El centro de la hipérbola (x —2)2 — (y—1)> =1 es Vo = (2,1).
e Los vértices nos indican que la elipse tiene centro en (h, k) = (2,3) y su ecuacién candnica es

(=27, (y—3) _

b2 7 1.

e Como la elipse contiene el punto (1,2),

(1-2 (2-37 _ )4
b2 + % _1:>b—3.
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92 a2
(x 2)+(y 3)°

La ecuacién candnica de la elipse es 4 22 =1L
3
1 4
T ’
2
X
| |
2315 @
| |
241 @
1
La ecuacién candnica es
¥y
64 36

Como ¢ = 10, los focos son (£10,0) y los vértices son (£8,0). La ecuacién de las asintotas es 3x —4y =0y
3x +4y =0.

2

La ecuacién candnica es
(x—12%—(y+3)3?=1

El o la estudiante debe completar la respuesta.

3
La ecuacién canoénica es )

(x+1)2— (y+53) —1
El o la estudiante debe completar la respuesta.

n

4
La ecuacién canoénica es

(x—27 (-5 _,

3/4 5

El o la estudiante debe completar la respuesta.
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2 -1 2
242 @ La ecuacién candénica es % _ b 7 ) =1.
4)? —1)?
243 4@ El centroes (—4,1). a =6y b =4. La ecuacién candnica es x ;_6 ) — Wy T ) =1.
—1)2 2)2
244 @ La ecuacién canénica es (x 16 ) — (y—; ) = 1. Vértices en (—3,2), (5,—2) y focos en

3
(—4,-2),(6,—2). Las asintotasson y = +—(x — 1) — 2.

4

245 €@ La ecuacién candnica es

(x—3P (y—27 _

9

1.
4

Como ¢ = v/13, los focos son (3 + /13,2) y los vértices son (3 + 3,2).

24.6 @
2 2

Como /3 -4 > 6, la asintota y = v/3x va por arriba del punto (4,6). Esto nos dice que

la ecuacién de la hipérbola es 2 % = 1. Como (4,6) est4 en la hipérbola y como b? = 3a?, entonces
16 36
— — — =1 = a =4. Asi, la ecuacién canoénica es
a2  3a?
2 2
XY o
4 12
X2 2
247 @ La opcion que sirve es — — v = 1. Evaluando los puntos se obtiene que la ecuacién canénica
a
2 2
Y
——==1
S
TR
La opcién P 1 se descarta pues se evaluando los puntos se obtiene a? = —6.
248 M@
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b Y
Como una asintotaes y =2x —4 — — =2, W .
entonces tenemos “ ‘\ //
bo_ 2 1
5 = 24b? “ ‘!
2 X
(x-27 v _, }’ ‘
1 4 / \
\/ \
- : |
249 @ La parabola tiene ecuacién canénica (y — 1)2 = —8(x +2), por tanto el centro de la hipérbola
es (—2,1).

Como un foco estaen (3,1) y un vértice estaen (1,1), el eje
transversal es paraleloaleje X, a =3, c=5y b=4. La
ecuacioén canodnica es

(x+27 (y-17 __
9 16 -

Sus focos son (3,1), (—7,1) y sus vértices (1,1), (=5,1).
Las asintotas son y = i% (x +2) + 1. La hipérbola interseca
aleje X en x = —5.093 y x ~ 1.0933.

2410 @
1

Como k >0y k—16 > 0, se trata de una elipse.

2

Como k >0y k—16 <0, se trata de una hipérbola.

3

Como k <0y k—16 <0, la ecuacién no tiene solucién, es decir, no es la ecuacién de una curva.

2411 @

Se trata de un hipérbola con focos A y B y por tanto ¢ = 1.5 y el centro es (h, k) = (=3, 3/2) . Como |d(P, F;) —
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d(P,F2)| = 2a entonces a = 1. y entonces b? = 5/4. Luego ecuacién canénica es

(=3P [(x+3)? .
1 5/4

Las asintotas son y = + (x+3)+3/2. La interseccion con los ejes son y ~ —1.363, y ~ 4.363, x ~ —4.25

1
\/5/4

y x ~ —1.75,

2412 ® Se trata de una hipérbola.

2_(U+1)2
9

=1.

La ecuacién candnica es (x — 1)
Centro (1,—1),
a?2=1y b2 =9,
2=14+9 — c=+10,
Focos (1++/10, —1).

3
Asintotas: y = ii(x —-1)—1.

2413 @

Soluciones del Capitulo 3

321 Y@ Df ={(x,y) € R? tq (x— 42 +y?>1 y x#0 y y#0.} Este dominio corresponde al
exterior de la elipse (incluye el borde) y se debe excluir los ejes X y Y (lineas punteadas).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).

451

322M® Como log(1) = 0 debemos excluir los puntos para los cuales x —y = 1.

Di={xy)€eR? tq (y+12=>x+1y y#x—1y y<x}

323M@

\ Se omite

ot

324M@

\ Se omite

33.1M@®
1

‘z=4—x2;y:0.
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7

3
12
0 41) +x2=1,2z=0
Z1
f&w
4

z+2y=4,x=0
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Y
) \

| |
5

| |
6

| |
7

| |

3.32Mm@

Es un punto, P = (1,-2,0)

3.3.3 4@
1

Plano 2z +y = 2.

Plano x = 2.
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Plano x —y —z = 0. Podemos usar las rectas y =x y z = x.

Plano x +y — z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x =2; y=2; z=—1.

Plano 2x + 2y + 2z = 2. Podemos usar las intersecciones con los ejes: x =1; y=1; z=1.

X 8 Y


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 455

3.34 @

Plano 4x — 4y + 2z = 4 en el primer octante. En este caso el plano lo dibujamos desde el segmento que va de
x =1 hasta z =2.

341 M@

Se omite.

342 @
1

y=(x—22+(z—2p

Wolfram CDF Player
4

~Z

X 4+y2+(z—1)2%/9=1
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X2+ y—22-22=0
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343 @

Se trata del paraboloide 4 —z = x% + (y —2)%. El vértice es (0,2,4).

a.) Si x =0 entonces 4 —z = (y —2)%. Por tanto latrazaes (y —2)> = —(z—4), x=0.
b.) Si z=3 obtenemoslatraza 1 = x> + (y —2)>, z=3.
c.) Si z=0 obtenemoslatraza 4 = x> + (y —2)>, z=0.

344 @

Se trata de un elipsoide con centro en (3,3,1). Una estrategia de dibujo es la siguiente: Los elipsoides se
puede dibujar con tres elipses (trazas). En este caso, se pueden usar x =3; y =3 y z =1 (estos valores
corresponden al centro de la cuddrica).

o y=3?  (z-1) -
e Latraza x =3 corresponde a la elipse 9 + T 1, x =3; que se dibuja en el plano x = 3.

e Si y =3 obtenemos la elipse (circunferencia) (x —3)? + (z—1)?> =4, y = 3; que se dibuja en el plano
y=3.
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_3)2 _3)2
e Si z =1 obtenemos la elipse b 43) + v 93) =1, z=1; que se dibuja en el plano z = 1.

351 M@

3.5.2 @

Solido Q1
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353M@

Sélido Qz.

354 @
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Sélido Qs.

3.5.5 @

Sélido Q.

3.5.6 @

Solido Qs.
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z |

n

357 @

Sélido Q6-

Z
g T+z2=2
x + 2y +z= 2 (\\\\‘
Y

]

358 @
Sélido Q7
2
y2+Z2=16\ ..... 4
rT+z=2 Ja—
<
: T+2y+z2=2
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359 @

2z+3y =18

3510 @

Sélido Qg .

3.5.11 @
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Sélido QlO-

2=9— 12

(@n)
I
N

o\

+
8

Yo

_
N
o)

35.12 @

Sélido Q11 .
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3513 @

Solido Q12.

3514 @

Sélido Q13.

3515 @
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Sélido Q14.

3.5.16 @

Sélido Q1 5.

3.5.17 @

Solido Q16-
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3.5.18 @

Solido Q17.

3.61 @

Proyecciones de Q.

Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

3.6.2 @
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Proyecciones de Q.
Proyeccién sobre XY Proyeccién sobre YZ Proyeccién sobre XZ

3.63M® Proyecciones de Q.

Proyeccién sobre XY

La curva C; se proyecta en la curva C en el
24 plano XY. La curva C; es la interseccién de las
| superficies y? +2z2 =4 y 2x — 2y + z = 2; para
calcular su ecuacién eliminamos z,

y+z22 =1
— 2+ (2-2x+2y2 =4
2x—2y+z = 2 (una elipse con r

La curva C; se proyecta en la curva C en el
plano XZ. La curva C; es la interseccién de las
superficies y> +z22 =1y 2x -2y +z =2,

yw4+z22 =1

2x—2y+z = 2 (una elipse con rt
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Soluciones del Capitulo 4

421 @

—Ci:mt)=(t,2t—1t?), te [0,2]
a.) Parametrizacién de la curva C_Cy + C, = —Cy: malt) = (34 cost, sent), t € [, 37/2]

b.)

c)
d.)
e.) Parametrizacién de la curva C_Cqy + C, + C3

o —Cqi: 11(t) =(t,2t,0) con t € [0,1].
Observe que 11(0) = (0,0,0) y (1) = (1,2,0).

o Cr: 1(t)=1(0,0,t) con t € [0,1].
Observe que 12(0) = (0,0,0) y (1) = (0,0,1).

o —C3: 13(t) =(cost,2cost,sent) con € [0,7t/2].
Observe que 13(0) = (1,2,0) y r3(r/2) = (0,0,1).

f.) Parametrizacién de la curva C_C; + Co + C3 + C4

e Cqi: 71(t)=(2cost,0,2sent) con t € [0,71/2].
Observe que 11(0) =(2,0,0) y r1(m/2) = (0,0,2).

o Cr: m(t)=(2cost, 4—2cost, 2sent) con t € [0,7/2].
Observe que 12(0) = (2,2,0) y 12(m/2) = (0,4,2).

o C3: 13(t)=(t,4—1,0) con t € [0,2].
Observe que 13(0) = (0,4,0) y 13(2) = (2,2,0).

o —Cy: 14(t) =(cost,4—cost,1+sent) conte [—mr/2, /2]
Observe que 14(—m/2) = (0,4,0) y r4(mt/2) = (0,4,2).

g)
422 @

a.) Una parametrizacion de C es r(t) = (—t> —2+1, t, 2 —t). Como P = r(0), entonces una ecuacién
vectorial de la recta tangentea C en P es L(t) = (—2,0,2) +t-(1,1,—1)

b.) Una parametrizacionde C es r(t) = (t, 1—t, —t24+1t). Como P = r(2), entonces una ecuacién vectorial
de la recta tangentea C en P es L(t) = (2,—1,—2)+t-(1,—1,—-3)
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Soluciones del Capitulo 5

52.1 @
3x —
Un célculo directo nos da lim w =1
(x,y,2)—(00,1) XYy—+2z
| |
522 M@
. . 9
Un célculo directo nos da == —9.
| |
5.5.1 @

Usando la regla para la derivada del cociente,

0 2 2 0 2 2
of oy byl (x —y)—@[x -y’ xy
oy (x? —y?)?
_ o (—y)+2y - xy
(x2 —y?2)2
0 2 2 Y 2 2
of 5o bl O =y = - [ -y oy
ox (x2 —y?)2
oy -y -2 xy
(x2 —y2)2
10
fy(2,1) = —.
V21 =5
| |
552 @

Se debe usar la regla de la cadena para funciones de una variable,

of 0
oy 5In*(xY +x2 +2Y) . 3 [In(xY +x* +2Y)]
1
= xYrx2402U). . (xY y
5In*(xY + x* +2Y) TR T (xYInx+2Y1In2)

of s ) d >

— = 5In*"(xY +x +29)-—[ln(xy+x +2‘J)}

0x 0x

= 5In*(x¥ +x2+2Y). Sy - xY T4 2x)

XY +x2+2Y
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553" @
0’z 9
[ ) 6772(2 :4(1 _2
o X2 g2
oy
Pz 9z 2 12
° 52 T a2 =4(a“+b°)—4=0.
554 @
X2
Sea u = —, entonces z = f(u)
° 9z =f'(u)- 2%
0x y
0z —x2
[ ] @ :f/(u) —
0z 0z 2x2 2x2
— 4+ 2y—= =1’ —— ] =0
.Xax+yay (u)[y y} v
555 @
_ Y
. 0z Y= +y?
ox 2z
. az 7X+7x2+y2
ox 2z
e Ahora sustituimos,
Yy J z
0z 0z . x2 +yz x2 +92
zxa +zy@ = zx 2 + zy 72
Xy Xy
2
T g T2
5.5.6 M@
—x2/kt
Pongamos C(x,t) =
g (x,t) 7
Y- —2x 1) —x/kt
. € _ kt Vi 7e—x2/kt ¥
ot t B kt>/2  2t3/2
o0C 1 —2x —x*/kt
. =— "¢

ax Vi kt

)
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92C —X%/kt 1 (42 2 —X2/kt [ 4x2
o — = _ _ =
k2t2  kt

ox2 NG
2

e Luego, multiplicando 3.2 Por g se obtiene la identidad.

5.5.7 @

z es una funcién de dos variables pero f es una funcién de un solo argumento y como tal, se deriva de
la manera ordinaria. Aqui es conveniente hacer el cambio de variable u = x?y +y de tal manera que

z="f(u) - /x+y2

2
K2t5/2 kt3/2>

)2 v

dy

Y

Vx+y2

9 _ Ll 2
@ = f'(u) 3 ul - vx+y? + f(u
= /(W (¢ +1) Vx+y* + flw)-
0z ; f’(u)~i[u]- x+ 2+f(u)-i[\/x+ 2}
0x 0x Y 0x Y

= f'(u)- (2xy) - Vx+y2 + f(u)-

558 Y@
e u, =eYcosx
e u, =eYsenx
® u,, ——eYsenx
e uyy, =eYsenx
%u  %u
— 4+ — = —eYsenx+eYsenx =0
ox2  0y2 v
559 V@
® Uy = —acos(x—at
t ( )+x+at
2
° utt:—azsen(x—at)—ai
(x + at)?
® U, = cos(x—at
x ( )+x+at
® U, =—senx—at) ———=
> ( ) (x + at)?
2 a? 2
® Uy =—a‘senx—at) —-—==a"- [ —sen(x — at) —
n (x—at) = o ( (x—at)

5.5.10 @

1

1

(x + at)?

)

2y/x +y?

2

= a” - Uyy.

v
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Sea A =x—at y B =x+ at, entonces u(x,t) = f(A) + f(B).
uy = —af’(A) + ag’(B)

uge = a?f”’(A) + a®g”(B)

uy =f'(A) +g'(B)

Uxx = f//(A) + QII(B)

Uit = azf”(A) + a29//(B) = (12 *Uxx- \/

5.5.11 @
0 0
Satisface oz + oz _ 1.
ox 0y
eX
o 7z, = T
eY
[ ]
VT e ey
0z 0z e~ ey

—_— —_— = :1
¢ ax+ay e"+ey+ex+e9 v
2 2 2 2
Satisface B 0z ( 0%z > =0.

o2 oy?  \oxdy
. ZXX:e"-(e"+e¥’)—e"-eX
(eX +ev)?
. _eY-(e*+eY)—eY.eY
fyy = (eX + ev)?
. 0%z :6[ eY ]_ —eY - e¥
oxdy  Ox [eX+eY (ex + ey)2’
0%z 0%z 2z \? _eX(e¥teY)—eX-e* eV (eXfeY)—eY-eY —eY - eX \?
w'w‘<axay> B (ex + ev)2 ' (ex 4 ev)2 B <(ex+eu)2>
B ex - eY ey - eX —eY . e¥ 2_0
T (eX+ev)? (ex+ev)2 <(€X+€9)2> =0V
| |
5512 @

Sea u = ysen(x), entonces w = f(u).

e w, =f'(u)-ycos(x)
o wy =f'(u) - sen(x)

® cos(x)wy +ysen(x)wy = cos?(x) -y - f'(u) +sen?(x) -y - f'(u) = (coszx + sen? x) yf'(u) =yf'(u)

55.13 @

99 = 2x sen(3x—2y)+3x? cos(3x—2y), 9% = —2x% cos(3x—2y) y g = —4x cos(3x—2y)—6x> sen(3x—2y).
0x oy oyox
La identidad se verifica de manera directa.

5.5.14 @
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Derivamos a ambos lados respecto a Ry,

o1 _ o1, 1
OR; [R|  OR; |R; Ry Rs
. oR
R _ -1 R R
R2 R OR;  R2.
| |
5.5.15 @
oP P
e — = ——
oV W%
., OV _mR
oT P
S r_ Vv
P mR

5.5.16 ®@

oK K 1,
mo 2 MKV

5.5.17 @
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Sea u = x? —4y?,

¢ oy = ¢ w8y
62
avaivy = 8y [-3e™f'(u) — ™" (u) - 2x]
||
5520 M@
d 0
a—:: =n(n—1)""2cos(nd) y % = —n%"cos(nd). Sustituyendo y simplificando se verifica la
ecuacion.
|
5.7.1 @
& b 0z dy
dt  9x dt Qdy dt
= (y>+1)-cost + 2xy -sec’t
| |
5.72 M@
dw 2
T 2t + 2t sen 2t + 2t° cos 2t
|
5.7.3 @
= _ 0z du 0z dv
ox  du 0x OJv 0x
u uv —y/x?
— u+v24 ——— | -y + Y
VR vl vy
X
= 0z w0z v
dy  du dy Ov dy
B u—I—vz—l—u} x~|—[ uv } 1/x
2/ 2 Vutvl g <g>2
X
| |
5.74 @
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0z W) of
x v [&J

2
0z , of
oy 9 (y) - flx,y) +gly) [ay]
3
9z _ g 2 of of o
5p = 9 ()3t Tl y) + g(y) [ax 2t+ay 3t]
0z , of of
oy~ 9 W) 2u-fhoy) +gly) [ax 0+ 3 u]
575 @
9z _of . Of
ox  ou 7?7 ov
e Aplicamos regla del producto,
Pz _ 0[of ] 0[of
dyox oy |ou Y| T oy |ov
SN L S - S B B
B ou Y ou? ouov
57.6 @

oz ) 1 of of
° 5 =3In (xy)-;—i—a'y—i-a

e Aplicamos regla del producto,

2 _ 61In(xy) i+i of +i o
oyox Y xy Oy [Ju dy |[ov
1 of o*f o%f
= 61 41— - . .
6In(xy) Xy ey [au2 X] * [auav X]

5.7.7 @
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Primero hacemos un cambio de variable: z = f(U, V) con U =xsen(y) V = g(x).

0%z _ 0 [of(u,V) X oS
My ox \ ou Y
0z of of
— = — .U, +—"V 2 2
dy ou v Ty Y (2 L2y of
y e X—{—avau x | Xxcosy + cosy U
- T oV = a—zf seny + o°f "(x) | xcosy + cos of
— \ouwz %™ " vau ¢ Y Yau
| |
5.7.8 M@
oT
i 2e X sen(2t — 3x)
aZT —3x —3x
—— = —6e " cos(2t — 3x) + 6e”"* sen(2t — 3x)
oxot
oT —3%x —3x
i —3e “*sen(2t — 3x) — 3e” 7" cos(2t — 3x)
K = 24.
| |
5.7.9 @
0z 0z 0%z
. = fly)+yg'(x) . = xf'(y) + g(x) . = f'(y)+g'(x)

ox @ 0x0y

Si K = 2, entonces
2xy(f'(y) + g’ (x)) —2x(f(y) +yg'(x)) —2y(xf'(y) + g(x)) +2z
= 2xyf’'(y) + 2xyg’(x) — 2xf(y) — 2xyg’(x) — 2yxf'(y) —2yg(x) + 2z

= —2xf(y) —2yg(x)+2z = 0 v pues 2z=2xf(y)+2yg(x)

57.10 H@
o Of o, P oy, P o 0 oy
du  ox2 du dydx Oou  dxdy Odu Jy? Ju

— aizf 2u+672f 1_|_672f 2u_|_672f 1
2 dyox oxdy oy?
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0z %f 0x %f  dy >f ox  0*f dy
v T @ v dyox v | axdy ou  ay’ ou
- g:'HaZZ;X'vaF ai;;‘lJraayZ;zv
5711 @
%% = —g'(x)-rsen® — %-rsenﬁ + glj-rcosﬁ
5.7.12 @

0z _, of  af
ox T du yav

e Aplicamos la regla del producto,

¥z o[, 0f] o af
w2 ox T oul " ox |Yov

of 0%f 0%t o%f 0%t
= 2— +2x [2 }+y[2x + }

ou X@ Yy ovou ouov ‘JW

e Simplificando se obtiene el resultado.

5.7.13 @

Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea z = f(u,v) — g(w).

Entonces,
zy =fu - —seny — g(w) - 6xy.
Zyy = —seny(fuy - 2x + fuy - 2x) — g’ (w) -3y?-6xy + 6y - g’'(W)

5.7.14 @

Primero debemos hacer un cambio de variable para poder aplicar la regla de la cadena. Sea z = x*f*(u,v).

Entonces,
zy = 2xfH(u, v) + X2 (43 (w,v) - (fu -y + £y, - 0)

Zy = X2(4f3(u,\1) . (fu -x 4+ fy 21:]))

5.7.15 @
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Seau = %,v = 3 +3xyw= x*y?. Entonces z = x - f (u,v) + h (w)

oz df  dh
oy - “ay oy
~_ df dh
= Moy oy

= x of 6l+ﬁ il +h (w) - —
N ou dy Ov Jy oy

B of 1  of , )
= Xx- (au'x—i- aV‘O) +h' (w) - 2x7y
of
= 34 +h (w) - 2x%y
Ahora
2
9%z B 0 (Tj)
oxoy ox
_ 0 (2L + 1 (w) - 2x2y)
0x
% du o v _, . Ow _, /
= w2 ox Tovau ox T Wg 2y v Ay
azf -y azf 3x " 2 2 ’
= @'?Jr vou (3¢ +3) +h” (w) - 2xy* - 2x*y + h' (w) - 4xy
*f —y o 3 3,3
= 32 @ Taven BT I R (W) 4P R (W) - dxy
|
5.7.16 M@

Cambio de variable: z = f(u,v) + g(w)

oz  of 2 dg

(2% —1)—x- 2

oy OJu (2x )—x dw

0%z of 0%t 2
—4x —+ (2> —1) [ = 4 2x ) —g'(w) —x-g"(w) - (2x —

gy = g+ 281 (i By g 2x) —g'lw) —x g (2x—y)
|

57.17 @

. . . 0z 0z . . .
Las derivadas parciales que se piden aparecen cuando calculamos VR oy La idea es despejar a partir de

estos dos célculos.
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% = ﬁ 2x + ﬁ
x  ds at Y
o1 qe, o
ot y+2x% [9x oy

L -1+ of X

dy  0s ot
De manera andloga g = # % — %

8% 3s oy +2x2 | ox Y dy
5718 M@
3 . 0z 0z , ) .
Sea u = xy. Con un célculo directo obtenemos > = yf(u) y @ = xf’(u) Sustituyendo en la ecuaciéon
diferencial se obtiene el resultado.
5719 @
Observe que
0
a% (rz) = a% (x2 +y? + 22) — ZTS—:; = 2x, es decir, a—l = ; De manera analoga,
oy
dy T
o _z
oz r
Entonces
W Rt Xy ) Yz 0 = ) ST ey
ox Y oy 0 r Y T N T N
5.7.20 @
0%z 3
oy - v

5721 @

Al aplicar el cambio de variable, z es una funcién de u y v, es decir, z = z(u,v). Por tanto

0z 0z 0z 0z 10z 0z 0z x 0z
_ = — ux +
ox OJu

W T Y Ty Yy T Yaw v

0z 0
Sustituyendo Sz =

5 @, x =yuv y y = \/u/ven (x), nos queda
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< =vsenu

ou
58.1 Y@

Sea F(x,y,z) = x?y? + sen(xyz) + z> — 4. Si las derivadas parciales z y zy existen en todo el dominio en el
que F, # 0, entonces

0z Fx _ 2xy® +yzcos(xyz)

* F. xy cos(xyz) + 2z
. oz Ry 2x?y + xz cos(xyz)
dy  F.  xycos(xyz) +2z

e Laidentidad se obtiene sustituyendo y simplificando.

5.8.2 <@

Sea F =z —f(u) con u=z/xy.

-z
oz Fx ‘“W“?g__ z  f(w
N FE. 1 T Yy — ()
ox F. 1—f’(u)-@ x xy—f'(u)
, —z
e R M rw
ay F. 1_f/(u).xly y xy—f'(u)’
2V S 4 C) I S il ) R v
ox yay x xy—f/(u) y xy—f'(u)
|
583 @

En estecaso, F=g (%, x> +y2) .

Y
o0z _& 9u';+9v'2x

o g Xy
X gZ _guzi2
Gu - =+ Gy 2y
0z wt v’
[ ] &:—g—y = — z Xy
9z g
z 2_ .2
g -E—Fg 2x Ju '~ +gv-2y Ju <X —y> 2.2
. uw Z v N u v L z __Z(X _y) \/
Y Xy Xy Xy Xy
Ju' 2 Ju- "5 Ju'
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0z 1 ( 9g og
had - 1
ox y? < 0 0+ 0 >

09\ 549 , 0
P’z 0 (v |_ P awvou Yoy
dyox oy | v? y?

|
58.5 @

La primera derivada se hace derivando implicitamente; las segundas derivadas son derivadas ordinarias.

0z zln(yz)

o — = .
0x X—z

Pz 0 [_zln(yz)}

X2 Ox X—z (x —2)?
r _zln(yz)
_zln(yz) In(yz) + z X=2 | (x—z) — <1 zln(yz)) -zln(yz)
X—z yz x—z
= — — (X_Z)2
0z Xz
o — — —
dy y(x —z)
0z (x—2z) — . 0z Xz
azz_a . xz o Xayyx : . yay
2 oy | yx—2)| y2(x —z)2
X e (x—2z) — (X_Z_ = ) xz
Yo Y bz
yA(x —z)?
+x 0z} | (x—z) — _y Z X
S e ] z o) Y Y=Y 5 z
dxdy T dx y(x —z) N Uz(X—Z)Z

(z—i—x-—Zln(yZ)) yx—z) — <y_y‘_zln£yz)> 2
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5.8.6 @

5.8.7 Y@

58.8 @

58.9 Y@

5.8.10 @

58.11 @

Tenemos F(u,v) =0 con u=f(A), v=f(B) y A=xy y B= 22,

oF
9z _ _ ax
ox ﬁ
0z
oF
0z . @
oy  OF
0z
58.12 @
58.13 @
K=-1
5.8.14 @

5.8.15 @

oF oF

— - f'(A)- —-f'(B)-0
5o Ay + o 1(B)
oF oF

— -f'(A)- 0+ —-f'(B)- 2z
ou ov

oF oF

— f'(A)-x+—-f'(B)-0
ou ov

F F
a—-f’(A)-O—i—a—-f’(B)-Zz
ou ov
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Fix,y,z) =y — g(u) — f(v,w) con u =22, v=y%, w=x%

of

% _ ZX%
ox  —2zg’(u)
of

dy 2zg’(u)
P _ 0 (%
oy2 9y \dy
0%f

of 2 / 0z / 2 1 0z of
-2 —— — —(2— 4 — 1—2y—
( 25, av2> (2zg'(u)) ( oy 9 (W) +4z°g" (u) oy P

5.8.16 @

512.1 @

Vi = (—2x, —2y)

Duf(R) = VE(R) - 1t = (2,2)- -0 = \6@

Duf(P) = (—2a,-2b)-(-2,1)/V5=v2 = 4a—2b =10

Entonces, a =0y b=—,/5/2. P=(0,—+/5/2,3/2).
3

D f(R) es méxima si u = V£(R) = (—2,2). En este caso, Dy¢r)f(R) = [[VE(R)|| = V8.

5122 @
1

Vf — _ 2x+yz —Xz
-\ xy +322 " xy + 322

_ Vg .20 2
Duf(Q) = V2(Q)- o = (-1,0)- 7= = %
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2

Dyz(P) = (-2/b,0) - (=2,1)/v/5=v2 = b =4/V10

3
Dyz(R) es minima si u = —Vz(R) = (1/2,1/2). En este caso, Dy, (r)z(R) = —[|Vz(R)|| = —/1/2.
| |
5123 @
1

z = z(x,y) esté definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) = 2> +xz+y — 1.

B Fx Fy \ z 1 )
VZ_( F,’ FZ')_( 322 +x’ 312+x>'

(11 _2)
Duz(P) = Vz(P)-
uz(P) (P) 7
(1/ _2)
= (0,—1) - —— = 2/+/5~0.894427.
( ) 7 /
| |
2
El maximo valor que podria alcanzar la derivada direccional en P es |[[Vz(P)|| = 1 cuando

v=Vz(P)=(0,-1).

5124 @
1

z =z(x,y) estd definida de manera implicita. Sea F(x,y,z) = xyz? — 8z.

Uz — L T yz? B xz? )
Fz, Fz, ZZXU—S, 227(1_4—8 !

Duz(P) = Vz(P) 7\/27
e oy (55v2) 40-8V2
= (8,-8) 2 =~ ~5.52068
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5125 @

_ (L2) _ 3
Duz(P) = (1,1) N
5.12.6 @

z estd definida de manera implicita. Sea G(x,y,z) = x? +xz° +y%z

Vz — Gx Gy [ 2x + 22  2yz
S\ G, Gy )\ y?+3xz2’ y?+3xz?
1,-1
Dyz(P) = Vz(P)- ( ;/i )

513.1 @
1

Lx(t) =R+t (1,0,—2)

2

Ly(t)=R+1t-(0,1,2)

3

Ly(t)=R+1t-(—2,1,6)

4

Si G(x,y,z)=z—4+x*+14>=0 = N=VG(R)=(2,-2,1)
5

La superficie S tiene ecuacién z =4 —x2 —y2. Si G =z —4 +x% +y? entonces un vector normal al plano es
N = VG(R) = (2,—2,1). Luego la ecuacion cartesiana es 2x —2y +z = 6.

6
D f(R) es méxima si u = V£(R) = (—2,2). En este caso, Dy¢r)f(R) = |[VE(R)|| = V8.

5132 @
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La superficie S tiene ecuaciéon G(x,y,z) = x? +xyz + 28 — 1, entonces VG = (2x +yz,xz,xy + 3z2). Un

vector normal al plano es N = VG(R) = (1,1,2). Luego la ecuacién cartesiana es x +y + 2z = 2.
|

5133 @

a.) F(x,y,z) =xyz+In(xyz) —z=0

=(2,2,1)
P

1 1 1
VE(P) = (Fx, Fy, F2)lp = <yz+ < xz+g, nyer)
m: VFP)-(x—1Ly—1,z—1)=0

m: 2x+2y+z=>5

b.)

C:(x,y,z2) =P+1t(1,0,z«(P)); teR

:(x,y,2)=(1,1,1)+t(1,0,-2); te R

c.)

F(P)  Fy(P)
F(P)  E(P)

V(P — (- ) — (2, -2)

C:(x,y,z) =P +t(vi,vp, Vz(P) - (vi,»)); te R
Vz(P) - (vi,v2) = (—2,-2)-(2,3) = —10

:(x,y,2)=(1,1,1)+t(1,3,-10); te R
d.)
Si Q=(a,b,c)e S = abc+In(abc) —c =0, esdecir, abc > 0.

El plano tangente tiene ecuacion x +y+z =0 = VF(Q) = «(1,1,1) (VF(Q) tiene la misma
direccion que (1,1,1)) y VF(Q) - Q =0, entonces
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abc +In(abc)—c = 0
1
Q € s bc+a = o (E2)
VHQ) = «(LL1) — acty = a (B3
FQ-Q = 0 .
ab—i—E—l = o (E4)
3abc+3 = c¢ (E5)

Este sistema no tiene solucién. Hay varias maneras de verlo, por ejemplo, multiplicando (E2) por a, (E3)
por b, (E4) por ¢, obtenemos

abc +In(abc)—c = 0
abc+1 = aa (E2)

abc+1 = ob (E3)

abc+1—c = «ac (E4)

abc+1 = (E5)

W o

e Restando (E4) y (E5) se obtiene (oc — %) c=0 = oa=-2/3 (puesc #0.)
e De (E2), (E3) y (E4) se despeja —2a =c y —2b =c.

e Sustituyendo en (E5) queda c3/4 — ¢/3 +1 = 0, resolviendo se obtiene ¢ ~# —1.86 = abc <0

Pero la presencia de In(abc) en la ecuacién de S no permite que abc < 0. Por tanto no existe Q € S.
n

5.13.4 @

a) Sea G(x,y,z) =z—x*—y% P=(a,bc)e S = c=a?+b%

El plano tangente tiene ecuaciéon 2x +2y+z=0 = VG(P)=A(2,2,1), yademads, (2,2,1)-P =0

—2a = 2A
-2b = 20 = a=-1,b=-1 ycomo PeS§ = z=2
1 = A

Perosi P=(—1,-1,2) = (—1,—-1,2)-(2,2,1) = —2 # 0. Por tanto no hay “un tal P con lo requerido.
b.) Sea Q = (a,b,c) € S = c¢=a®+b?% Ademds Vz(Q) = (2a, 2b) De los datos tenemos que

Vvz(Q)-(1,1) = 5 2a+2b = 5 1 9
vVz2Q)-(-1,1) = 4 ) —2a+2b = 4 4 4
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19 41
Entonces Q = (4'4'8)

5.13.5 @

Como la superficie S tiene ecuacién G(x,y,z) = 23 + xz +y — 1, la ecuacién cartesiana del plano tangente en
el punto P es VG(P) - (x,y,z) = VG(P) - P.

e VG(x,y,z) =(z,1,32% +x)
e N=VG(1,1,00=(0,1,1)

La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es y +z = 1.

5.13.6 @

La recta normal L pasa por P y va en la direccién de un vector normal a la superficie S e P. Podemos tomar
N = VG(P) = (1,1,2/+/2), asi una ecuacioén vectorial de larectaes L: (x,y,z) =P +t(1,1,2/v2), t€ R.

5.13.7 @
1

Lx(t)=P+1t-(1,0,1)

2

Ly(t)=P+t-(0,1,1)

3

Ly(t)=P+1t-(2,—4,-2)

4
—x—y—z=-—1
||
513.8 M@
Como G(x,y,z) = x* + xz* + y?z, la ecuacién cartesiana del plano tangente en el punto P es

VG(P) - (x,y,z) = VG(P)-P
e VG(x,y,z) = (2x + 2%, 2yz , y?+3xz?)

e N=VG(1,0,-1)=(1, 0, 3)
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La ecuacion cartesiana del plano tangente en el punto P es x 43z = —2.

5.13.9 @

Se omite

5.16.1 @

fy=-3x+3xy’=0 = x=0Vx=1y?

Los puntos criticos son (0,0) y P = <

silla.

5.16.2 ™Y@

Puntos criticos.
of
ox

of
dy

= 4x3 -4y

= 4y’ —4x

Gl

Puntos criticos: (0,0), (1,1), (—1,—1).

Clasificacion. Da(x,y) = fxx - fyy

0 = y=x°,

0 = xx*-1)=0 = {x

3

— (fry)* =12x2 - 12y2 — 16.

4 2
, g) . En (0,0) el criterio no decide, en (, -, f(p)) es punto de

25°5

x = 0

p fxx(P) | fyy(p) | (fxy(p) )?> | Da(p) | Clasificaciéon
(0,0) 0 0 16 —16 | (0,0,1) es punto de silla.
(1,1) 12 12 16 128 | (1,1,—1) es minimo local.
(—1,-1) 12 12 16 128 | (—1,—1,—1) es minimo local
5163 @
Puntos criticos.
fx=3x2+3y2—6x = 0 (E1) . 3x2+y%2—2x) = 0
fy = 6xy — 6y = 0 (E2) 6y(x —1) = 0= y=0 o x=1
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* Si y =0, sustituyendo en (E1) queda e Si x =1, sustituyendo en (E1) queda

3x2=2x) =0 = x=0, x=2. 3>’ —1)=0 = y=1, y=—1.

Finalmente, tenemos cuatro puntos criticos: (0,0), (2,0), (1,1) y (1,-1).

Clasificacion.

Da(x,Y) = fxx - fyy — (fxy)? = (6x — 6) - (6x — 6) — 36y*.

e En (0,0) f alcanza un méximo relativo, pues D»(0,0) =36 > 0 y fx«(0,0) = —6 < 0.
e En (2,0) f alcanza un minimo relativo pues D3(2,0) =36 >0 y fxx(2,0) =6 > 0.
e En (1,1) f noalcanza un extremo pues Dy(1,1) = —36 < 0 (punto de silla).
e En (1,—1) f no alcanza un extremo pues Dy(1, —1) = —36 < 0 (punto de silla).
| |
5164 @

Como P = (1,2) es punto critico, las derivadas parciales de z se anulan en P, es decir

0z a

Moo (6Bl (2og-
ox (1,2) Y (1,2) 2 12— 0
0z b b

dnd -0 X — — =0 1——2 = 0
X | (1.2) Y° /) 1) 2

Ahora, Dy (x,y) = (ig) (32) -1 = (7?3) <983> -t

e D3(1,2) =3 y zxx(1,2) =4 > 0. Luego, en el punto P = (2,1) z alcanza un minimo relativo.

5.16.5 @

e Puntos criticos: Resolvemos el sistema,

Zx= 8-y = 0 =8&=y
= 1l6y=y =—=y=0
zy= —x+2y = 0 =2y=x

asi, el tinico punto critico es (0, 0).

o Test: Do(x,y) = 8 -2 - —(—1)? = 15 (es constante) y puesto que zyx = 8 > 0, entonces =(0, 0, 0) es un
minimo relativo.
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5.16.6 @

La grafica de f es,

2 2 2 2
Zy = 2xe XY —2xe XYV (X2 —y?) = 0
2

e Puntos criticos: El sistema es
{ zy = —2ye XV _2ye ¥V (2 —y?) = 0

|
o

e XY 2x(1 - X2 +y?)

Simplificando queda { _e—XZ—UZZy(l T2 y?) = 0

—x2

_ 12 .
como e Y” > 0 entonces nos queda el sistema

2x(1—x*+y?) = 0
—2y(1+x>—-y%) = 0

Tenemos 4 casos:

e CASO1.) 2x=0 y 2y=0. Entoncesx =0y y=0.

°CASO2.) 2x=0 y (1+x>—y?) =0.Entoncesx =0 yy = =+1

°CAS03.) —2y=0 y (1—x*+y?) =0. Entoncesy =0 yx = +1

° CASO4.) (1—x>+1y?) =0 y (1+ x> —y?) = 0 . Este caso es inconsistente pues quedaria
Royr=1 y ¥-y2=-1

e Test: Calculamos H y evaluamos cada uno de los cinco puntos.

Zux =2 XV (2x% —x2(2y2 +5) +y2 + 1)

Zyy =2V (2242 — 1) — 2y* + 542 — 1)
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Zyy = dxye XV (2 —y?)

Luego tenemos:

e Para P = (0,0,0), Da(p) = —4.P esun punto de silla.

e Para (0,1,—1/e), Da(p) =2.165 >0 zyx =1.47 < 0. Se trata de un minimo relativo.
e Para (0,—1,—1/e), Da(p) =2.165 >0 z.x =147 < 0. Se trata de un minimo relativo.
e Para (1,0,1/e), Da(p) =2.165 >0 zyx = —1.47 < 0. Se trata de un méaximo relativo.

e Para (—1,0,—1/e), Da(p) =2.165 >0 z.x = —1.47 < 0. Se trata de un méximo relativo.

5.16.7 @

La distancia del punto al paraboloide es d(x,y) = 1/(x —2)2 + (y —2)2 + (x2 + y2)2.

Puntos criticos: Debemos resolver el sistema

x—2+2x(x*4+y?) = 0
y—2+2y[y*+y?) = 0

Como x = 0, y = 0 no es solucién del sistema, podemos asumir que x # 0 y y # 0. Luego, despejando
2—x 22—y
24 .2 — — _
X +yt = x 2y = Xx=Y.

Ahora, sustiyendo x =y en cualquiera de las ecuaciones, obtenemos x — 2 + 4x> = 0. La calculadora nos da
las soluciones x = 0.68939835...,y = 0.68939835....

Clasificacién. Dy(x,y) = [(1 + 4x2 + 2(x> + y?)] - [1 + 4y*> + 2(x*> + y?)] — 16x*y?>. Evalua-
mos D7(0.68939835...,0.68939835...) = 19.4466... > 0 y fxx(0.68939835...,,0.68939835...) > 0, es
decir, el punto en el paraboloide dénde se alcanza la distancia minima al punto (2,2,2) es
(0.68939835...,0.68939835..., 2(0.68939835...,0.68939835...) ).

5.16.8 M@
Los puntos criticos son (0,0), (1,1) y (—1,—1)

5.16.9 @

Suponga que las dimensiones de la caja son x cm de ancho, y cms de largo y z cms de alto, entonces su
volumen es :
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10
10 =xyz =z = —
Xy

Por otro lado, el costo total esta dado por c(x,y,z) = 20xz + 20yz + 40xy

De donde obtenemos que

200 200
—+

clx,y) = T+4Oxy

Calculando las derivadas parciales, formamos el siguiente sistema

dc 200

— = 4y— = = E1
™ Oy — 0 (E1)
% 40 _ (E2)
oy y?

Multiplicando por (E1) por x a ambos lados y (E2) por y ambos lados, obtenemos x = y. Sustituyendo en
(E1) obtenemos x =y = v/5

Da(x,y) = 13320 — 1600 y al evaluar en el punto P = (v/5,v/5), tenemos que ((v/5,v/5,120v/5) es un

minimo local.

Respuesta: Las dimensiones de la caja con costo minimo son x =v/5, y=+v/5y z=10/v/25.

5.16.10 @
Sustituyendo y = 0 en (E1) se
392 obtienen los puntos criticos (0,0) y
ZX:XZ—X—T = 0 (El) (1,0)
a2 o Y o o Sustituyendo y = x en (El) se
zy =3y 3xy =0 = 3yly-x=0 = y=0Vy=x obtiene otro punto critico, (—2,—2)
D»(0,0) =0 .. el criterio no decide
Ds(x,y) = (2x —1)(6y — 3x) — N> — D»(1,0) = =3, .. (1,0,—1/6) espunto desilla
Dy(—2,-2) = —6 .. (—2,—2,-2/3) espuntodesilla
| |
5.16.11 @

El volumnes es V = xyz.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 494

V=xyz=xy(5—x—y) conx>0yy>0. Elvo- z

lumen es maximo si x =y = 3 es decir, el volumen 22y 425 10

maximoes V = g

27

=y
.\"
| |
5.16.12 @
XY iy . a b
V =xyz =xy(c (_E 3 + 1)) con x,Yy,a,b,c todos positivos. El volumen es maximo si x = 3 y= 3 es
b

decir, el volumen méximo es V = %

5.16.13 ™Y@

El drea de la superficie es S(x,y, h) = 2xh 4+ 2yh + 2xy = 64. Despejando h obtenemos que le volumen es

32—
V =xy ™ +;y . Resolviendo VV = (0,0) obtenemos x =y = /32/3.
| |
5.16.14 @

Puntos criticos: (0,0) y (1,—1/2e). El punto (0,0,0) es punto desilla y en (1,—1/2e) la funcién alcanza un

minimo local.
| |

5.17.1 @
4dy—4x = 0
4x—6y = 0

2z = 0

e Solo un punto critico p = (0,0, 0)

¢ {D3(p), D2(p), Di(p)} ={16, 8 —4}

* (0,0,0,f(p)) es punto de silla

5.17.2 @
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2x—1 = 0
2y—z = 0
322—y = 0

e Puntos criticos: p = (1/2,0,0) q = (1/2,1/12,1/6)

e En p la funcién f alcanza un punto de silla y en q un minimo local.

5.17.3 @
5174 @

5.17.5 @

2x—y+2z22+1 = 0
2y—x = 0
2xz—2z = 0

* Solo un punto critico p = (-3, —%,O)
* {D3(p), D2(p), D1(p)} ={-10, 32}

o (—3,—3,0,f(p)) es punto de silla

5.19.1 @

2x(1—A) = 0 = x=0VA=1
Loy N =2+ +1-Ax2—y?+1) = < 3y’ +20y=0 = 0 (E2)
x> —y>+1 = 0 (E3)

e x =0 en (E2) nos da y = £1 y sustituyendo en (E2) nos da A = £3/2, asi que (0,£1) son dos puntos
criticos.

e A=1en(E2)nosday=0y y=—2/3 pero al sustituir en (E3) no nos da solucién.

Puntos criticos: (0,—1), (0,1). Maximo local (0,1,2) y minimo local (0,—1,0)

5.19.2 @
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La distancia de Q = (x,y,z) € TT al origen es d(x,y,z) = /x> +y? + z2. Este problema se puede resolver
como

Minimizar d(x,y,z) = \/x?>+y?+z? sujetoa Ax+By+z+D =0

O también, dado que z = —Ax — By — D,

Minimizar d(x,y) = \/Xz +y2+ (—Ax— By —D)2.

Lo haremos de la segunda manera. Como v/f y f tienen los mismos extremos locales, podemos ahorrar un
poco de célculos resolviendo:

“Minimizar d(x,y) = x> +y?> + (—Ax — By — D)?>”

Puntos criticos.

(AZ + 1) x+ABy = —AD AD BD

{ABH(BZH)y = —BD A O R P

Clasificacion. Dy y dxx son constantes positivas.

Dy, =4A2 +4B24+4 >0 A dyyx =2 +2A2 > 0.

D
Por tanto la distancia es minima en Q = TI AR (A,B,1) y la distancia minima es d = ||Ql| =
D
1+A2+B2
| |
5193 @

En este caso x >0, y >0 y z > 0, por ser dimensiones.

Puntos criticos. L(x,y,z,A) = xyz—A(4x+4y+4z—120)

yz—4r = 0
z

xz—4N = 0

xy—4r = 0 -
dx+4y+42z—-120 = O 3 y
yz = Xz

e X:y:Z

Xz = Xy

dx+4y+4z—-120=0 = 16x=0 = x=y=z=10N4A=yz = A =25
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Para determinar si estas dimensiones son las buscadas, usamo el criterio de clasificacién.

Clasificacion. El punto critico es P = (10,10,10) con A = 25.

0 4 4
D=4 0 z| = DyP)=320>0
| 4 z 0
0 4 4 4
D= |2 0 2 Y . DByp)=_4800<0
4 z 0 x
| 4 y x O

Entonces con dimensiones x =y =z = 10 tenemos volumen maximo.

5194 @

Loy A) = —(x =12 +y+ (y— 12 = Ay — (x—1)?)
Puntos criticos.

2x—2(x—1)+2Ax—1) = 0 = 2+4(x—1P%-2(x—1)=0 = x=0
VL=0 — 2y—1)4+1-A = 0 — A=2(x—12-1)

Yy—(x—12 = 0 — y=(x—1)2

Entonces x =0, y=1y A=1

Clasificacion. El punto criticoes P = (0,1) con A =1.

0 —2(x—1) 1
Dr=| —2x—1) 2o 0| = D(0,1,1)=—-10<0
1 0 2

Entonces (0,1,f(1,0)) es un minimo local del problema

5.19.5 @

1 2
Puntos criticos: (1,0,1), (—1,0,1), \/373,—3

Vi3 2 58>y (_m 2 58)

y los minimos locales son < 3 307
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5.19.6 @

Lix,y,zA) = V/(x—1)2+y2+ (z—1)2 = A(x —2y + 4z — 4)

L - X
21
y - 2
21
AL=0 = - E
ST |
1
A = ——
V21
20 2 17 1
— (= = £ —I0—-Pll= —
(Gt 2 2y) €Ty AQM=IQ-Pl=
| |
5.19.7 @

2x(1-A) = 0 = x=0VA=1
Lx,yA) =x*+y>+1-Ax*—-y?+1) = 3y2+20y=0 = 0 (E2)
x> —y?+1 = 0 (B3)

e x =0 en (E2) nos da y = £1 y sustituyendo en (E2) nos da A = £3/2, asi que (0,%1) son dos puntos
criticos.

e A=1en(E2)nosday =0y y=—2/3 pero al sustituir en (E3) no nos da solucién.

Puntos criticos: (0,—1), (0,1). Maximo local (0,1,2) y minimo local (0,—1,0)

5.19.8 @

13 2 —/13 2
Puntos criticos: (1,0,1), (—1,0,1), \/;,—3> , (3,—3> . Los maximo locales son (1,0,2) y (—1,0,2)

V13 2 58 V13 2 58
3 y 327

s 1 1 - - -
y los minimos locales son < 3 397

5.19.9 @

Lix,y,zA) =/ (x =12 +y2+ (z—1)2 = A(x — 2y + 4z —4)
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_ X
YT o;
g = 2
-2
AL=0 = 7
ST
—1
A= —
V21
20 2 17 1
—(3 7 51) €My d@M=lIQ-Pl=
||
5.19.10 M@
L(x,y,z,A) = /x2 + 22+ (z—2)2—Az—%x*—y?)

AL=0 = x=0, y 2y®—3y—2=0.La solucién de la ctibica se puede hacer con la calculadora. De este
modo:

P ~ (0, 1.47569, 2.17765) y d(Q,TT) = [|Q — P|| ~ 0.553592

519.11 @
1

Como xy?z = 32 entonces x, y ni z puede ser nulos (sino el producto serfa 0).

2
Problema: “Minimizar d(Q, O) sujeto a la restriccién xy?z = 32.”
“Minimizar d = \/x2 4+ y2 + 22 sujeto a la restriccién xy?z = 32.”

Sea L(x,y,z,A) = VX2 +y2 + 22 — A(xy?z — 32) = /x2 +y2 + 22 — Axy?z — 32)).

e Puntos criticos.

#—Ayzz = 0 (E1)
I, = 0 \/X2+y2—|—Z2
Y _onyz = 0 (B2
Ly =0 ———— —2Myz = 0 (E2)
VXe+y-+z
=
L, =0
z ;—?\xyZ = 0 (E3)
VX2 +y? + 22
Ly = 0
xy?’z—32 = 0 (E4)

Como x, y y z son no nulos, podemos despejar A en las ecuaciones (E1), (E2) y (E3),
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2x% = y?

X B y B z
Y22/ + 2+ 22 2xyz e+ 92+ 22 xy2/x2 + 42 + 22
de donde obtenemos 2x? = y? y y? = 222, es decir x = +z y y? = 2z2. Sustituyendo en la ecuacién (E4) nos
queda z - 272 .z = 2z* =32, es decir z = +2.

A=

Finalmente, como y? > 0 y como xy?z = 32 entonces x y z deben tener el mismo signo, es decir, x =z y
y= ++/2 z. Tenemos solo cuatro posibles soluciones,

Qi =(2, —2v2,2); A=1/8,

Q=12 —2v2,2); A=1/8,

Q3 =(-2,2v2, —-2); A=1/8,

Qs = (-2, 2v2, —2); A=1/8.

Como d(Q1,0) = d(Q2,0) = d(Q3,0) = d(Q4,0),

los cuatro puntos son los puntos de S més cercanos
al origen.

5.19.12 @

Problema: “Maximizar p =2 + xz + y? sujeto a la restriccién x> +y% +2> —4=0".

Sea L(x,y,z,A) =2+ xz +y*> — A(x* + y* + z* — 4). Factorizando en la ecuaciéon L, = 0 obtenemos los casos
y=0y A=1, yconlas ecuaciones Ly =0 y L, = 0 obtenemos los casos z =0 y A = £1/2. Resolviedo
para estos casos se obtienen los cuatro puntos criticos: (0,42,0), (+v/2,0,4+v2), (£v2,0, 7v2).

Aplicando nuestro criterio de clasificaciéon obtenemos que p es méximo en los puntos (0, £2,0) y minimo en
los puntos (£v/2,0, 7v/2).

519.13 @

(0,—-1,2).

5.19.14 @

x=3/2, y=3/2, A=-3.
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5.19.15 @

L(r,h,A) = +2kr2 + 5hkr — A (hkr? — 1000)
107722 861774

~ ,ha A &~ 0.4641597k
Vk vk
5.19.16 ™ @
A=0,x=-1,y=0,
A=0,x=1,y=0,
A=0,y=-1, x=0,
A=0,y=1,x=0,
ol 11
_21 - \/E/U— \/Q’
N SN D
2/ ﬁ/y \/i/
NS U
_21 _\/ily_ \/il
ol 11
2/ _\/Ely_\/i

1
El valos minimo es 0 y el valor maximo T

5.19.17 @

(+v2,1) y A = 1. Observe que x = 0 no satisface la restriccion.

5.19.18 ™Y@

Si las dimensiones son x,

Yy para la base y z para la altura, el problema consiste en minimizar
C(x,y,z) = 2xy + 2 - 2xz + 4 - 2yz sujeto a la restricciéon V = xyz = 8000 (entonces x, y, z > 0). Aqui

suponemos que las carascon costo $4 cm? son las de lados y y z.

Si lo resolvemos por Lagrange,

L(x,y,z A) = 2xy + 4xz + 8yz — A(xyz — 8000)

Resolvemos

5.19.19 @

o O O O

= x=40,y=20,z=10 (y A=2/5)
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Problema: “Maximizar V(r,h) = nr’h sujeto a 487 = 2ntr h + mir2.”

o L(r,h,A) =mr*h —A(2rh + 12 —48).

L. =2nrh — A(2h + 2r)
o { Ly =mr?—A2r
Ly =2rh+1?

nirh

Ahora, A =\ —
h+7r

Luego, sustituimos r = h en la ecuacién (3) :

2rh+12 =48 — 2h?2+ h?2 =48 — h = +4.

=T = rth—1)=0 = r=h (r>0).

2

.. Las dimensiones son h =4 y r =4.

5.19.20 @

A

A
2rh 4 12

nirh

h+r
mir/2

48

4

pues h>0 y r>0.

2
Problema: “Minimizar A = 3nr? 4 27trh sujeto a la restriccion V = mir?h + 5711‘3 = 400"

La altura total es h + 1 ~ 8.49m y el didmetro es d ~ 8.49m

5.19.21 @

(*) Se omite

5.19.22 @

(*) Se omite

Soluciones del Capitulo 6

6.5.1 @


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 503

20/ 3 (x—3)?
I = JJ 36dydx+JJ 36 dydx
0J3-1 205 15
2 3
= j (—12x+18x/27< +36) dx—f—J (36x — 228x + 360) dx 0s
0 2
= 144
|
6.52 @
1 (2—x2 YA
AR:JJ dydx =7/6
0 Jx
2
y:2—x2
1_ ............................
Y=z
'1 i
|
6.53 @
4 ry—4 4 /162y 8 /162y
I:J J xy dzdy —i—J J xy dzdy +J J xy dzdy
0J_yie—2y 0Jay 4 )62y
z
A
|

6.54 @
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1 p(x—1)2+1 2 rx
J J xzcos(y)dydx—i—J J x? cos(y)dydx ~ 2.54045
0Jo 1 Jo

2 r2—y
1.1 = J J f(x,y) - dxdy
—24++/2—y

—24++/2 2 0 2 2 r2—x
2.1 = J J f(x,y) - dydx + J J f(x,y) - dydx + J J f(x,y) - dydx
—2+V2 0.J0

2—(x+2)2 0

6.5.6 @

Cuidado, debe escoger la rama correcta en cada parédbola.

2 (3-vY
” f(x,y)dA = J f(x,y) dx dy
R Jo J—2+4+y2—y
242 2 3—v2 2 3 (x—3)2
” f(x,y) dA = J f(x,y)dy dx + J J f(x,y)dy dx + J J f(x,y) dy dx
R J—2 2—(x+2)2 —2++/2J0 3—/2J0

6.5.7 @

a vVa2—x2?
A:J J 1-dydx = a’n
—a

—Va?=x2
| |
6.7.1 0@
Masa M =86
L7
10
S
Y=o
| |
6.7.2 @
1 p2—x 2 rx 109
Masa M—J J (x*+v°) dydx+J J (x* +v°) dydx = —.
0Jo 1 Jo 15
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1 r2—x 2 rx
J J x(x2+y3) dydx+J J x(x2+y3) dydx

- JoJo 1Jo
= ~ 1.3
X i 211
1 p2—x 2 rx
J J y(*+v°) dydx+J J y (x* +v°) dydx
g = 000 1 Jo ~ 1.04128

Centro de masa (x,y) ~ (1.3211,1.04128)

6.7.3 @

Se omite.

6.74 @
Se omite.
6.7.5 @
Se omite.

6.9.1 @

Para calcular ” 1-dA debemos dibujar la nueva regién de integracion Ry, enel plano UV a partir de la
Rc
region Ry, daday el cambio de variable que se indica. Como la inversa del cambio de variable es continua si

v > 0, esto se puede hacer aplicando el cambio de variable a las curvas frontera de la region Ry, y calculando
las respectivas curvas en el plano UV.

Nueva regién. Como u = xy, Lascurvas xy =1y xy =2 correspondenalascurvas u=1y u=2 enel

plano UV. Como v = %, las curvas y = x> y y = 2x? corresponden a las curvas v =1y v =2 en el plano
uv.

y = 2x? v
v A | R R
| |
y:xz | |
| 24+ -—-- -——-v=2
U=y
Rzy < Y > Ry
| vy =2 VSR i ot
| |
xy = I I
| |
: : > X ] U



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 506

El cambio de variable es invertible: El cambio de variable ‘mapea’ la region Ry, enlaregién Ry, pues el
cambio de variable es invertible y la inversa es continua si v > 0. En efecto, como x >0 y y > 0 entonces

2
u>0yv>0.Luegocomo y=wx? = u=x%, dedondex:f/% yy:v-f/%.

. B Uy Uy| y x | 0y
Calcular el Jacobiano. Ahora, J(x,y) = Det [Vx Vy:| = Det [—2y/x3 1/)4 =3y/x* >0, pues x, y > 0.

Como las derivadas parciales de x e y son continuas y el jacobiano es no nulo, entonces por el teorema de la
funcién inversa,

11
J(xy)  3y/x2  3v

e J(u,v) = >0 pues v > 0.

Calcular el drea. El drea de la region es

2 2
AR, = 1J'll-ll(u,v)l- dudv
2 (2
= J 1-— - dudv
Jih
2 4 2
= —dv = -In(v)| = =In(2).

”RD (%exy) dA = ..

6.9.2 @

Aplicamos el cambio de variable

x=arcost y y=>brsent; elJacobianoes J=rab

La nueva regién es D = {(u,v) € R?|u? +v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.
& p

6.9.3 @

Transformamos la region R es un circulo con el cambio de variable,

1
, V= % El Jacobianoes | = 5

La nuevaregiéones D ={(u,v) € R?|u? +v? < 1}. Ahora use coordenadas polares.

6.9.4 @
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Se omite.
6.9.5 @
[=3/4(e—e1).
6.9.6 M@
Se omite.

6.9.7 @

Se omite.
6.10.1 @

e Interseccién:

0
sen 0 — cos® = 2sen O — ﬂ:—1
cos 0 ot
E tanf = -1 — GZZ

¢ Tangentes al polo de interés:
s
sen® —cos0 =0 = tanf=1 = 0= 1

2sen® =0 = 0=0

2sin(t) — 2sin(t)
AR:JJ 1@MHL§J rdrdt ~ 2.0708
0

sin(t)—cos(t)

6.10.2 @

r=2sen®

-05L

Solucion: Debemos hacer el cambio de variable x = rcos(0) y y = rsen(0).

&

y »

Q
L, L
.

Observe que

L
V2

>

1'x

V2sen 6

Y
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1 1
e Larecta y= — setransformaen rsen = — — 1= ———.
Y V2 V2sen(0)

V2

e La circunferencia x> +y? =1 se transformaen r = 1.

e Larecta y = x se transforma en 0 = 7t/4. En efecto, y =x = cos0 =sen(0) = 0 = /4. Esto, por
supuesto, también lo podemos establecer de manera geométrica.

s 1
4 V2sen(6)
3m 51 3m 3n 37
ior +1 1 1 +1 1 0 1 N
= — de = ———-———d0 = — — Zcsc?(0)d0 = — + - cot(0 = —
< 2| . J;z 4sen?(0) J;z g (0) g Fgeotl®) =75
4 V2sen(0) 4 4
| |
6.10.3 H®@
|
6.104 @
Los limites de integracién son 0 = —7t/6 y 6 = 77/6. Ahora calcule la integral que da el rea.
|
6.10.5 ® @
La ecuacion de la curva es r = 4 + 4 sen 360.
T v
Tangentes al polo: 4 +4sen30 =0 = 0 = 3 + 2k§.
Observando la figura tenemos que los limites de integracién adecuados son 6 = —g y 0= TE[

g="C
T2
Yk r =4+ 4sen(30)

7t/2  4+4sen©
AR:JJ 1-rdrd9:J J 1-rdrd6 = 8m
R —nt/6J0

6.10.6 @
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Solucion:

a.)

r=2+2senf

0, = arcsin(3/5) = 0.6435

a.) Tangentes al polo:

2+2sen0 =0 = e:—g
4c0s0=0 — 0=7
b.) Interseccion

2+2sen® =4cos® = —12+8sen0+20sen’0 =0 = 0O = arcsen(3/5) ~ 0.6435

’ arcsen(%) 2+2sen(0) Z 4cos(0) 28
c.) Area: Ap :J J rdrd® —|—J J rdrdd = ——
-7 0 arcsen(%) 0 5
7 11
d) r=0 = 2+2sen(30) =00; = ?ﬁ y 0, = 6”.

Un 2sin(30)+2
J J Irdrd0 = 2@
77 0

L 3
> arc sen 5

Nota: El intervalo [—77m/6,—m/6] no es correcto, agrega un trozo adicional de curva y el
resultado darfa, en valor absoluto, 3m. Use Wolfram Alpha (Internet) para graficar + 2

Sin[3t]PolarPlot[2, t, -7 Pi/6, -Pi/6]

6.10.7 @

Note que la curva celeste tiene ecuaciéon r = sent+cost con t € [—7m/4, 37/4]. La regién sombreada requiere
diferentes intervalos para cada curva. Mejor es calcular el drea del circulo con circunferencia celeste y restar el
drea de la region que va de la circunferencia azul a la circunferencia celeste, esa regén si estd entre 0 y /2

para ambas curvas.
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|_

T
2 r = sent -+ cost r = sent+ cost

3 s

T sin(t)+cos(t) 5 rsin(t)+cos(t)
AR:J J 1rdrdt—J J Irdrdt =
-2 J0 0 J1

OSTI
|
N =

3

6.10.8 @

27t pt/4 1
VQ:J J J p?sen @ dp de do = (2—\/5)
o Jo Jo

WA

6.10.9 ™Y@

Six=r1cosH, y=senb y z =z entoncesen la proyeccién XY tenemos una regién limitada por la curva
C1: x> +y? =16 otambién C;: T =4 ylacurva (x —2)2+y% =4 o también r =4cos0 con 0 € [0,7/2].

x?+y?  3x VA
o = 6 ) 4
Xy |
/2 4 2
- J J (8+T——3m°se) rdrde
0 4cos O 4 2
= =32+ 271~ 52.823

r=4cos6

6.10.10 @
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“ Y
Ve = J (1—x—0)dA r=1-—2cose
Ry o T
3
7T 1—2cos O
= J (1—r1cosB)rdrdo
Jr/3Jo
1—2cos© 9—4: = -3 2 1 \ > X
o2 43 3
= — — —cosB do “ ‘[
Jrnsz 2 3 0 .
r7T 1 . 2 2 1 o 2 3 + L |
= (1=2cos0) (1=2c0s0) 640~ 10578
Jmt/3 2 3
| |
6.10.11 ©@
™2
Vo = —
RT3
| |
6.10.12 @

La manera fécil es proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares.

Vo = ” 4—xdA

/2 2
= J J (4—7rcosB)-rdrdb
0 2sen ©

= 2n—2

6.10.13 @

Proyectar sobre XZ y usar coordenadas polares. Calculando la interseccién entre las superficies podemos

3
establecer que la region de integracién Ry, esté entre las curvas x> +y? = =, x> +y> = 1Y las rectas y = x

4/
y x =0.

/2 /3/2 1—x%x2—
vQ—J J VIex -y — =8 ) rdrdo

/4 )12 3

6.11.1 @
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4%
8
b)

6.11.2 @

El célculo es facil proyectando sobre XY o YZ.
Proyeccion sobre YZ.

12—y 4—y2
Vo :J J J dx| dzdy
0 Jo 0

Proyeccion sobre XY.

Vg = Jl J@ U2—y dz] dx dy

0J0 0

6.11.3 @

6.11.4 @
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Proyectamos sobre YZ.

0 r2+2y 1—z/2+y 2 4—y2 | pl—z/2+y
VQ:J J J dx dzdy—i—J J J dx| dzdy
~1Jo 0 0Jo 0

6.13.1 @
27 01/v/2 pV/1—12
VQ::J J J rdzdrde =7 (2-v2)
0o Jo r 3
| |
6.13.2 @

27 2 4 —2r
VC:J J J TdzdrdO pues z < 4.
0Jo

6.13.3 @

27t ra rh— hr/a 2
chj JJ rdzdrdE):m;h

6.134 @

2
8%—2\/57[.

6.13.5 @

Six=r1cosB, y=senb y z =z entoncesen la proyecciéon XY tenemos una regién limitada por la curva
Ci: x¥*+y?>=16 otambién C;: r =4 y la curva (x — 2)2 +y2 =4 otambién r =4cos0 con 0 € [0,7/2].
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r 8+X24:‘J£ Z
[[[ rrav =] [ 7 1 aaa i
E JIRy I3 ‘;

514

2

r 2 2
- J <8+X Y —3"> dA
., 1 2

/2 2
_ J <8+r_3rc056) - drdo
JO 4cos 0 4 2

= 324271t~ 52.823

Soluciones del Capitulo 7

751 @

Vamos a proyectar sobre el plano XY. La proyeccién es el circulo x* +y? < 2.

(—x/z, —y/z, 1)
Como z = v/9 — x2 —y? entonces podemos poner N = . Luego,
* k P P (—x/z, —y/z, DI 8
[ (—x/z, —y/z, 1)
F.-NdS — J x.82) I(=x/z, —u/z, 1)l dA
”s J s(y ) (=x/z, —y/z, 1)l (=x/z ~y/z 1)
= J 8z dA
JJD
r27T

2
= J 8v9 —12rdrdo

JO 0

16m(5%/% — 93/2)
-3

752 @

Observe que debe calcular con N siempre exterior al sélido E.
” F-NdS=mn
s

7.5.3 @
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27T \ﬁ
” F‘NdS:” (x,y,1 +x2+y2)-(—2x,—2y,1)dA:J J (1—1%)rdrde
S Ry 0o Jo
| |
754 @
r3 3
” F-NdS = (0,x+y,1—(x—2)%) - (=3(x—2)%0,1) dydx
S J1 J0
r3 3
= (1—(x—2)%)dydx
J1 J0
3 3
= (—x% 4+ 6x% — 12x + 9)dydx
J1 J0
3 1 3
= 3J (=3 +6x*2—12x+9)dx = 3 (—4+2x3—6x2+9x> -6
1 0
|
7.5.5 @

Proyectamos sobre XY

As = || s

/2 /3
:J J V14412 drde

/4 J1

1 (/2 V3 T
= — 1441432 40 = —(13V13-5V5
12L/4( +4r) ‘1 BBV —5V5)

7.5.6 Y@

Proyectamos sobre XY.
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IRE L=

7.71 @

J1

J1

2

r2

r2

4
(xy, x, z+1)- (0, 2y, 1) dx dy

JY

r4

2xy +z+1dxdy

JY

r4

2xy +4 —y? +1dxdy

JY

Se puede aplicar el teorema de divergencia. Div F =1—1+2 =2,

”SF-NdS

772 M@
Se omite.
7.7.3 @

e divF = y? + 22

2 pd—x% 3—x
J J 2dydzdx
Jo Jo 0

2 rd—x?
J (6 —2x)dzdx
Jo Jo

2

(6 —2x)(4 —x*)dx

Jo

2

(2x% — 6x% — 8x + 24)dx

Jo

2

X4
(2 — 23—+ 24x>

0

e La proyeccién es el circulo x* +y2 < 1

=8-16—-16+48 = 24
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” F-NdS = J” divFdVv
S E
27 1 ¢l
= J JJ 21 drdo
0o JoJ—1

= T

774 @

Como S = OE y N es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar el teorema de la

divergencia. Proyectando sobre XY tenemos

|| Fonas = [f| pveav =[] |
S JJJE R

Xy

2| V22—y?
y > dA

Z
2 2
JIRyy (x2+y2)/

JO 0
27T
47
= Zde = —
0 3

7.7.5 @

Como S = OE y N es el vector normal unitario siempre exterior a E, podemos usar el teorema de la

divergencia. Proyectando sobre XZ tenemos

7.7.6 Y@

7.7.7 @

2—x2—y?

(x2+y?)/2

2zdz dA

4x? dy dzdx

-



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay/). 518

Se omite.
781 M@

Vamos a proyectar sobre el plano xy. Como se ve en la figura, la proyeccién esta entre los circulos x* +y? = 1
y x> +y? =2 con 0 < 0 < /4. Entonces

As = JD\/1+2§+25 dA

= J V1 +4x2 + 4y? dydx
JJp

r7t/4 2
= J V4r2 +11rdrdd, (sustitucion: u =412 +1)
Jo )

(—5 V5+17 m) -
48

782 M@

el circulo x* +y% = 1.

2 2

X Yy
dS= /22 +2Z +1dA = \/x2+y2+x2+y2+1 dA

As:”s ds = rnr\@rdrde = V2.

7.8.3 @

7.84 @

Proyectamos sobre XY.
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2 4
” 2xy+z+1)dS = J J (2xy +z+1)vV4y?2 +1 dxdy
S

1Jy

2 4
= J J 2xy +4 —y> + 1)vV4y2 + 1 dx dy

1Jy

7.8.5 @

Proyectando sobre XY, tenemos S : 9 —x? —y2. Usando coordenadas polares queda

27 3
” (x> +y>+2)dS _J J 9rv/4r2 + 1 drdo
S

0 0
7.8.6 @

S=S51+S,+S3+Ssdonde S1: y+z=5, Sp: 4—x%, Ssz: z=0,y S4: y=0.

”Sxy(z—i-l) ds :”s xy(z—l—l)dS%—”S xy(z+1) dS+”S xy(z+1) dS+”S xy(z+1) dS

Ahora elegimos los planos de proyeccion para cada superficie.

2 4—x2
xy(z+1) dS:J J (x(5 —2z)(z+1)V2 ?2dzdx
-2

a.) Proyectando sobre XZ, S;: y =5 —z. Entonces ”
0

Sy

4 rb—z
b.) Proyectando sobre YZ, S, : x = +/4—z. Entonces JJ xy(z + 1)dS = J J Vd—z y(z +

S 0Jo
4(4—2z)+1
1) —————— dyd
W aa—g W
2 (5
c.) Proyectando sobre XY, S3:z = 0. Entonces JJ xy(z+1)dS = J J xy V1 dydx
S3 —2Jo

2 pd—x?
d.) Proyectando sobre XZ, S4:y = 0. Entonces ” xy(z+1)dS = J J x-0-2zV1 dzdx =0
-2

S3

7.8.7 @

Proyectando sobre YZ.
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2 3 2
A =JJ 1-dS JJ —— +4+1dzd
s s 0Jo | 16 —y? Y

2

12

- J 22 4y =2
016 —y?

7.8.8 Y@

Proyectando sobre YZ.

403 2
ASZJJl-dS = JJ —— +1dzd
s 16 —y? Y

4
12
Observe que J ——
0 /16 —y?
12
V16 —y?

para hacer el célculo.

te. Puede usar J El

4

dy esimpropia convergen-

dy = 12arcsen (—) +K

2

7.8.9 @

r2 x
A = ” ds = J V4x2 + 1dydx
s Jo Jo

r2

= xV4x2 + 1dx

JO
17

17 3
du uz
A B

= 5,7577

7.8.10 @

Proyectamos sobre XY
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As = || as

/2 V3
:J J V1+4r2r drdo

/4 J1

1 (/2 2.3/2|V3 T
o L/4 (1+ 4r?) ‘1 do 48(13\/13 5v/5)

7.8.11 @

Soluciones del Capitulo 8
8.11M®

1. Parametrizacién de la curva e.)

e C;: r(t)=(t,2t,0) con t € [0,1].
Observe que r1(0) = (0,0,0) y (1) = (1,2,0).
e Cr: 1(t)=1(0,0,t) con t € [O, 1].
Observe que r2(0) = (0,0,0) y r2(1) = (0,0,1).
e —C3: r3(t) =(cost,2cost, sent) con € [0,7t/2].
Observe que r3(0) = (1,2,0) y r3(mt/2) = (0,0,1).

2. Parametrizacion de la curva £.)

e Ci: ri(t)=(2cost,0,2sent) con t € [0,71/2].
Observe que r1(0) = (2,0,0) y r1(mt/2) = (0,0,2).
o Cy: 1ry(t)=(2cost, 4—2cost, 2sent) con t € [0,7t/2].
Observe que rz(O) =(2,2,0) y r2(mr/2) = (0,4,2).
e (C3: r3(t)=(t,4—1t,0) con te [0,2].
Observe que r3(0) (0,4,0) y 13(2) = (2,2,0).
(—

o —Cy: 1r4(t)=(cost,4—cost,1+sent) conte [—mn/2,7/2].

Observe que r4(—7/2) = (0,4,0) y r4(mt/2) = (0,4,2).

821 Mm@

44
:J V1+9/4tdt = 296
0

822" @
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4

s:2J Vidt = 14/3
1

8.23 M@

4
SZZJ V1+9(2t—1)dt = 1022/27

1/2

824 @

Recuerde que Jsec xdx = In|secx + tan x/|.

/4
s:J sectdt = In(v2+1)
0

8.2.5 @
8.2.6 @

8.3.1 M@

La circunferencia se parametriza como r(t) = (4cost, 4sent) con t € [0,7].

7T
J xy?ds = 64J cost sen’tdt = 0
C 0

8.3.2 @

1
J xds —J tvV144t2dt = 0
C 1

833 M@

C: r(t) =(t,t,0) con t € [0,1].

1
J 2o = J V2 dt
c2x—y 0

834 M@
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r’(t) = (1,1,1) y entonces

2
tHt+t
J Xtytz o _ J T i a

cxX*+y?+ 22 1 B2t 42

2
- J \?dt = V3Inl[, = V3In2

1

83.5M"@

2 2 1
J wds:J 8 —t2dt
c V33 —8z 1

8.3.6 M@

8.5.1 @

Use la parametizacion: C: r(t) = (1,1,0) +t[(1,2,2) — (1,1,0)], t< [0,1]

852 @

Se omite.

853 M@
Parametrizamos las curvas,
Ci:r(t)=cost i+sentj+0 k con t € [0,7t/2].
Cr: npt) =A+t(B—A)=2t i+ (t+1)j+3tk te (01l
Lxdx—l—zdy—i— dz = L xdx+zdy+ dz + J xdx+zdy+ dz
1

Cy

1

/2
= J —costsentdt + J 4t + 3t +3dt
0 0

8.54 @

8.5.5 @


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 524

8.5.6 M@

8.5.7 @

8.5.8 @

8.6.1 M@

8.62 @
Una funcién potencial es ¢(x,y,z) = xyz — y*x + x%z
8.6.3 @

(@) Como RotF = (0,0,0), entonces F es conservativo sobre cualquier regiéon simplemente conexa donde

z #0.
¢ = J2x+5 dx = x> +5x+Ki(y,z)
b) Vp=F = ¢ = J?yyz dy = ¥ +Kx,2) = dxy,z) =x*>+5x+1y° +Inz
1
¢ = Jz dz = Inlz| + K3(x,y)

LuegO,J F-dr = ¢(B)—p(A) = 6—-1 =5
C

(c) Como F es conservativo en regiones simplemente conexas, donde z no se anula, podemos tomar el
camino C’ = C; + C; para integrar.

—C; : r(t)=(0,t,1) con te [0,1]. ri(t) = (0,1,0) z
, 1 Ci
C : nt)=1(t0,1) con te [0,1]. ry(t) =(1,0,0) G
A=(0,1,1)
B=(1,0,1)
Entonces,

1

1
J F.dr = —J (5, 3t2,1)- (0, 1, 0) dt + J (2t+5,0,1)-(1,0,0)dt = —1+6 = 5
4 0 0

8.64 @
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1.

2.

i j k
RotF = aa—x % % = (x—x)1+ (—y+y)j
yz+ycos(xy) xz+xcos(xy) xy
+(z + cos(xy) + xy cos(xy) — (z + cos(xy) + xy cos(xy))) k
= (0,0,0)
Sea G(x,y, z) una funcién potencial, asi

e Gx(x,y,z) =yz+ycos(xy) = G(x,y,z) =xyz+sen(xy)+ Ci(y,z)
z)=0 —

. @(xszr sen(xy) + Ci1(y,z)) =xz+xcos(xy) = Ciyly, Cily,z) = Ca(2)
d

o a—z(xyz—i—sen(xy) +Cz)=xy = GCl(z)=0 = Cy(z)=K
Asi, G(x,y,z) = xyz + sen(xy) + K, por lo que

LF- dr=G(0,0,0) — G(2,1,2) =K — (4 +sen(2) + K) = —4 —sen(2).
Se seguird la siguiente ruta
—Cy1:r(t)=(2,1,t), t €[0,2]

—Co:1nn(t)=(t,1,0), t € [0,2]

—Cs3: 1‘3(’() = (O,t,O), te[0,1]

Asi
2 2 1
J F-dr = —J (t 4+ cos(2),2t +2cos(2),2) - (0,0,1) dt—J (cost,tcost,t)-(1,0,0) dt—J (t,0,0) - (0,1,0)dt
C 0 0 0
2 2
= —J 2tdt—J costdt—0
0 0
= —t2’3 — sentIS =—4 —sen(2)
| |
8.6.5 M@
J F-dr =0
C
| |
8.6.6 M@

8.6.7 ™Y@
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Calcule usando el camino que vade (2,5,0) a (—2,5,0)

8.6.8 M@
e F = (P,Q,R) es conservativo pues Py = 22 +senx cos(m—y) = Qy, ry =2xz=Q, y rx =2yz=P,.
e una funcién potencial es ¢(x,y,z) = xyz? + cos(x) sen(mt —y) + K. Por lo tanto
J F. dr = $(0,7,0) — b(r,0,0) = 0
¢ | |
||

8.6.9 @

8.6.10 @

a)Siy=t Cr: m(t)=(t>+1,t,2—1), te [0,2]

2
s:J 1~ds:J V412 + 2 dt ~ 5.12401
C 0

+1dt. Impropia convergente. Singularidad en t =1

"5

Six=t G — -
1X — S JI v 2(‘[71)

b.)
Primera manera: Proyectando sobre YZ

S:x=y?>+1. N; =(1,—-2y,0)
2 (2—y
” F-NdS = J J (cosx senz, 5,cosz senx) - (1,—2y,0) dzdy
s 0Jo
2 r2—y
= J J (cos(y? +1) senz — 10y) dzdy
0 Jo

—cos(y®>+1) cosz— 1Oyz|§_l"| dy

2
-
2

—cos(y?+1) cos(2 —y) — 10y(2 —y) + cos(y® + 1) dy

—

0

~ —13.1613


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

(https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 527

Segunda manera: Proyectando sobre XZ “

1
S:y=vx—T Np=[——"1.0).
y=vx 2 <2\/x71 )

Este vector N, es opuesto a Nj, por tanto la integral de flujo quedara con signo
contrario. La integral es impropia en ambos 6rdenes “dzdx” y “dxdz”. Ademads en el

orden “dxdz” aparecen funciones sin primitiva elemental.

1 B 7cos(x) sen(z)
(cos(x) sen(z),5,sen(x) cos(z)) - (ﬁll'()) =5 AT
B 52Vt cos(x) sen(z)
R L R G v = L
~ 5 cos (2—v/x —1) cos(x) cos(x)
- L <5<2_ X_1)+ 2vVx -1 _2\/x—1> dx

~ 13.1613

c.) F es conservativo pues RotF = (0,0,0). Podemos aplicar “Independencia del camino” o resolver la
integral con una funcién potencial.

Primera manera: Resolver la integral con una funcién potencial

bx = Jcosx senzdx = senx senz + Kq(y,z)
Vo=F = by :Jde = 5y +Ka(x, 2) —  $(x,y,z) =senx senz +
¢Z:Jcosz senxdz = senx senz + Kz(x,y)

5y + K

J F-dr=¢(1,0,2) —$(1,0,0) =sen(1) sen(2) ~ 0.765147
C

Segunda manera: Usar independencia del camino.

Podemos usar el camino C’: (1,0,t), t € [0,2]. Este camino es el segmento que une el punto (1,0,0)
con el punto (1,0,2).

2 2
J F-dr = J (cos(1) sent, 5, cost senl) - (0,0,1)dt = J sen(1) costdt = sen(1)sen(2) ~ 0.765147
C 0 0

Tercera manera: Resolver la integral “a pie”
Ci:rn(t) = (2+1,t0), te 0,2
—Cr:n(t) = 24+1L,t2—1t), te (0,2
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J F-dr = F~dr+J F- dr
C JCy C,
r2 2

= (0, 5, sen (t2 +1))-(2t,1,0) dt — J (sen(2 — t) cos (tz +1),5,sen (tz +1)cos(2—1)) - (2t,1,
Jo 0

2 2
= 5dt — J (2tsen(2 —t)cos (t* +1) +5 — sen (t* + 1) cos(2 — 1)) dt
Jo 0

1
= 10— 5(20 —cos(1) + cos(3)) ~ 0.765147

d.) Se omite.
|
8.7.1 @
1
_b6d
3
| |
2
64
F-dr+ F-dr+ F-dr+ F-dr=4—-36+28/3+4/3 =——
Cl C2 C3 C4 3

872 M@

Como se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Green en el plano, excepto la orientacion de la
curva, entonces

2 (3
JF~dr = J J 1 — 0dxdy = 8.
C —2J3y2/4

873 M@

Por el teorema de Green:

1 rx2+1 aQ oP
fa - [0 ) e
JnC Jo Jo ox dy Y

1 px%+1
= J (2x — 1) dydx

JO JO

rl 1
= | 2x=1)%+1dx = =.

Jo 6

8.74 @
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8.7.5 @

8.9.1 @

8.9.2 @

893 M@

894 @

Aplique el teorema de Stokes con las superficies de la figura que sigue.

(2,0,4) Z

8.9.5 @
Una parametrizacién para C; esry(t) = (t, 2 —t2, 4 —t2),con t € [0,2].
2
a.) J F.-dr= J (2(2 — %) (4 — t3), —4t, —3(4 —t%)%) - (1, —2t, —2t) dt
Cy

0

b.) Usamso el teorema de Stokes. Proyectamos sobre XZ

2 r4—x?
J F-dr = J J 0,2y, —4—2z)-(0,1,1) dzdx
C 0Jo

8.9.6 M@
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8.9.7 @

Un vector normal paray = 2x es Ny = (2, —1,0), pero la curva gira a favor de reloj respecto a Ny, por lo que

ha que ajustar el signo.

>

g‘@-»

Rot(F)=| &%

X2 —y yz—x x+2y

Asi
J Fdr = — Rot (F) - N dA
C \JUS
JR
= — (—2y —3)dA
JR
Tl
= — J(—2(2rc056)—3)rdrd6
0 Jo
i 3 2 r=1
— | (-4l coso—3L ae
Jo 3 2 )20
ﬂ% _4
= — — 60—~ )de
[, (5eso-3)
= - jsene—ﬁ L
B 3 2/, 3 4
8.9.8 M@

O)?\")

oz

= (2 _yr_lro)

Se cumplen las condiciones para aplicar el teorema de Stokes (Teo de Green en el espacio). Podemos tomar
como la superficie S, la porcién del plano z =2 — x limitada por el cilindro x? +y? = 1. Entonces un vector
normal que nos sirvees N = (1,0,1).
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@ B.0.1 Sea Q el solido limitado por y +z = Pt —?
6, 4x —4y—z=0,z=4—-x%2z=0 yx=0, taly
como se muestra en la figura.

a.) Calcular J F. drsi F(x,y,z) = (x,x,z) y C es

C
la frontera de la superficie S; en la figura.

b.) Calcular ” F-NdS donde F(x,y,z) =
d

Q
(x,y,2z), 9Q esla frontera del s6lido Q y N es
el vector vector normal unitario exterior.

Como F(x,y,z) = (x +z, 2y, y — z), entonces RotF = (1,1,0).

J F.-dr = JJ RotF - N dS
C S

/2 rl
- J J (1,1,0) - (1,0,1) rdrd® = m/4
0 0

899 @

C es una curva cerrada simple, suave a trozos. Podemos usar el Teorema de Stokes (T. Green en el espacio).
Tenemos dos opciones, proyectar sobre el plano XY o sobre el plano YZ.

Proyectando sobre el plano XY. En este caso, S: z =4 — x2 y N = (—zx, —2y,1) = (2x,0,1).

J F-dr = ” RotF - N dS
C S

_ ” (—y, x—1,0)-(2x, 0,1) dA

Y

2 ex241 62
= J J —2xy dydx = — =~ 20.6667
0Jo 3
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1
Proyectando sobre el plano YZ. Enestecaso, S: x =v4—zy N = (1, —xy,—x;) = (1,0, 24) .
—z
J F-dr = ” RotF - N dS
C S
1

o o) e

4 r5—z )
= —J J —y dydz = 62 ~ 20.6667
0 Jo 3

Nota. La integral () no es impropia pues al hacer el producto punto, el integrando es una funcién acotada. Las
discontinuidades en un integrando acotado no afectan la integral sin constituyen un conjunto de medida cero.

8.9.10 @

1. J F-dr:J F~dr+J F-dr—i—J F-dr+J F- dr
C C] Cz C3 C4

1
1
a) —Ci:r(t)=(t,t,0) te [0,1] = J F- dr:—J —2dt ==
G 0 3

1
b) C;: rn(t)=(0,0,t)tec [0,1] = J F. dr:J 0dt=0
C 0

1

1

Q) Cs: m3(t) = (0,,1—t)te 0,1] —> J F-dr:Jl—tdt:
Cs 0 2

1
d) Cy: ry(t)=(t,1,00te [0,1] = J F. dr:J —1%2dt =1
C 0

J F-dr=1/3+1/2—1
C

2. ” RotF-NdS = ” RotF-NdS + ” RotF - N dS.
S S S
RotF = (—1,—1,2y)

Para S; un vector normal es N1 = (1,—1,0) (acorde con la orientacién de C).

|| RotrNias = |[ oas =0
Sl sl

Para S, un vector normal es N, = (0,—1,—1) (acorde con la orientacién de C).

11
” RotF-N,dS = J J 1-2ydydx = —1/2+1/3.
SZ 0 Jx
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Finalmente, JJ RotF-NdS = 0+—-1/2+1/3.
S

Soluciones del Capitulo 9
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