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Prologo

Este libro fue tomando forma a lo largo de varios semestres de impartir el curso de matematica
discreta, al ir reuniendo los ejemplos, ejercicios y explicaciones que mejor funcionaban en
clase. En sus capitulos se recorren la légica proposicional, la teoria de conjuntos, las rela-
ciones y funciones, la induccién matematica, las relaciones de recurrencia y las estructuras
algebraicas. No es una coleccién de resultados sueltos. Lo que da unidad a estos temas es
algo mas profundo: el razonamiento légico como hilo conductor, el lenguaje de los conjuntos
como idioma comdn, y las estructuras que aparecen, casi sin buscarlas, cuando uno estudia
problemas discretos con atencion. Es un texto que acompania el trabajo diario del curso: claro,
ordenado y, sobre todo, ttil. Por eso la teoria va de la mano de ejemplos resueltos y de una
buena cantidad de ejercicios —todos con respuesta— para que el lector pueda ponerse a
prueba y avanzar a su propio ritmo, con la tranquilidad de saber si va por buen camino.

Ojal4 estas paginas sirvan tanto en el aula como en el estudio por cuenta propia, y que al final
el lector se lleve algo méds valioso que una lista de teoremas: una manera de razonar mas
rigurosa, mas critica y més suya.

Cartago, Costa Rica WALTER MORA-FLORES
Agosto 2026 REBECA SOLIS-ORTEGA
Luis ERNESTO CARRERA-RETANA
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2.1

~ Chapter

Introduccion a la Logica

Proposiciones

“The computer and programming languages were invented by lo-
gicians as the unexpected product of their unsuccessful effort to
formalize reasoning completely. Formalism failed for reasoning,
but it succeeded brilliantly for computation. In practice, program-
ming requires more precision than proving theorems!

...But it’s possible to argue that the (Godel) incompleteness theo-
rems completely miss the point because mathematics isn’t about
the consequences of rules, it’s about creativity and imagination.”
G. Chaitin [9].

La parte més simple de la l6gica matemadtica es la ldgica proposicional. Las leyes de la 16gica son usadas
para distinguir entre argumentos validos o invalidos. La maquinaria de la l6gica proposicional permite
formalizar y teorizar sobre la validez de una gran cantidad de argumentos. Sin embargo, también ex-
isten argumentos que son intuitivamente vélidos, pero cuya validez no se puede probar por la légica
proposicional. El propésito de este tema, en este curso, es el de ensefar al estudiante como entender y
como contruir un argumento matemadtico de manera correcta.

Una proposicion es una afirmacion que es, sin ninguna ambiguedad, verdadera ( V) ¢ falsa ( F ), es
decir, no hay puntos intermedios. Las proposiciones se denotan con las letras P, Q, R, ... y a veces tam-
bién se usan mintusculas p, q,7, ...

En lenguage natural nos interesan dos cosas, el valor de verdad ( V o F )y el significado. Pero a la
l6gica proposicional le interesa el “valor de verdad” de las proposiciones, no su significado.

a.) P: 72> 3” esuna proposicién pues es una afirmacion falsa ( F )
b.) Q: ”5> 1" esuna proposiciéon pues es una afirmacién verdadera (V')

c.) Sea x € R. Entonces R: “x 4+ 1 = 3” no es un proposiciéon puesnoes F ni V ,su valor

de verdad depende del valor de x
—
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Principios fundamentales de la I6gica formal. Tenemos tres principios

a.) Principio de Identidad: Si una proposicion es verdadera, siempre es verdadera
b.) Principio de No-contradicién: Ninguna proposicion es falsa y verdadera

c.) Principio del Tercero Excluido: Una proposicién o es falsa o es verdadera (no hay una tercera posi-
bilidad)

La paradoja del mentiroso: Consideremos la afirmacion: “Esta oracion es falsa”. Si fuera
una proposicion, por el principo del tercero excluido, debe ser verdadera o falsa, pero no
es posible asignar un valor de verdad a la oracién sin contradecirse: Si suponemos que la
oracidn es verdadera, entonces todo lo que la oracidn afirma es falso. Pero la oracién afirma
que ella misma es falsa, y eso contradice nuestra suposicion original de que es verdadera.
Supongamos, pues, que la oracién es falsa. Luego, lo que afirma debe ser falso. Pero esto
significa que es falso que ella misma sea falsa, lo cual vuelve a confradecir nuestra suposi-
cién anterior

2.2 Proposiciones compuestas. Tablas de verdad

Muchas proposiciones son compuestas, estin formadas por varias proposiciones ligados por particulas
especiales del lenguage llamadas “conectivas”. Por ejemplo R : 72 > 3" y g: ”5 > 1" esuna

“"__1r

proposicion formada por dos proposiciones, la conectiva es la “y”.

La negacién de la proposicion P es — P. Por ejemplo, la negacién de P : “Todos los nimeros
pares son divisibles por dos” seria — P : “Existe al menos un nimero par que no es divisible por
dos”.

La conectiva llamada conjuncién se denota con A . La proposicién P A Q selee “P y Q”

La conectiva llamada disyuncion se denota con V . La proposicion P vV Q selee “P 0 Q”

La conectiva llamada disyuncién exclusiva se denota con V. La proposicion P ¥ Q se lee
1IP (,) Q/I

La conectiva llamada implicacién se denota con “—”. La proposiciéon P — Q se lee “P
implica Q” o también “ Si P entonces Q”.

Alalégica le interesa solo el valor de verdad de la proposiciéon “P implica Q”. Enlenguage natural,
la palabra “implica” involucra el significado de las proposiciones, asi que tenemos que manternos
en el entorno de la 16gica matematica.
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La conectiva llamada equivalencia se denota con “ = ”. La proposicion P = Q selee
“P eslogicamente equivalente a Q”. También se puede denotar P <— Q. Dos proposiciones
son equivalentes si y solo si tienen el mismo valor de verdad.

Por ejemplo,

a) PvQ = QvVvP
b) PAQ = QAP

Tablas de verdad. Para determinar el valor de verdad de una proposicién compuesta necesitamos cono-
cer el valor de verdad de las proposiciones que la componen. Una tabla de verdad es una tabla que
muestra el valor de verdad de una proposiciéon compuesta para cada combinaciéon de verdad que se
pueda asignar a cada componente individual.

Las tablas de verdad bésicas son:

Tabla 2.1: Tablas de verdad bésicas

Negacion Conjuncién Disyuncion Implicacién Equivalencia
P| —P P Q|PAQ P Q|PVQ P Q|P—>Q P Q|P = 0Q
V| F Vv |4 vV Vv |4 vV Vv v Vv |4
F| V V F F V F |4 V F F V F F

F V F F V %4 F V |4 F V F

F F F F F F F F v F F v

Implicacion: En la tabla de la “implicacién”, las dos tltimas lineas dicen algo como “Falso implica
cualquier cosa” y esto podria parecer “contra-intuitivo”. Uno puede asumir que esto simplemente esta
definido asi como un valor “por defecto” o para que sea consistente con la inferencia l6gica conocida
como “Modus Tollens” (que veremos méas adelante), o que se puede deducir de otras equivalencias.
En todo caso, en toda la matematica no vamos a encontrar un teorema con la forma “falso implica
verdadero”, etc.

La implicacién l6gica no cuadra bien con “si A entonces B” del lenguaje natural: Podemos crear muchos
absurdos. Pero para tener alguna intuicién, podemos decir que P — Q es una “promesa Q en el caso
que se cumpla P”. La tnica manera de que hablemos con falsedad es que se cumpla P pero que no
cumplamos Q!. Si no se cumple P, la promesa no es falsa. En resumen: P — Q solo es F si la hipdtesis
P es V pero la conclusion Q esF.

Hay una anéctoda del filésofo y 16gico Bertand Russell.

Si 1=2 entonces yo soy el Papa. "The story goes that Bertrand Russell, in a lecture on logic,
mentioned that in the sense of material implication, a false proposition implies any proposi-
tion.
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A student raised his hand and said ‘In that case, given that 1 = 0, prove that you are the
Pope.’

Russell immediately replied, ‘Add 1 to both sides of the equation: then we have 2 = 1. The set
containing just me and the Pope has 2 members. But 2 = 1, so it has only 1 member; therefore,
| am the Pope.””

Pruebas de teoremas con tablas de verdad. Un teorema es una proposicién cuya validez se
puede obtener como consecuencia logica de los axiomas, definiciones u otros teoremas. En logica
proposicional, una proposicién compuesta por P, Q, R, etc. que es una implicacién o equivalencia, es
un teorema vélido si su valor de verdad es V para todos los posibles valores de verdad de P, Q, R, etc.
En este caso también decimos la proposicién es una tautologia.

Tautologias, contradiciones y contingencias.
Como dijimos antes, una proposicién compuesta es una tautologia si es verdadera para todos los valores
de verdad de las proposiciones atémicas que la componen.

Si una proposicion es falsa para todos los valores de verdad de las proposiciones atémicas que la
componen, la proposicién es una contradiccion o falacia.

Si una proposicién compuesta no es tautologia ni contradiccén, es una contingencia o eventualidad.
Si P y Q son proposiciones compuestas, entonces
® si P — Q esuna tautologia, se escribe P = Q (“implicacién tautolégica”).

® si P <— Q esuna tautologia, se escribe P < Q

Use una tabla de verdad para probarque = (P A Q) = - PV —=Q

Solucion: Una tabla de verdad requiere todas la combinaciones de los valores de verdad de P, Q
y los valores de verdad de cada componente — (P A Q) y =P V — Q y laequivalencia que
queremos verificar: = (P A Q) = —-PV =Q

P Q| -(PAQ)| =PV =Q| -(PAQ) = =PV =Q
vV Vv F F 1%
V F 1% 1% 1%
F V 1% 1% 1%
F F 1% 1% 1%
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Si p,q,r son proposiciones, las combinaciones de valores de verdad de las propopsiciones se puede
hacer de manera ordenada usando una arbol binario.

Pqr

VVV

ba V VF

9 v \% VFV
vV V F

p

F V_FV
F F

Ejemplo 2.3

Use una tabla de verdad para probarque P V Q #P A Q

Solucion: Ejercicio. Hacemos una tabla de verdad y verificamos que P V Q = P A Q no es una
tautologfa.

PVQ|IPAQ|PVQ PAQ

T < <
m< M < O

Ejemplo 2.4

Use una tabla de verdad para probar que P — Q = = P V Q es una tautologia.

Solucién: Ejercicio.
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P—->Q| -PVQ|P—>Q=-PVQQ

mm <<
< | <O

Use una tabla de verdad para probar que [(P - Q) A (Q —+R)] = (P —R)

Solucion: La presencia de “ = ” significa que hay que verificar que esta proposicién compuesta
es una tautologfa.

PIQ|R|P=>Q|Q—=>R|P—->DAN(Q—=>R|P—=>R|[P—>QDA (Q—R] — (P—=R)
VI v|v 1% 14 14 1% 14
V|V |F 1% F F F 14
V|F|V F 14 F 14 14
V |F|F F 14 F F 14
F|V |V 1% 14 14 14 14
F |V |F 1% F F 14 14
F|F |V 14 14 14 14 14
F|F|F 1% 14 14 1% 14
Use una tabla de verdad para probarque = (P V Q) = - P A —=Q

Solucién: Ejercicio.
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—I(P\/Q) “-PA —-Q —|(PVQ) = aPA -Q

< <
H < mH <O

Ejercicios

@ 2.2.1 Use tablas de verdad para determinar si las siguientes proposiciones son tau-
tologias, contradicciones (falacias) o contingencias.

)P = = =P

2)PAQ = P

3) P = PVQ

H P>Q A ~Q = P

5 P—=>Q) AP = Q

6 PVQ A -Q = P

7) (P>Q) A(~P—=S) = SVQ
8 ("PANQ —(-QV P

9 =~ (P—=Q) «— (PA —Q)

1) (7P A ~Q) A = (P +— Q)

1) (PVQ —=[Q—=(PAQ)

@ 2.2.2 Utilice tablas de verdad para determinar cuales de las siguientes proposiciones
son tautologias, falacias o contingencias.

H[(-PV Q) —R «<— [(PAN 7R)— Q]

2)[m(PANQ)VR] «— [P—(Q—R)]
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3) [(QA = P) = R] ¢ ["R—(=QV P)]
4) (P—Q)—=>R] «— [(PAN = R)— Q]

5 [PAN(Q— = R)] +«— (nQV P

@ 223 Utilizando tablas de verdad, determine la veracidad de las siguientes afirmaciones

1) Verifique que ((P — Q) A P) # Q peroque ((P — Q) A P) — Q siesuna tautologia

2) (P— Q) A — Q implica tautolégicamente a la proposicién — P.
3) (mPV Q) AN (—R—P) implica tautolégicamentea Q V R.

4) (P—>Q) VI[(nQ— = P) A —R] estautoldgicamente equivalentea =(P A — Q)

5) Verifique que (P A Q) # Q pero que (P A Q) — Q si es una tautologia

Equivalencias logicas y simplificacion

No siempre tenemos que usar tablas de verdad para probar una equivalencia légica. A partir de una
tabla de equivalencias l6gicas preestablecidas, se puede deducir y probar otras equivalencias usando
simplificacion. Aqui vamos a usar la notaciéon = para equivalencia, V, para tautologia (proposicion
siempre verdadera), Fy para contradiccion o falacia (proposicion siempre falsa).

Primero iniciamos con una tabla de equivalencias légicas.
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Implicacién-disyuncién (ID)

Contrapositiva

DN

De Morgan

Conmutatividad

Asociatividad

Distribuitividad

Idempotencia

Inversos

Neutro

Dominacion

Absorcién

Exportacion

Ahora, usando esta tdltima tabla podemos hacer simplificaciones o también pruebas de equivalencias.

P—-Q = —~PVQ
P—-Q = -Q— P

- =P =P

- (PANQ) = PV =Q
~(PVQ = ~PA =Q
PVvQ = QvVP
PAQ = QAP
PV((QVR) = (PVQ VR
PA(QAR) = (PANQ) AR
PV (QAR) = (PV Q) A(PVR)
PA(QVR) = (PANQ)V(PAR)
PANP =P

Pv P =P

PV = = W

PAN =P = K

PV RRb, =P

PNV =P

PN KR = Kk

PV V, = VW
PV(PAQ) =P
PA(PVQ) =P
P—-(Q—R) = (PAQ) —R

10

La equivalencias y sus sabores. Es usual encontrar las equivalencias de la tabla anterior, con sabores

distintos. Por ejemplo

a) P—-Q = =P V Q sepuede encontrar como

@ " P—>Q = PVQ
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@ (PVR)—-Q = = (PVR)VQ
@ P— -Q = PV =Q
b) PV (P A Q) = P sepuedeencontrarcomo (P V R) V (P V R)ANQ) = PVR

Ejemplo 2.7 (I Parcial MD, Il -2019)

Determine el valor de verdad para las proposiciones P,Q y R que evidencien que la proposicion
[((P V Q)] = = R] A = P noimplique tautolégicamentea Q V - R.

Solucion: “[(P V Q)] = — R] A — P no implica tautolégicamente a Q V — R” si el valor
de verdad de [[(P V Q)] & = R] A = P] - (Q V = R) es falso para alguna combinacién
de valores de verdad de P,Q y R. Para esto solo es necesesario establecer una combinacién de
valores de verdad de P,Q y R de tal manera que [(P V Q)] =& — R] A — P sea verdaderoy
Q V — R sea falso.

@ QV —Resfalsosi Qes F ysi R es V. Sabiendo esto, obtenemos el valor de verdad de P
por deducién o usando una fila en la tabla de verdad

plolrlevo|irvals KA PPV QI= ~RIA ~Fl5 @V —R)
F

Vv

elelv] -

Por tanto P, Q deben ser falsasy R es verdadera.

Ejemplo 2.8

Suponga que (P — Q) A R es verdadera. Determine el valor de verdad de la proposiciones
a) (nPV T VAQ
b) = R—S
c) (=PVT)VQ A(-R—YS)

Solucién: De acuerdo a las tablas de verdad 2.1 tenemos (P — Q) A R es verdadero solo si
(P — Q) y R son verdaderas. Por tanto,

P — Q es verdadera
(P — Q) A R esverdadera entonces

R es verdadera


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

2.3. EQUIVALENCIAS LOGICAS Y SIMPLIFICACION (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 12

a.) Simplificamos: (=P V T) V Q = (—-PV Q) VT Commutatividad, asociatividad
= (P—>Q) VT D

Y, de acuerdo a la tabla de verdad para la conectiva “ V 7, como P — Q es V entonces
(nPV T VQ = (P—Q)VTesverdadera (sin importar el valor de verdad de T)
——

“
\%4

b.) Como R es verdadera — R es falsa y entonces, de acuerdo a la tabla de verdad para la
conectiva “—", la proposicion = R — Ses V sin importar el valor de verdad de S
\,—/
F

Observe que, tambiénporID, (- R —S) = _R VS esverdadera
14

c.) De los items anteriores y de acuerdo a la tabla de verdad para la conectiva “ A ”

[(-PV T VQ A(—-R—S) esverdadera

v \%4

Ejemplo 2.9

Sean A,B,C,D y E proposiciones tales que (A A — B) — C es falso. Determine el valor de
verdad de la proposicién.
(AV D) AN (BAD)—(CVE)

Solucién: De acuerdo a la tabla de verdad para la conectiva “—”, la implicacion (A A = B) — C
es falsasolosi (A A — B) esverdaderay C es falsa. Por tanto,

AN —B dad
Si (A A — B) — C es falsa entonces e verdadeta

C es falsa

A es verdadera
A N - B es verdadera
entonces — B es verdadera, es decir, B es falsa
C es falsa
C es falsa

Tenemos,

A V D es verdadera
B AN D es falsa, puesB es falsa
(AV D) AN (BA D) es falsa
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Como (A V D) AN (B A D)esfalsa[(AV D) A (B A D)]— (CV E) esverdadera
F

Ejemplo 2.10

Determine el valor de verdad de las proposiciones A, B, C y D de manera que la siguiente
proposicién sea falsa.

- [A—= (D AB)]VIC—(BV (A <+— D))
Solucién: Una disyunciéon = [A — (D A B)] V[C — (B V (A <— D))] es falsa solo si las

proposiciones que conecta son falsas. Por tanto deberia ser que

a.) A — (D A B) esverdadera

b.) C— (B V (A <— D)) es falsa.

Si A — (D A B) esverdadera, hay varias posibilidades, es mejor empezar analizando el item b.)

@ C— (BV (A «— D)) esfalsasi C esverdaderaysi (B V (A «— D)) esfalsa, es
decir, necesitamos que B seafalsay A y D tengan valor de verdad diferente.

C—> (BV (A «<— D)) esfalsasi B seafalsaysi A y D tienen valor de verdad
distinto.

@ Como B debe ser falsa, A debe ser falsa paraque A — (D A B) sea verdadera.

Enresumen: A y B sonfalsasy C y D son verdaderas.

Pruebas de equivalencias usando la tabla de equivalencias l6gicas

Probarque P A (QV = Q) = P
Solucion:
PA(QV =Q) = PA YV, Inversos

P Neutro
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Probarque P— (Q A R) = (P—>Q) A (P—R)
Solucién:

ID e
P—>(QAR) = =PV (QAR) ahora usamos distribuitividad,

(mPV Q) A (- PV R) ahorausamosID,

(P— Q) AN (P—R)

|
Probarque PV - (- RV P)VR = PVR
Solucion: Iniciamos usando De Morgan,
PV -(=-RVP)VR Dé/[ PV (RA —P)VR, agrupamos y usamos distribuitividad,
= [PV(RA =P)]VR distribuitividad
= [(PV R)A(PV —P)] VR, ahorausamosinv.y neutro,
= [(PVR A V] VR, ahora usamos idempotencia y asoc.,
= PVRVR
= PVR
Otra manera:
PV -(=-RVP)VR D%/I PV (R AN = P)V R podemos usar absorcion...
= PV RV (RA = P) Commutatividad y absorcion...
= PVR
|
Probarque = [ (QV P) A = ( (PN QAR A(PVR))] = =-PA -Q.

Solucién:
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- [(QVP)A = ((=mPAN =-QAR)A(PVR))

“[(QVP)A(PVQV =RV = (PVR)) DM
[PV A(PVQ V(mRV =(PVR)] .
- (P V Q)
-PA =Q

Sean P,Q,y R proposiciones. Demuestre que se tienen las siguientes equivalencias,

a) P> (QAR) = (P—>Q) N (P—R)
b) (PANQ)—R = (P—R)V (Q—R)
¢) P»(QVR) = (P—>Q) V (P—=R)
d) (PV Q) -»R = (P—R)A (Q—R)

Solucion: a.) ya los hicimos en el ejemplo 1.7, b). Haremos solo b.). Los items c.) y d.) quedan
COmMoO ejercicios.

ID
(PANQ)—=R = = (PAQ) VR ahora usamos De Morgan
= 2PV -QVR, ahora usamos idempotencia:R = R V R
b.) = =PV -QVRVR, ahora usamos asociatividad
= (-PVR)V (2QVR), usandolID:
= (P—R)V (Q—R)
|
Ejemplo 2.16
Probar =[P A = (T AR A(T— —-P) = =P
Solucion: Primero visualizamos un plan: Distributividad. Reacomodamos todo
= [PA = (TAR]J]A(T— —=P) = (=-PV =-T)AN(=PV (T AR)) ID Morgany conmutatividad

= (=PV aT)A (P V(T AR)) Visualizar distributividad!!!

= PV (-TA(TAR)) Distributividad

= PV ((~TAT)AR) Asociatividad, Inversos
= PV (K AR Dominacion

= PV K Neutro

= P
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Ejercicios
En la solucién de los ejercicios 1.3.1 hasta 1.3.9, para determinar los valores de verdad que se piden, las tinicas

tablas de verdad que se pueden usar son las tablas 2.1. En las soluciones se usa informalmente las letras V' o F
para indicar un valor de verdad particular para una proposicion.

D 2.3.1 Determine el valor de verdad de las proposiciones P y Q para que la proposiciéon
[P AN (P — Q)] «+— Q seafalsa

@ 2.3.2 Determine los valores de verdad de las proposiciones P, Q, R, S y T, de manera
que se verifique que la proposicion (= P V Q) A [(Q V T) = R] A [S «— T]noimplica
tautoloégicamente a la proposiciéon P — S.

@233 sisesabe que la proposicion (T V A) A (M A V) «<— F es falsa, determine
el valor de verdad de la proposicion [(T A F) — = A] A (E— M).

@ 234 sise sabe que la proposicion = (=P vV H) — (K V T) es Falsa, determine el
valor de verdad de la proposiciéon (P V M) — (K A E).

@ 235 Determine posibles valores de verdad para las proposiciones A, B, C y D de
manera que [(D <— A) A (A — B) A (B V A)] noimplique tautolégicamente a C — A.

@ 2.3.6 Determine el valor de verdad de P,Q, y R si se sabe que la proposiciéon [P A
(P — Q)] «— Q esfalsa, y que la proposicién [(P — Q) A (=P —R)] «+— (Q V R)
es falsa

@ 2.3.7 Determine el valor de verdad de las proposiciones A, B, C y D de manera que
la proposicién que sigue sea falsa.

(D AB)VI[BAN(A<+— D)) —C(

GPEY Suponga que ((A — B) A C A = B) = (H V F) es falso. Determine el valor
de verdad de las proposiciones involucradas.

@239 Sean A, B,y C proposiciones talesque = A A = B A = C esverdadero. Deter-
mine el valor de verdad de
A— (BV Q)

@ 2.3.10 Complete las siguientes equivalencias
1) =pVgVr = —r
2) - pVgVr = —q
3) - pVgVr = — p
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4y s VI[(-pVr)A atjVyg = — (s V q)

D 2.3.11 Simplifique las siguientes expresiones. Indique la ley que utiliza a cada paso.

) (=PAQ V[-(QAR)A =PV (PA —R)

2) (Q=P) A{[=(RA =P) A(QV PV (RAP)}

) [PV (2QAPIVI[2QA(~P—=Q)

4 ={QV P A =[(=PA(=QAR)A(PVR)}

=PV ZQ A(=Q—=P)] A —Q

6) (P= Q) A{[~(RV =P)A(QV P)]V (RAP);

17

@ 2.3.12 Pruebe las siguientes equivalencias haciendo uso de las leyes de la 16gica. Indique

la ley que utiliza en cada paso.

D[PV (=2QAP]V[=2QA(=P=Q)] = ~(PAQ
2) = (-PA QAR = PVQV -R

3) PA(PVQVS) =7P

4 PVS)V(nQAS) = PVS

5 PV(QAS)V(nQAS) = PVS

6) [PV = (=QV =S|V =(2Q— =S = PVS

7) =[PA =(TAR]A(T— —~P) = =P

8 =(-PA -QARA((PVR) = PVQV =R
9 PA(QVR = (PAQ V —(P— —R)

10)  RAQ)—-»T = (R— =Q) VITA(RVT)]
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Cuantificadores

Proposicion abierta o predicado. Denotamos con P(n) una proposicion que depende de la variable
n'y Q(x,y) denota una proposicién que depende de as variables x e y. El universo del discurso, o
dominio, son los objetos que se consideran en las proposiciones abiertas. Una instanciacion' es un caso

particular: P(k) o Q(a,b). Por ejemplo:

a.) Consideremos la proposicién abierta “P(n) : 2" > n? si n es un ntimero natural”. En este caso, la
instancia P(3) es falsa pues 23 % 3?

b.) Consideremos la proposicién abierta “Q(x,y) : x> +y* > 0 si x,y son nimeros reales”. Q(x,y)
es verdadera para cualquier valor de x y y pues la suma de cuadrados es cero o positiva.

Para “cuantificar” los elementos que satisfacen una proposicién se usan los cuantificadores existencial y
universal.

a.) Cuantificador existencial ( 3 x)[P(x)] se lee “existe x tal que P(x)”. Es decir, existe al menos una
instancia P(xg) que es verdadera.

b.) Cuantificador universal ( V x)[P(x)] se lee “paratodo x, P(x)”. Es decir, todas las instancias P(x)
son verdaderas.

c) I xVy[P(xy)] esverdadera siy solo si existe un valor xy de x (un valor fijo) tal que para
todos los posibles valores “y ” se tiene que P(xo,y) es verdadera. Es decir, existe un xy que sirve
para todos los y.

v

d.) V x 3y [P(x,y)] es verdadera si y solo si para cada valor x, existe un valor “y,”, (es decir, “y
posiblemente depende del valor del valor de x) tal que P(x,yy) es verdadero

Conjuntos especiales: Recordemos la notacion para algunos conjuntos

a.) El conjunto de los ntimeros naturales N = {0,1,2,3, ...} ylos naturales positivos N* =N — {0}

b.) El conjunto de los enteros Z = {, -2,-1,0,1,2,3, } y los enteros positivos Z* = IN*

c.) El conjunto de los niimeros racionales Q = {Z tal que a,b € Z N q # 0}

d.) El conjunto de los nimeros reales R y los reales positivos y negativos R = {x talque x €
R A x>0} yR ={x talque x € R A x <0}

1El término en informatica procede del inglés, en donde “instance’ viene del significado que podria traducirse por ‘caso’ o
‘ejemplo’, en castellano.
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Ejemplo 2.17

a)” (3 n € N) [2" < n?]” es verdadera pues existe al menos un niimero natural, 7y = 3,
cumple con la propiedad: 23 < 32

b) “(V x € R)(Vy € R) [x*+y? > 0] ” es verdadera pues la suma de cuadrados es siempre
mayor o igual a cero.

c) “(3Ix € Z)( 3y € Z)[x+y =0]"es verdadera, por ejemplo tomamos x =1y y = —1.

d) “(3x € N)( Ty € N*)[x+y = 0]” es falsa, pues como x > 0 y y > 0, entonces la

suma x +y > 0.
—

“IxVyP(x,y)”y"” Vx3yP(x,y)” son proposiciones distintas.

Ejemplo 2.18

Considere la proposicién abierta P(x,y) : ; € N. Si A=1{068,910,15} y B = {2,3,5,7},

determine el valor de verdad de las proposiciones:
a) (Vx € A)(3y € B)[P(x,y)]

b.) (Jy € B)(Vx € A)[P(x,y)]

Solucién:

10 1
a) (Vx € A)( 3y € B)[P(x,y)] es verdadera pues g,g, 2,2,70,?5 € IN. En este caso
y =2y y =3 (que son elementos de B).

b.) (3y € B)(Vx € A)[P(x,y)] es falsa pues no existe un divisor comiin y € B, para todos lo

elementos de A. Por ejemplo, x =8 y x = 9 no tienen un divisor comiin en B.
—

Ejemplo 2.19

a.) La proposicion P(n) : (Vn € NT)(Im € IN) E < m] es verdadera.

1
En efecto: Como Vn € INT, n > 1, dividimos por n a ambos lados y obtenemos ” <1.
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Tomamos m = 1. También existen otros valors para m, pero lo que importa aqui es que
existe al menos un valor de m.

b.) La proposiciéon (Jy € Z)(Vx € R*) [x-y > 0] es falsa.

En efecto: Para cualquier x, no existe un valor de y fijo para que xy > 0. Si x > 0, sirve
cualquier y > 0 perosi x < 0, se requiere un valor y < 0

Ejemplo 2.20

Considere las siguientes proposiciones abiertas:
e P(x):3x —1 es un ntmero primo

e Q(x):6 < x<14

e R(x):x esun nuamero par

Determine el valor de verdad de las proposiciones:
a) (Ix € N)[P(x) A Q(x) A = R(x)]
b) (Vx € N)[(Q(x) A R(x)) = P(x)]

Solucion:

a.) Falsa. Los numeros x que cumplen Q(x) A — R(x) son losimpares entre 6 y 14, es decir,
S ={7,9,11,13}. Perosi x € S, 3x — 1 no es primo (son pares > 2).

b.) Falsa. Los numeros x que cumplen Q(x) A R(x) son los pares S = {6,8,10,12}. Pero si
x € S, 3x — 1 no es necesariamente primo (por ejemplosi x =12 = 3x —1 =35 queno
es primo).
—

Considere los conjuntos A = {x € IN talque —2x+3 = -9}, B = {1,2,3,4,5} y
C = {2,3,6,7,8}. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando cada
respuesta:

a) (VxeB)(3JyeC)[x+1=y]
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b) Ix[x € B— (x*+2) € AN (]

Solucion:

a.) Falsapuespara x =3 € B pero3+1¢C

b.) Verdadera pues existe x = 2 € B paraelque x>’ +2 =6 € A N Cpues 6 € Cy
—2-6+3=-9, esdecir, 6 € A.

—
(3x € A)(Vy € B)[x+vy #8] con A =1{1,2,3,4,56,7} y B=1{0,1,2,3,4,5,6,7}
Solucion: Falsa. Si existiera un x( fijo, entonces
O+x#8 = x#8
14+x0#8 = x0#7
2+x£8 = x#£6
3+x A8 = x#5 o
A+x#£<8 = x9#4
5+x£8 = x#£3
6+x A8 = x£2
7+x£8 = x9#1
—
Teorema 2.1
a) - [VxP(x)] = 3Fx[-Px)]
b.) AxP(x) = Vx|[-P(x)]
c) Vx[P(x) A Q(x)] = VxPx) A VxQ(x)]
d) Fx[P(x) A Q(x)] = FxP(x) A TxQ(x)]
e) JxP(x) = - Vx[-P(x)]
f) VxP(x) = Ax[- P(x)]
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Observe que
= [Vx[P(x) A Q(x)]] = Fx[—-Px)] VvV IFx[-Q(x)]
- [Vx[P(x) VQU)I] = Fx[-Px)] AN Tx[-Q(x)]
a) 7 [VxeR[x>0]] = 3FxeR[x<0
b) = [VxeR[x#0]] = Fx e R[x=0]
c) " [VxeR[x>0Ax#3]] = Fxe€eR[x<0V x=3]
—
Negar la proposicion: Q(x,y): Vx € N[7x+4<40 V Vy € N (x+y #5) |
Solucion: = Q(x,y) = Ix € N[7x+4>40 N FJy € N(x+y=5)]
—

(3x € A)(Vy € B)[x+y #8] con A={1,2,3,4,5,6,7} y B=1{0,1,2,3,4,5,6,7}

Solucion: Ya sabemos por el ejemplo 2.22 que la propsicién es falsa, pero lo vamos a probar ne-
gando la proposicion: La proposicion es falsa pues,

- [(3x € A)\Vy € B)[x+y#8]] = (Vx € A)(Jy € B)[x+y = 8] esverdadera
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1+y=28 si

2+y=28 si

3+y=28 si
4+y=28 si
5+y=28 si

6+y=28 si

S T
I
(N O ¢ - NN

I
—_

7+y=28 si

Ejercicios

@ 2.4.1 Negar las siguientes proposiciones.
1) 3x €N [x>4 A x* < 7]
2) VxeZ [xX*+2x—-3>0 A x+4 < §
3) VxeZ [(x+1=4 = x> 3)]

@ 2.4.2 Contraejemplos: Dé un “contraejemplo” para la afirmacién “Todo entero positivo
es la suma de los cuadrados de tres enteros.”

D 2.4.3 Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando cada
respuesta:

a) (Vx e Z")(3y € ZT)[x =y +1]

b) (3x € RT)(Vy € RT)[xy <]
) (Vx € R)(Fy € R) [x* =y]
) (Vx € R)(Fy € R) [y* =x]
) (Vx e R)(Fy e R) [x+y=2 A 2x—y=1]
) (Ix e R)(Vy € R) [y#0 = xy=1]
) (Fx € R)(Vy € R) [xy = 0]

@ 2.4.4 Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando cada
respuesta:

a) (Vx e R)(Jy € R [x* =y]

b) (3 y € R)(Vx € R—{3}) ;‘_l;+x+1:x
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@ 2.4.5 Pruebas por construccién: Mostrar que existe un entero positivo que puede ser
expresado como la suma de cubos de enteros positivos en dos diferentes formas (Hardy-
Ramanujan), es decir, (3 n € ZY)( I p,q,1r,s € Z)n=p>+¢> A n=7r>+5%. ;Que tal
n=17297?

@ 2.4.6 Determine el valor de verdad de las proposiciones. Justifique su respuesta.
1) (Vx e R)(Jy € R)[x #0 = xy =1]
2) (Ixe€Z)(3y € Z)[7x + 5y =1]
3) (Jy € R)(Vx € R)[x < v]
4) (Vx e R)(Jy € R)[xy = 1]
5 (Fy € R)(Vx € R)[yx = y]
6) m (Vx € R)(3y € R)[3x +2y = 1]

247 sia= {3n—2 talque n€ Z} yB = {3m+4 talque m € Z}, determinesi la
expresion A = B es verdadera o no.

@248 sia-= [0,1], determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones (justi-
tique):

1) dxe A NdyeAtalquex+y < 1.
2) (Vxe A)(Vye A)[Fz € Alx+y < z].

Inferencias légicas

Las reglas de inferencia intentan capturar el modo en que naturalmente razonamos acerca de las conec-
tivas l6gicas. En las inferencias tenemos unas premisas y, aplicando las reglas de inferencia (y talvez
alguna equivalencia), llegamos a una conclusién. En esta tabla, la notaciéon ... se puede leer “con-
clusién” o “por tanto”
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Reglas

Simplificaciéon

Adjuncién

Adicién

Modus ponens
Modus tollens
Silogismo Disy
Silogismo Hip
Dilema Constructivo

Dilema Destructivo

Ley de casos

@ No hay que confundir reglas de simplificacién con inferencias lgicas. Por ejemplo

“P,P—Q

Premisas

PAQ
PAQ

P,Q
P

P, P—Q

P—Q,
PV Q,
P—Q,
PV Q,
- RV

P—Q,

- Q
- P
Q—R

P—R, Q—S5

-5 P—>R, Q—S

- P—R

Conclusién

P—R
RVS
-PV -Q
Q VR

.. Q” es una inferencia correcta, pero (P A (P — Q)) #Q

@ Las inferencias se pueden poner en lenguaje de tautologias (ejercicio 2.2.3)

P, P—Q

25

.. Q se puede expresar en la forma “tautologica” ((P — Q) A P) = Q

Sabores. Por supuesto, las leyes aparecen en distintos sabores. Por ejemplo

Modus ponens: P, P — Q o Q
=P, - P—Q Q
(PAR), (PANR)—Q S Q

Ley de casos: P—-Q, -~ P—R QO VR

- PV Q PVR Q V R (porID)

P— —=Q, - P—>R - Q VR

P—-(QVR), -P—=R Q V R (poridempotecia)
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Ejemplo 2.26

Demuestre: R V (SAT) ..RVS

Solucién:

LRV (SAT) (RV S) A (R V T) Distribuitividad

2(RVS)A(RVT . RVS Simplificacién

Ejemplo 2.27

Demuestre
(MV R A(=RV =Q),
2] @
.‘ M

Solucion: Podemos poner las premisas en terminos de “implicaciones” y usar Ley de Casos.

Premisas Ley
1 MVRA(-RV =Q)

@ Q
Aplicando leyes
B (MVRA(-RV —Q) = —-—R— M, R— = Q ID, Adjuncién

4 —-R—>M R—> =Q S MV o =Q Ley de casos
G MV =Q, Q M Silogismo disyuntivo

Ejemplo 2.28

Demuestre
1] (=PV Q) = (R AS)
R—T
- T

Solucion: Plan: Como queremos obtener P, la idea es ver si podemos inferir — (R A S) para
obtener, por MT, = (=P V = Q) = P A Q en la primera premisa y concluir lo que
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necesitamos.
Primero usamos MT en (2) y (3): R—T, =T . =R,
paranegar (R A S) usamosadicionyDM: — R . m" RV S = = (RAS),
tenemos, usando MT, (=PV =Q —>(RAS), = (RAS) . =(=PV =Q)
usamos DN, DM y simplificacién: ~(-PV Q) = PAQ .. P
—
Ejemplo 2.29
Demuestre P -+ Q, Q - (R AS), =RV ~TV UPANT - U.
Solucién: Plan: Como — RV - TV U = = (R A T) V U, bastaria inferir R A T para
que, usando SD, concluir U.
Primero usamos SH.: P—-Q Q—(RAYS) .RAS
Usando simplificacién, adjunciéon: R A S, P A T S RANT
Como - RV -TvU = - (RAT) VU,
entonces, por SD: RAT,A(RAT)VU - U
—

Ejemplo 2.30

Demuestre P— Q, " R—(S—T), RV PVS ~-R . QVT

Solucion: El plan es “extraer” P — Q y S — T y aplicar “dilema constructivo” para concluir
QVT.

RV (PVS), =R .. P v S Silogismo Disyuntivo
- R, " R—>(S—>T) .. §— T Modus ponens
S—T, P—»Q, PV S . T vV Q Dilema constructivo

Ejemplo 2.31

Demostrar la validez del siguiente argumento utilizando las reglas de inferencia y/o leyes de la
l6gica. Indique en cada paso la ley o la regla que utiliza.
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1) - P—Q
2) Q—R
3) (PANS)—(-PVT)
4) =R
5) 7 Q—(SAM)
~QvVvT
Solucioén:
Premisas Inferencias
1) = P—Q Q—R, =R
Q—R Q—(SA M), -Q
P—Q, —-Q

6.)
7.) -
(PAS)= (=P VT 8)-
9.) De
10.) De 9.) y 3.)

Q. =~ W N

11)=-P—->Q, P—>T

28

Leyes y/o reglas
-Q (MT)
(S A M) (MP)
" P (MT)
P AS S)
P—T (MP, ID)
. QVT (LC)
|

Inferencias con lenguaje natural: En los ejemplos que los que se involucra el lenguaje natural, defini-
tivamente estamos abusando de lo que es una proposicién, porque asumimos implicitamente un con-
texto. Estos ejemplos, y algunos ejercicios en esta seccién, estdn basados en la opinién de que “Asumimos
que en lenguaje natural, las proposiciones siempre tienen que ser evaluadas como una expresién actual,
es decir, incluyendo el tiempo de la expresion, el lugar de la misma, el orador, el destinatario, etc. Por lo
general, a la matemadtica no le importa esta dependencia del contexto y asume automéaticamente que tales
afirmaciones sé6lo pueden ser vélidas trivialmente en un cierto tiempo y lugar...” [10]

Ejemplo 2.32

Establezca la validez del siguiente razonamiento:

No ocurre que a +b =7 y b sea positivo.
Si b no es positivo, entonces 22 — 3 < 0.

Si el problema no tiene solucién tinica, entonces no ocurre que a+b =7 o que b sea postivo.

Por tanto a +b # 7.

Solucion: Convertimos el razonamiento a forma simboélica
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Forma simbdlica de las proposiciones Razonamiento (y equivalencias)

P:a+b=7 1) = (PANQ) = Q— P

Q: b es positivo 2) " Q—R = —=R—=>Q

R:21-3<0 3)S— =R

S : el problema tiene solucién tnica 4) - S— (P VvV Q)
—P:a+b#7 S0P

Demostracion de la inferencia:

De3.)y((2) .. S— Q porSH

Con (1.) tenemos S -+ Q, Q—+ - P . S— — P porSH.
Con(4):S— =Py =S— = (PV =Q) . PV = (PV =Q) porLey de casos.
UsandoDM - PV = (PV =-Q) = =PV (-PAQ) .. =P porAbsorcion.

Ejemplo 2.33 (En lengudje natural, se asume un contexto).

Establezca la validez del siguiente razonamiento

Si estudio C entonces debo matricular un curso de M.

No estudio mucho o no tengo tiempo para leer o necesito vacaciones.

Estudio C y tengo tiempo para leer

Si matriculo un curso de M, entonces debo estudiar mucho y no puedo ir al estadio.
Por lo tanto necesito vacaciones.

Solucién: Convertimos el razonamiento a forma simbélica
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Forma simbdlica de las proposiciones Razonamiento (y equivalencias)

C: estudio C 1) C—-M

M : matriculo un curso de M 2) mEV =LVYV

E : estudio mucho

(
(
B)CAL
(

L: tengo tiempo para leer 4) M— (EAN —S)
V : necesito vacaciones v

S : voy al estadio

..V

La demostracién de la inferencia es un ejercicio.

Ejercicios

@ 2.5.1 Demuestre las conclusiones a partir de las proposiciones dadas. Debe indicar las
reglas y leyes que utiliza.

1) [1](QAP)V (RAYS),
~Q VR

2) 1]Q vV =5,
2] H— s,
3| P—= (R A S),
-P—H

(T A =Q)

3) 1PV Q
“RV =P,
3] S =R,
4] T v s,
5]R— =Q

- T

4) [1](RV Q) = T,
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5)

6)

7)

8)

9)

2] =Q VR,
3]P v Q

4] P (R A S)
Lo (UAT)

[1]Q—s,

- P—Q,
3| P = (R AS),
“AV =S

T — = A

[1] P A =R,
2] (=R V S) = (P—=Q),

3] (Q Vv T)—=(SVR)
T —S

- (P A Q)
- Q—R,
5—) _IR,

-S— 2 (PV Q)
SP—=T

(1] (Q A R) = = P,
~Q—5,
B8R Vv T,

4] P,

5|U—= (=S A T
.._|u

(1] P =5,

2] (QV R)—P,
Ele
-SVN

.M — N

31
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10) [1] (=P V Q) =R,
2] R—= (S VvV T),
S A U,
--U— T

P — 2 A
D 2.5.2 Utilice las reglas de inferencias y las leyes de la l6gica para demostrar p a partir de
las premisas (p —q) — (s A t), = (s V u).

@ 2.5.3 Utilice las reglas de inferencias y las leyes de la l6gica para demostrar Q a partir
de las premisas (P V = Q) - (- R A W), = R— =T, TV S, =S

@ 2.5.4 Demostrar la validez del siguiente argumento utilizando las reglas de inferencia
y/o leyes de la 16gica. Indique en cada paso la ley o la regla que utiliza.

- P—>Q Q—R, (PANS)—>(-PVT), " RASAM .. QVT

@ 255 Demostrar A V —C apartirde A - B, C - D, (nBV D) A
(nAV —B)

@ 256 Demuestre que = (S A Q) apartirde =T, - P— ~S,y =PV T
@ 257 Demuestre que R — —Qapartirde = (RAS)y -S— —Q

@ 358 Demuestre que = (SV —Q)apartirde =S—Q, = (T AR),S—T AR
@ 259 Demuestre P apartirde (- PV = Q)—(RAS),R—T, =T
@2.5.10 Demuestre U apartirde P AT, P —-Q, Q— (R AS), =RV =TV U

@ 2.5.11 Por medio de las reglas de inferencia pruebe — T a partir de P —
-Q, QV ~RPAST—RAS.

@ 2.5.12 Demuestre la validez del argumento — T V U a partir de las siguentes hip6tesis
y utilizando las reglas de inferencia y leyes de la 16gica. Indique la ley o la inferencia que utiliza
en cada paso.

a) RANQ— T
b.) = (=P V R)
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c) 7 (PA =Q)
d) =PV (R AN S)

@ 2.5.13 Simbolice las proposiciones involucradas y demuestre la validez del argumento.
(Debe indicar las leyes y reglas que utiliza).

1) No ocurre que, x > 6 y b sea positivo. Si b no es positivo entonces 2a —3 = c. Si el
problema tiene solucién tinica entonces 2a — 3 # c. Si el problema no tiene solucién tnica,
entonces, no ocurre que, x > 6 0 b no es positivo. Por lo tanto, se concluye que x < 6 o
Costa Rica es campedén mundial.

2) Noocurreque,a+b =7yb > 0. Sia+ b # 7 entonces 2a —3 < 0. Si b no es positivo
entonces 22 — 3 < 0. Si el problema tiene solucién entonces 2a — 3 > 0. Si el problema no
tiene solucién, entonces, no ocurre que, a +b = 7 o b < 0. Por lo tanto, se concluye que
a+b # 703211 es divisible por 3.

3) Si Luis va al partido de fatbol, entonces Laura se ird a nadar. Si Manuel ve television toda
la noche, entonces Carolina se ird a nadar. Si Laura va a nadar o Carolina va a nadar, Jorge
las acompafiard. De hecho Jorge no las acompafard. En consecuencia, no ocurre que:
Luis fue al partido de fatbol o Manuel ve televisién toda la noche.

4) SiJosé gana la carrera, entonces Pedro fue el segundo o Ramon fue el segundo. Si Pedro
fue el segundo, entonces José no gané la carrera. Si Carlos fue el segundo, entonces
Ramoén no fue el segundo. José gano la carrera. Por lo tanto, Carlos no fue el segundo.

5) SiJuan le apost6 a la Liga, entonces se gast6 el dinero. Si Juan se gasto el dinero, entonces
no alcanza para comida y su esposa pide que trabaje mds. Si no alcanza para comida,
entonces los nifios no comen o la esposa estd enojada. Juan le apost6 a la Liga. Por lo
tanto, si los nifios comen, entonces su esposa esta enojada.

6) Si aplico para la beca a Espafia, entonces no matriculo el curso de verano. Matriculo
el curso de verano o me voy de vacaciones. Resulta que no me voy de vacaciones. Si
matriculo el curso de verano y compro un piano, entonces aplico para la beca a Espafia.
Por lo tanto, no compro un piano.

7) Si Gadafi renuncia o el precio del petréleo no aumenta, entonces no se bombardea Tripoli
y se restituye la paz. Si no se bombardea Tripoli, entonces no hay problemas politicos
en Libia. De hecho hay problemas politicos en Libia. Por lo tanto, el precio del petréleo
aumenta.
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8) Si no se aprueba el convenio con la UE o no se disminuyen los aranceles, entonces la
economia empeorard y la inflacién se mantendra. Si la economia empeora, el desempleo
aumenta. Pero el desempleo no aumenta. Por lo tanto, se aprueba el convenio con la UE.

9) Si voy a la montafia, entonces iré a caminar y montaré a caballo. Si no voy a la montafia,
entonces leeré un libro. Si me duele la espalda, no montaré a caballo. No me duele la
espalda y no montaré a caballo. Por lo tanto, leeré un libro.

10) Costa Rica clasifica al mundial o bien Jamaica clasifica. Si Honduras no clasifica o Jamaica
clasifica, entonces México clasifica. México no clasifica. En consecuencia, Costa Rica
clasifica y Honduras también.

11) Si Pedro estd involucrado en el robo, entonces Carlos también esta involucrado y Julia no
lo esta. Si Carlos o Pedro estan involucrados, entonces Julia también lo estd. Pedro esta
involucrado en el robo. Por lo tanto, ni Carlos ni Julia estan involucrados en el robo del
cheque.

Epilogo

(Podriamos establecer el valor de verdad de cualquier proposicién que involucre solo ntimeros enteros
y las operaciones aritméticas usuales?.

El llamado “dltimo teorema de Fermat” dice: Para todo entero > 3, no existen tres enteros x,y y z tal
que x" +y" = z"". Este problema habia estado abierto durante mas de 350 afios. Fue demostrado por
Andrew Wildes (profesor de matematicas en la Universidad de Princeton) en 1995.

La “Conjetura de Goldbach” dice: Todo entero 1 > 2 es la suma de dos nimeros primos. Por ejemplo:
4=24+2,6=3+4+3,8=3+5,..,20=3+17, 22 =3+419 =11+ 11, etc. Se ha verificado que esta
conjetura es verdadera para enteros hasta 1.6 x 1018... pero no para todo n > 2!. El editor britdnico
Tony Faber ofrecié un premio de $ 1000000 si se presentaba una prueba de esta conjetura antes de abril
de 2002. El premio no fue reclamado y esta todavia hoy sin resolver.

¢Sera factible una prueba finita de este problema??
El famoso matematico David Hilbert imaginé en 1900, que se podia establecer el valor de verdad de

todas las proposiciones que implican s6lo niimeros enteros y operaciones aritméticas > Estas proposi-
ciones incluirfan las proposiciones de “el dltimo teorema de Fermat” y la conjetura de Goldbach (y

2La “conjetura débil de Goldbach” si ha sido probada en 2013, por Harald Helfgott. Esta conjetura afirma que “cada nimero
impar mayor que 5 puede expresarse como la suma de tres primos (un primo puede ser utilizado mds de una vez en la misma
suma).

3“Hilbert had a two-pronged proposal to save the day. First, he said, let’s go all the way with the axiomatic method and
with mathematical formalism. Let’s eliminate from mathematics all the uncertainties and ambiguities of natural languages and
of intuitive reasoning. Let’s create an artifcial language for doing mathematics in which the rules of the game are so precise, so
complete, that there is absolutely no uncertainty whether a proof is correct. In fact, he said, it should be completely mechanical
to check whether a proof obeys the rules, because these rules should be completely syntactic or structural, they should not
depend on the semantics or the meaning of mathematical assertions! In other words —words that Hilbert didn’t use, but that
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muchos otros problemas dificiles sin resolver). Pero, ... el “teorema de incompletitud de Godel” (1931)
dice que esto es una misiéon imposible!. Este teorema dice, que no hay un sistema de axiomas que
describa totalmente a los ntimeros naturales, por lo tanto habrd enunciados en teoria de ntiimeros que
pueden ser intuitivamente correctos, pero que el sistema de axiomas que tenemos actualmente no
permita probar su veracidad: Son enunciados indecidibles. No se se sabe si el teorema de Golbach sera
uno de estos enunciados. En el sentido del teorema de Godel, podria pasar que este teorema no tiene
una una “prueba finita” a partir de los axiomas usuales de la aritmética.

Gregory Chaitin (1947—) produjo enunciados indecidibles en “teoria algoritmica de la informacién”
y demostré otro teorema de la incompletitud en ese contexto. Afirma que sus resultados en l6gica
matematica y en teorfa de la informacién algoritmica muestran que hay hechos matematicos que son
ciertos sin razon, por accidente. Son hechos matematicos aleatorios. Chaitin propone que los matemati-
cos deberian abandonar toda esperanza de probarlos y adoptar una metodologia cuasi-empirica [9].

we can use now— there should be a proof-checking algorithm, a computer program for checking whether or not a proof is
correct.” [9].
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Teoria intuitiva de conjuntos

“Later generations will regard set theory as a disease from which
one has recovered!”. H. Poincaré.

“No one shall expel us from the paradise which Cantor has
created for us!”. D. Hilbert.

Introduccion

Intuitivamente, un conjunto es una coleccién de objetos. Aqui presentamos una “teoria de conjuntos”
de manera intuitiva e informal sin entrar en terrenos donde aparecen las paradojas (no abordamos los
problemas de admitir “la existencia de un conjunto de todos los conjuntos” por ejemplo, ni como evitar
las paradojas en la teoria). Lo que vamos a ver es suficiente para el uso diario en las matemaéticas bésicas.
Los conjuntos, o colecciones de objetos, se denotan con letras maytsculas A, B,C,.... Por ejemplo,
A = {a,b,c} esun conjunto de tres elementos, a saber, 4,b y c.

e "x € A” selee “x es un elemento de A.”

e @ o { } denota el conjunto vacio (sin elementos)

e A C B denota que A esta incluido o es subconjunto de B.

En teorfa (intuitiva) de conjuntos tenemos también, un conjunto de leyes similares a los de la 16gica
pero... los métodos de demostracién son distintos. Para probar teoremas en teoria de conjuntos usamos
las definiciones que siguen més abajo y estas leyes (las de teoria de conjuntos).

Debemos deternernos y observar que los métodos de prueba en esta teorfa ya no es como los métodos de

prueba que vimos en el capitulo anterior: Ahora razonamos con las leyes, las definiciones y el significado
de los enunciados. Debemos detenernos y aprender los métodos de prueba en esta teoria.
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Definicion 3.1

e Inclusion
ACB < (Vx € A = x € B)
En particular @ C A

e Igualdad: A=B <= (ACB A BCA)

e Union
AUB={x talque x € A V x € B}

e Interseccién
AN B={x talque x € A A x € B}

e Diferencia
A — B={x talque x € A A x ¢ B}

e Diferencia simétrica
AAB={x talque x € AUB A x ¢ ANB}

e Complemento

U es un “conjunto universal” (llamado “universo del dis-
curso”), es decir, un conjunto formado por todos los objetos
del contexto (por ejemplo podria ser ¢/ = R o U =letras
del alfabeto, etc.). El complemento de A respectoa U es

A= {x talque x € U — A}.

En particular A=A y U = &

37

Diagrama de Venn

ACB

®

AUB
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ANB

g: 6
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) g

Conjuntos Disjuntos: Dos conjuntos A y B son disjuntossi A(\B = &
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e Producto cartesiano: A x B = {(a,b) talque a € A A b € B}

e Conjunto de partes de A: P(A) =
Qe P(A) <= Q C A

{Q talque Q C A}. Observe que

Es 1til conocer algunas “negaciones”. Por ejemplo,si x ¢ A U B = x € A U B, pero
también, a veces es necesario ir por otro camino:

a) x¢AUB =
b)xZ€ANB =

c)x¢A—B =

Ejemplo 3.1

ﬂ[XEAUB] =
—l[XEAﬂB] =

ﬁ[XEA—B] =

“x€e AVxeB = x¢AANx¢B
“xe AANxeB = x¢AV x¢B
“x€e ANx¢B = x¢AV x<B

Sea A={ab,c}, B={1,23}, C={a,1,2,b} y D= {{x},1}

b) S={ab} C A

5
A,

a) AU C={ab,c1,2} (los elementos repetidos se toman en cuenta solo una vez)

) A—B=Ay A-C={c}

d) P(A) = {=, A, {a},{b},{c} {a, b} {ac} {bc}}. Observe que @ C P(A) y que

@ e P(A)

38


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.1. INTRODUCCION (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 39

e) P(B)={2, B, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}}
f) Si Q={1,2}, entonces Q € P(B) pues Q C By Q¢& P(A) pues Q £ A
g) S={a,b1,2} CAUB = Se€ P(AUB)peroS¢& P(A)y S ¢ P(B)

h.) P(A)— P(B) ={A, {a},{b},{c},{a b}, {a,c},{bc}}. Observeque @ C P(A)— P(B)
pero @ ¢ P(A) — P(B)

i.) El producto cartesiano se puede calcular con una

tabla. Como convenio, en el producto A x B, las AxB| 1 2 3
tilas son los elementos de A y las columnas, los . @1) | @2) | (@3)
elementos de B.

AxB={(1),®2),(a3), 1), 12),03),c1),c2), 3} ° e e ] @3
j) DxD={({x}, {x}), ({x},1), (1, {x}), (L,1)}

k) PH1L1),(12)}) ={2 {11,102} {11}, {(12)}}

Ejemplo 3.2
Sea D = {{x},1} y R = {x,{x},1}.
a) {{x}} C D pues {x} € D
b.) {x} € R pues x € R pero {x} Z D pues x ¢ D
c) {x,1} C R pues x,1 € R pero {x,1} Z D pues x ¢ D
d) P(D) ={2,D, {{x}} {1}}
e) P(R)={2 R, {x}, {{x}}, {1}, {x {x}}, {x,1}, {{x},1}}

Ejemplo 3.3

Muestre, con un contraejemplo, que la siguiente afirmaciénes son falsas.
a) P(AUB) C P(A) U P(B)
b) (AUC)N(BUC) C AUB
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Demostracion:

a.) Sea A = {a,b,c}, B={1,23}y C = {a,1,2b}. A B
Entonces C € A U B = C € P(A U B)
pero C ¢ P(A) y C & P(B), es decir
C¢ P(A) U P(B)

b.) Sea A = {a,b,c}, B={1,2,3} y C = {#, %}. En-
tonces (A U C) N (BUC)=CperoCZA U B.

Ejercicios

Operaciones con conjuntos y cuantificadores

@ 3.1.1 Sea A = {0,3,6,9} y B = {0,1,2,3,4,5}. Determine el valor de verdad de las
siguientes proposiciones

1) (Vy € A)(3x € B)ly = 3x]
2) (3x € B)(VY [Z
y e A) . € B

312 sia= {1,3,7},B={2,4,5} y C = {5,12,14}, determine el valor de verdad de las
proposiciones:

1) Vx[x € BNC = (x+2) € A]

2) (Vx € A)(3y € B)[xy € C]

3) (Ix € A)(Vy € B)[x+y € C]

@ 3.1.3 Considere el conjunto A = {2,3,4,5,6,7} y las proposiciones abiertas:
a.) P(x) : x4+ 1 esun namero primo;
b.) Q(x) : x>+ x es un nimero impar.

Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
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I)Vxe Nlx € A = x<9] A dJxe N[x ¢ A N P(2x)]
2) 3x € AP2x—1) +— Q(x+1)]
3) (Vx e N)(GyeN)[x € A = (Q(x) V P(x+1y))]

314 sia= {1,2,3}, B={@}y C = {{1},{2,3},{2}}, determine el valor de verdad de
las proposiciones (justifique cuando sea posible):

1) 3x[x € C = x C A]
2) Vx[x € A = {x} € C]
3) "Vx[x € B = x=0Q|

@315 Considereel conjunto A = {x € N | 1 < x < 5} y las proposiciones abiertas:
a.) P(x): x+1es unnumero par;
b.) Q(x) : 3x + 1 es un namero primo.

Determine el valor de verdad de las proposiciones:

1) (Ix € A)(Vy € A) [xL_?) € A]

2) 3y € A)[P(y) A Q)]

@316 si4= {xeR|x>0},B={yeR|0<y <1} Determine el valor de verdad
de las proposiciones:

1) (vx € A)(Jy € B)[xy € B]
2) (3x € A)(Yy € B)[xy +2x =2y + 4]

3) (Vx € A)(Jy € B) B > x}
@317 Seana = {3,4,6,7}, B={@}y C={{6},{3,4,7},{3,7}}. Determine el valor de
verdad de las proposiciones:

1) Vx[x € C = x C A]

2) Vx[x € 2B = x ¢ B]

3) " Vx[lx € A = {x} ¢C]

318 Sea A = {a{a},{{a},1}} y B={{a},1,a,{{a,1},a},{{a},1}}. Determine si

la siguiente proposicion es falsa o verdadera:

(Vxe A) (3ye AAB) [{x,y} € A U B
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@ 3.1.9 Sean A ={1,3,5,8,9} y B={2,3,4,5,9}. Considere la proposici6n abierta:
P(x) : x es par
Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando cada respuesta:
a) (Ix € AU B) [P(x)]
b.) (Vx e N) [x € AN B = P(x+1)]

c) (Fx e A)(Yy € AN B) [P(x+y)]
@ 3.1.10 En una escuela se tiene un total de 2300 estudiantes de los cuales 200 practican
tatbol, atletismo y ciclismo; 550 practican fatbol y atletismo; 400 practican atletismo y ciclismo;
300 practican tinicamente ciclismo; 1000 practican atletismo y 1400 practican fatbol. Ademas,

se sabe que los que no practican ningtin deporte son una tercera parte de los que tinicamente
practican fatbol y ciclismo. Determine el nimero de estudiantes que practican:

a.) Unicamente fatbol;

b.) el nimero de estudiantes que practican ciclismo.

Operaciones con conjuntos

B 3.1.11 Sean A, By C tres conjuntos cualesquiera, utilizando diagramas de Venn, verifique
la validez de la proposicion: ANBNC C AA(BAC).

@ 3112 sia=1{1,35)},B=1{2356lyC=1567},conld = {1,2,3,4,5,6,7} como el
conjunto universo, calcule:

1) AABNC
2) (ANB) x (P(B—-0C))

@ 3113 siA=1{1,23)},B={1,35yC={34,5}, determine [(AAB) x C|N[A x (BN
Q)]

3114 sia= {a,b}, B = {b,c,d} y C = {a,d}, donde el conjunto universo es U =
{a,b,c,d,e, f}. Calcule:

1) (AUC)AB
2) P(ANB)
3) (CxB)—(AxC)

3115 sia = {a,b,c}, B ={b,de, f}yC = {cd, f}, donde el conjunto universo es
U=1{ab,cd,e, f}. Calcule:
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1)C—B—A
2) (AAB)UC
@ 3116 SiA = {a,c,de g}, B={brce f}yC={cd e}, donde el conjunto universo es
U=1{anb,cde,f, g} Calcule:
1) [A—(BUC)|NAAC
2) P(C—B)xAUC
3) P(P(C—-A))
@ 3117 SiA={a,b,g},B=1{b,d,e,g} yC=1{a,b,d,f,g}, donde el conjunto universo es
U=1{ab,cd,e,f, g} Calcule:
1) (AAC)NB—A
2) P(C—B)x (ANB)

@ 3.1.18 SiU = {a,b,c,d,e, f, g} es el conjunto universo, donde existen los conjuntos A =
{a,d,e} y B={b,c,d}, determine:

1) (AUB) x (ANB)

2) P(ANB)

@ 3119 SeanA = {w} y B = {5,2}, donde el conjunto universo es U = {2,5, w}.
Calcule P(A x B)

@ 3120 sia={1,{1},2{1,2}}yB = {2 {1},{3},{1,3}}, donde el conjunto uni-
versoesU = {©,1,2,3,{1},{2},{3},{1,2},{1,3}}. Calcule:

1) (A—B)U(AAB)
2) (ANB) x AUB
3) P(ANB)

4) Dos elementos que pertenezcan al conjunto A x P(A U B)

@ 3121 sia={{o},1,{2},{3)} yB = {3,{2}} calcule:
1) ANB
2) P(A— B)
3) Bx A
4) AAB

3122 sia={01,{2),2{1,2}}yB = {?,2,{1},{3}, {®}}, donde el conjunto uni-
versoesU = {Q2,1,2,3,{2},{1},{2},{3},{1,2}}. Calcule:
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1) (B—A) x (ANB)
2) P(A—B)

@ 31.23 Sean A, By C son conjuntos del universo U = {9,1,2,3,{3},{2,4}} para los
cuales se conoce lo siguiente:

a.) P(A) ={0,{0}, {{3}}, {2, {3}}};

b.) BxC=1{(2,2),(2,2),(9,{2,4}),(2,{2,4})}.
1) Determine por extensioén los conjuntos A, By C.
2) Determine (A N B)AC.

3) Determine P(A UC).

@ 3.1.24 Sea A = {a,b}. Determine P(P(A))
@ 3125 Sea D= {2,{a,b}} . Determine D x D
@ 3.1.26 Sea Q = {@,4,b}. Calcule | P(P(Q x Q)|

@ 3.1.27 Sean A = {1,2,3,d}, B = {1,2,3,e} y C = {2}. Determine por extensién los
conjuntos

a.) (AAB)x P(C).
b) ANC—BxA
c) P(B—A) N P(A—B)

Cardinalidad

Sea A un conjunto finito (con una cantidad finita de elementos). La cardinalidad del conjunto A se
denota |A| y es la cantidad de elementos del conjunto.

1) |A U B|=|A|+|B]—]A N B| A B
2) Principio de inclusién-exclusién (caso particular) y B
|JAUBUC| = |Al+|B|+I|C|—-]ANB|—]ANC|—|BNC|
+ |[A N BNC|. A
Los elementos que estinen A M B M C se cuentan tres veces, C

pero solo debe eliminarse dos veces.
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Por ejemplo si A = {a,b,c,d} vy B = {1,2,3},
3) |Ax B|=|A|-|B| la cardinalidad de A X B es similar a calcular “la
cantidad de bloques de un rectangulo” de lados 4y 3

A X B 1 2 3
a | (a1) | (a2) | (a3)
b (1) | (52) | 1,3)
c (1) (c2) ] (¢3)
d | @1 | @2 | d53)

Contamos los elemenos de A pero
4) |A—B|=|A|—|A N B| debemos sustraer los elementos
que estan en la interseccién con B

A—-B

¢

5) |P(A)| =2

El teorema del binomio dice que

n_ (M) n 0 n\ n-11 n\ n—22, n 1, n—1 n\ o,n
(x+y) —(O>xy +<1)x y+<2>x Y-+ +<n_1>xy +<n>xy.

En el caso de conjuntos, si |A| = n, el coeficiente binomial ( > cuenta la cantidad

k
subconjuntos de A con k elementos. Por tanto si ponemos x =1y y = 1 en el teorema

del binomio, obtenemos

() (o (oo (1) () - o -

Ejemplo 3.4

Sea A={a,b,c}, B={c,1,2} yC={a,1,3,4} y D ={a,c,2,5}

1) En |A| + |B| se cuenta ¢ dos veces. |A U B| = |{a,b,c,1,2}| = |[A|+|B|—|A N B| =
343-1=5
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2) En |A| + |B| + |C| se cuenta ¢ dos veces, a dos vecesy el 1 dos veces.

AU B UC|={abc1,234} =|A|+|Bl+|C/—]A N B|—|ANC|—|BNC|l=
3434+4—-1-1-1=7

3) En |A| + |B| + |D| se cuenta a dos veces, c tres veces y el 2 dos veces.
AU B UC|=|{a,bc125}=6y
|A|+|B|+|D|-|ANB—-|AND/—|BND|+|ANBNC|l=6

4) |P(A)| =241=23=8

Ejemplo 3.5

Sean A, B y C conjuntos arbitrarios tales que: A y C son disjuntos, |[A U B| = 10 y
|A N B| =2. Determine |A—C|+ |B|.

Solucién: Como A N C = & entonces A —C = A. Luego, |A—C|+ |B| = |A| + |B|.

Ahora, como |A U B| =|A|+ |B|—|A N B|, entonces |A| + |B|=|A U B|+|A N B| =12
—

Ejemplo 3.6

Sean A, B y C conjuntos no nulos tales que: A y C son disjuntos, |A N B| = %|A| y
|B U C|= %|A| Pruebe que |[A U B U C| = %|A[

Solucion: Tenemos A N C= @ yportanto A N B N C = @.
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JAUBUC| = |A|+|B|+|C/|—-|ANB—-|ANC|—-|BNC|+|ANBNC|
= |A|+|B|+|C|-]A N B|—|B N C|
1
= [Al+|B|+|C| - 3|A| = |B N C]|

1

= |Al=3/Al+|Bl+cl - |B N C|
1

= |A|=3l4]+]B U C

1 1 13
= |A|-Z|A|+<-]A] = Z=|A
4] = 5141+ £l4] = 4]

Ejemplo 3.7

Sean A y B subconjuntos de un conjunto universo U el cual consta de N elementos. Si se sabe

que |[AN B =2, |B|=% y |A U B|=23F, calcule |A|.

Solucion: Solo debe despejar |A| enla férmula |[A U B| = |A|+ |B| —|A N B|.

3N N 2N
[A[=1A U B|—|B[+]A N B|=5—5+%

Ejemplo 3.8

Si se sabe que |A| = 2, |B| = 3 y A y B son conjuntos disjuntos, entonces calcule
| P(Ax (A U B))

Solucién: Como A N B = & entonces |A U B| = |A| + |B|.

IP(A X (A U B))| = 2AXAUB)| — plAl(Al+Bl — 2(2+3)

Ejercicios

Cardinalidad

@ 321 Determine la cardinalidad de B si B = {{1,4},a,b, {{3,4}},{®}}
@322 Probar que |A] =]A N B|+|A— B|

@323 Prucbe que |AAB| = |A|+|B|—2]A N B]

@ 324 Sean 4 y B conjuntos arbitrarios tales que |A| = 3, |ANB| = 1y |P(B)| = 32.
Determine:
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1) |P(AAB)|
2) ([ANB) x P(B—A)]

@325 sean4 y B conjuntos tales que |A| =5, |B| =3y |A — B| = 4. Determine:
1) |P(ANB) x P(AUB)|

2) |B - Al

@ 3.2.6 Sean A, B y C conjuntos arbitrarios tales que |A| = 5, |[B| = 4, |ANB| = 2,
| P(C)| =8y |C— A] = 1. Determine:

1) |(A—B) x P(AUC)|
2) [P[(ANC) x P(B - A)|

B 3.2.7 (MD-IP-2-2019) Sea U el conjunto universo y sean A, B y C subconjuntos de ¢/ tal
que se sabe que [U| =30, |[A U B| =23, |[A N Bl =11, |[A-C| =12, |A N C| =4,
IBNC|l=8 |[AUBUC|=5y|A N BN C|=3. Calcule |A|,|B| y |C]

@ 328 Sean A, B y C conjuntos arbitrarios tales que |A| = 4, [B| = 5, |JANB| = 2,
| P(C)| =8y |C — A| = 1. Determine:

1) |[P(B—A)x (ANC)]

2) |Pl(A=C)xC]]

@ 3.2.9 Sean A, B y C conjuntos arbitrarios tales que |A| = 8, |[B| = 5, |ANB| = 2,
|P(C)| =128y |C — A| =4y BN C = @. Determine:

1) [(A— (BUC)) x P(A—C)]
2) |[P[(ANC) x C]|
@ 3210 Sean A, B C NN conjuntos finitos tal que |A| = 10, |B| =8y |A — B| = 7. Calcular
|AAB|+|Z(AU (A x B))|
3211 si |A| =3, |B| =2y Ay B son conjuntos disjuntos, determine | P(A x (AU B))]|.

@ 3.2.12 Si se sabe que A y B son dos conjuntos que cumplen que |A| = 2, |B] = 4y
|ANB| =1, calcule | P(AUB) x (A — B)|.

& 3213 Sean A, By C tres conjuntos cualesquiera en el universo U, tal que [U| = 7,
|A| =3, |B| =5,|C| =4, |ANB| = 2,|C — B| = 3. Determine ‘P ((AAB) x (BN C)> ‘

@ 3214 Sean A, By C conjuntos arbitrarios tales que BN C # @, |A| = 9, |B|] = 10,
|ANB| =3, |P(C)| =128, |C — A| = 3. Determine la cardinalidad de (AU B) x P(A —C).
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@ 3215 sean A = {w} y B = {5,2}, donde el conjunto universo es U = {2,5, w}.

1) Calcule | P(A x B)|

2) ¢Cuantos elementos tiene el conjunto P(A x B)?

@ 3216 Sean A, By C tres conjuntos cualesquiera en el universo U. Se sabe que |U| =
7, |Cl =4, |A|=3, |A N B| =2, |B| =5y |C— B| =3. Determine la cantidad de elementos

del conjunto P ( (AAB) x (B N C)) .

@ 3.2.17 Sean A,B y M conjuntos arbitrarios con A y M conjuntos disjuntos.
Si|AUBUM|=17, IM| =2y |B— M| =38, determine | P(P(M)) x (A — B)

3218 (Cuantos elementos debe tener A para que |P(P(A))| = 655367

B 3.2.19 Enun universo U considere tres conjuntos A, B, C talesque A y C son disjuntos
y |ANB|=5, Al =24, |C|=13, |[B—A|=15,|BNC|=9y |[AUBUC| = 32. Con estas
condiciones determine |A|, |B| y ||

Leyes de conjuntos (y sus analogas en logica)

En teoria de conjuntos hay un conjunto de teoremas, las cuales les decimos “leyes” aqui, que muestran
que en en diferentes contextos y con diferentes operaciones, la “estructura algebraica” es similar.

De Morgan ANB=AUB
AUB=ANB
Conmutatividad AUB=BUA
ANB=BNA
Asociatividad AUBUC=AUBUC
PN(QNR)=(PNQ) NR
Distribuitividad PU(QNR)=(PUQ)N(PUR)
PN (QUR)=(PNQ)U (PNR)
Idenpotencia PNP=P
PUP=P
Inversos AUA=U
ANA=0o
Neutro PU@=P
PNuU=P
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Dominacién PNo=9o
PUU=U

Absorcién PUPNQ =P
PN (PUQ)=P

Ejemplo 3.9

Probar que (A U B) N [(A U B) U E} =B

Solucioén:

(AU B) N [(A U B) U B} = (AU B) N [(AN B) U B] (usamos De Morgan)
= (AUB) N [(AUB) N (BU B)] (Distribuitividad)
= (AU B) N [(AU B) N U] (Inverso)
= (A U B) N (A U B) (Neutro. B es “factor comtin”)
= (ANAUB=9oUB=8B

Ejemplo 3.10

Probar que B U {[(A N B) U (AN B)] U B] NA=U

Solucion: Primero vamos a aplicar De Morgan,

BU[[(AHB)U(AHE)]UB}ﬂA:BU[[(AUB)ﬂ(AUB)]UB]ﬂA

En la expresién que acabamos de simplificar (en azul), A es “factor comtin”,

JN(AUB]JUBlNA = B U [[AUBNBJ]UB NA

A = BU[ANBYUA = B UIJ[AUA N (B U A)]

B
UBUA =BUB UA=UUA=1U


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.4. DEMOSTRACION DE AFIRMACIONES (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 51

Ejercicios

Simplificacién usando leyes de conjuntos

@331 sean A, B y C conjuntos cualesquiera. Use las leyes de conjuntos para verificar la
siguiente simplificacién (indique en cada paso la ley que utiliza.)

(ANB)N(BNC)=ANB

D 3.3.2 Simplifique las siguientes expresiones. Indique la ley que utiliza a cada paso.

1) (BNA)U[AU(BUC)U(ANC)]
2) (ANB)U[AN(BNC)]U(ANC)

3) (ANC)UCUA]N[(ANB)N (CUB)]

4) (QUP)U(QNR)U{PN[RN(QNR)]}

5) [[AUB)UC]U(BNC)UA

6) (AUB)N(BUA)N (BUC)

7Y (AUB)NCUB

3.4 Demostracion de afirmaciones

Para demostrar una proposicion en teoria de conjuntos se deben usar las definiciones, las hip6tesis de la
proposicién y posiblemente alguna equivalencia.

En cada caso, debemos acostumbrarnos al tipo de objeto que se debe manejar. Los conjuntos arbitarios

manejan elementos genéricos, los productos cartesianos manejan pares ordenados y los conjuntos de
partes, conjuntos. Por ejemplo,

a) x e AUB = x€AVxeB=— xec AV x¢B

b) (a,b) e AX(BNC) = acAANbe(BNC) =acAN(beBAbe)
) Se PLANB) = SCAASCB

d) xgAUB = x € AUBotambiéenx¢ A UB — x¢ A A x ¢ B

e) x¢ AN B = x € AN B otambién

x¢ANB=— = (x€ANB) = - (x€e AANx€EB) —= x¢AV x¢B
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Ejemplo 3.11
Demostrarque A—B C A
Demostracién: Debemos usar la definicion de subconjunto y de la resta.

x€A—-B —= x € ANX¢B —= x € A n

—
Ejemplo 3.12
Demostrarque A N B C B
Demostracién: Debemos usar la definicién de subconjunto y de la resta.
x€eANB=—=x€AANXxEB=— xcB n
—

Ejemplo 3.13

Demostrar que (A—B) N B = @

Demostracién: Por reduccion al absurdo, si asumimos que hay un elemento en (A —B) N B
entonces llegamos a algo falso.

Si 3x€e (A-B)NB = (x€ AANx¢B) Ax€EB

— (x€eANX¢BAXx€EB) = K. n

Ejemplo 3.14

Demostrar quesi A € B = A U B=B

Demostracién: Recordemos que, por definicion, A U B=B < (A UBCB A BC A U B).
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AUBCRB BCAURB

xeAUB = xe€AV«xeRB x€B = x €& BV x &€ A(poradicién)
— xec€ AV xeB = xe€ AUB

Por hipétesis, x € A = x € B, pues A C B, BCAUBH®

= xe€BVxeB
—> x € B (por idempotencia)

A UBCB

Ejemplo 3.15

Demostrarquesi A C B = A—-B=0

Demostracién: Tenemos una hipétesiss A C  B. Ahora procedemos por contradiccion! :
Supongamos que A — B no es vacio.

Si A—Bnoesvacio,b 3 x € A—B = x € A A x ¢ B. Pero esto es una contradiccién, pues
por hipétesis, A C B, esdecir, x € A = x € B. =

1Tas demostraciones “por contradiccién”, o por “reduccién al absurdo”, son demostraciones que en mateméticas
se utilizan con gran libertad, pero no todas las escuelas de pensamiento matemaético (por ejemplo el “intuicionismo™)
aceptan estas pruebas como universalmente validas.

Ejemplo 3.16 (Demostracion por casos).

Demuestrequesi S € AV S C B —=— S C AUB

Demostracion: Tenemos doscasos: S C A o S C B

[Caso.S5iS C Aentonces Vx € S = x € A = x € AV x € B por adicién.
*.x € AU B,esdecir S C A U B

IICaso. Si S C Bentonces Vx € S = x € B = x € BV x € A por adicién.
. x € AU B,esdecir S C AU B

Hemos probado que en cualquiercaso, S € A U B m
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Ejemplo 3.17 (Demostracion por casos).

Demuestre quesi A M B C D AN BN D= entonces A C D

Solucion: Bien tenemos dos hipétesis (premisas) y un resultado para demostrar.

ANBCD (H1)

Hipoétesis:
BN D=2 (H2)
Hay que mostrar que: A CD
El esquema de la pruebaes x € A = .. = x € D

Si x € A, podemos usar la hipotesis H1 solosi x € A M B, entonces debemos hacer dos casos
x€e ANByx¢&AnN B.

Demostracion.

(

sixc ANB xe€ ANB

I

x € D por (H1)
Sea x € A, entonces sixgZ AN B x¢B
x €B

x¢D pues BN D=2 (H2)

x € D

I

N
]
u

Entonces en ambos casos, si x € A, concluimos que x € D, esdecir, . A

Ejemplo 3.18 (MD-IP-2-2019).

Sean A, B y C conjuntos. Demuestreque A-BCC =— A-CCB

Hipdtesis: A — B C
Solucioén: 1potesis Sp

HQM: A—CC B

@ Primera manera, por contradiccion:
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SiA—-C¢B — dx€ A—-CANx¢B = (x€cANx¢C)ANx¢B —= x€c A—BAx¢C
lo cual contradice la hipétesis: A — C C B.

® Solucién: Segunda manera

xeA-C —

bbbl

xeANx¢gC

x€ AN x¢&A—B, puespor hipétesis A—B C C
x€AN-[xeA—B]

x€EANAN[xeAANx¢&B]
xXeEAN(xZAV x€EB)

x € A A x €B, (neutro)

x € B (simplificacién) m

Ejemplo 3.19 (MD-IP-2-2019).

Demuestre que (A N C) x (B U C) C (AxB) N (AxC)

Solucion:

(a,b) € (AN C)x (B U C)

(ae ANC)AN(beBUC
(aeANaeC)N((beBVDbel)

ae€ AN ((beBVDbeC)ANaecC Conmut,Asociat.
ae€ AN (beBVDbeC) Simplificacion

(ae ANbeB)V (ae AANDbeC) Distrib.

(a,b) € AXxB V (ab)(AxC)

e

(a,b) € (AXxB) N (AxC) m
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Ejemplo 3.20
Demuestre quesi S#@y S C A—Bentonces S C A AN SZB.
Demostracién: Por hipétesis, Vx € S entonces x € A—B = x € A AN x¢8B
S SCANSEZBnm

Observeque @ C A—-By o C AN @ C B.

Ejemplo 3.21

Demuestre que P(A) U P(B) C P(A U B).
Demostraciéon: HOM VS € P(A) U P(B) = S € P(A U B)

VSe P(A)U P(B) — Se€ PA)VSe PB) — S C AVS C B — S C

A U B, porlotanto S € P(A U B) =
—

Ejemplo 3.22 (Por contradiccion).

Demuestre que [ AUBC CUD, ANB=®, CC A] = BCD.
Hipétesis: AUBCCUD, AnB=®, CCA
Solucioén: :

HQM: BCD

Por contradiccién:

Si dxeBAx¢D =— xe€AUBAx¢D Adiciéon
= xe€CUDAx¢D Hipétesis AUBC CUD
= xeC
— x€A Hipétesis C C A

x€BAxe A

Pero x € B A x € A contradice la hip6tesis ANB =@ m
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Ejemplo 3.23 (Por contradiccion).

Demuestre que SXxT=0 — [S=0OVT =]

Hipétesis: SxT =0
Solucion: :

HOM: S=0VT=0

Por contradiccién: Si =[S =QVT =Q] = S#ODANT #D = s € S A It e Ttal que
(s,t) € S x T, lo cual contradice la hip6tesis S x T =@ m
—

Ejemplo 3.24

Demostrar que P(A—B) C [P(A)— P(B)] U {&}
Demostracién: @ € P(A — B) pero @ ¢ P(A) — P(B). Por eso hay que hacer dos casos.
ICaso.Si S # @y Se P(A-B) =— S C A-B = S AS ¢ B.

c A
Por tanto S € P(A) NS ¢ P(B), es deci, S € P(A)— P(B) y por tanto
S € [P(A)— P(B)] U {&}.

IICaso. Si S=@ entonces S € P(A—B)y S € [P(A)— P(B)] U {g} m

Ejemplo 3.25 (IP-MD-2-2019).

Demuestre quesi S € P(A—B) = SCA N B

Hipotesis: S € P(A — B)
Solucién:

HQM: SCANB

SixeS = se€ A-B pues S € P(A—B) = SCA-B
— x € ANX¢B
— x€AANXEB

x€ANBnm
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Ejemplo 3.26

Demuestre que A X (B—C) = (A xB)— (A xC)

Demostracién: Hay que probar dos inclusiones. La naturaleza de la proposicién no permite hacer
un “ <=>". Observe que, por definicién, (x,y) € Px Q siysolosi x € P V y & Q

L

IL.

Ax(B=C) C (AxB)—(AxC).

Sea (x,y) € Ax(B—C) = x € ANye (B-C) = xc€c AANyeBAy¢gC
entonces (x,y) € AxB A (x,y) € AxC, esdecir, (x,y) € (AxB)—(AxC).

(AxB)—(AxC) € Ax(B-C)

Sea (x,y) € (AxB)—(AxC) = (x,y) € (AxB) A (x,y) € (A xC) entonces
usando distribuitividad y neutro, tenemos

x € ANYyEBANxgAVYy¢C) = xcANyeBAN(xeANygC),

esdecir (x,y) € Ax(B—C) =

Ejercicios

Demostracion de afirmaciones

@ 3.4.1 Sean A, B, C y D conjuntos arbitrarios. Demuestre la validez de las siguientes
proposiciones:

1) (A—-B)N (B-A)=0

2) A-B=ANB

3) (AxB)U(CxD)C (AUC) x (BUD)
4) CC (ANB) = [CN(B—A) =]

5 Ax (BNC)=(AxB)U(AxC)

6) (AUB) C (CND) = CC (AUB)
7) (ANC)—B=(A—B)N(C—B)

8) CCA AN CNB=@Q) = CCB-A
9 A—(BUC)=(A-B)nC
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10) A— (BUC) C (A—-B)UC

11) (ACC AN BCD) = (AxDCCxB)

12) ACB<= ANB=0Q

13) Ax(B—C)=(AxB)—(AxC)

14) (ACBACCD) = (AUCCBUD)

B)Nn(AxC)

15) Ax (BNC) C (A x
AUB)NC

~—~~

16) (AUB) —C C
177 (AN B-B)CA

18) (AUBUC)N(A—-C) =0

19) (AUB)—(ANB)=(A—-B)U(B— A)

200 (DCA-BAECANB) = DNE=0Q
21) AC (BND) = BC (AUCQ)

22) (CCBABNA=0®) = A € P(C)

@ 3.4.2 Para las siguientes proposiciones, utilice un contrajemplo para demostrar que son
falsas:

1) P(AUB) = P(A) UP(B)
2) (A—B)UCC A—(BUC)

3) ANBC ANB

4) (AUB=ANAC) = (ANC=@ A C=B)
5 ANBCD ABND#Q® = ACD

6) (ANB=ANC) = (B=C)

@ 3.43 SiUd = {1,2} es el conjunto universo, demuestre, con un contraejemplo, que la
proposicion P(A) C P(A) es falsa.

@ 3.4.4 Sean A,B,C conjuntos arbitrarios. Demuestre

[AUB=C) N (AUC)NB=C] = B=C
@345 Sean A, B, C conjuntos arbitrarios. Demuestre A x (BUC) C (A xB)U (A xC)
@ 3.4.6 Sean A,B,C,D y M conjuntos arbitrarios. Demuestre

[(AUB=C) A (AUC)NB=C A (ANC)UB=A] = (B=C A A=C)


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

3.4. DEMOSTRAGION DE AFIRMACIONES (https:/tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematicay). 60
@ 3.4.7 Sean A,B,C,D y M conjuntos arbitrarios. Demuestre
(MCANB)A(DCANB)] = MND=g

@ 3.4.8 Demuestre que AC(BN D) = BC(AUDCQC)

@ 3.49 Demuestreque B—AC AN B

@ 3.4.10 Demuestre quesi B N D = & entonces D C B

@ 3.4.11 Demuestre quesi AC B A AC D, entonces B N D C A

@3.4.12 a.) Encuentre un contraejemplo para (AAB) U C=(A U C)A(B U C)

b.) (*) Demuestre que (AAB) N C=(A N C)A(B N C)

D 3413 Paradoja de Russel. Sea M el “conjunto de todos los conjuntos que no se con-
tienen a si mismos como miembros”. Hay conjuntos que se contienen a si mismos, como
el conjunto de “ideas abstractas” que en si es una idea abstracta. Volviendo a M, entonces
IMeM = M¢gM?.

@ 3.4.14 Paradoja de Berry. Sea A el “conjunto de enteros que se pueden definir con
menos de quince palabras”. Claramente A es finito pues el nimero de frases que se pueden
formar con menos de quince palabras es finito y entonces A # IN. Algunas de estas frases
pueden describir un entero positivo especifico, por ejemplo “dosmil trescientos cuarenta”, “el
primer ntiimero primo mayor que veinte millones” o “dos elevado a la 20”. Como A es finito,
entonces A debe tener un elemento menor que todos los otros. Tiene que haber un ntimero
entero positivo N que sea el menor de todos los ntimeros enteros positivos que no estdn con-
tenidos en A, es decit, N € A ... peroentonces ; N € A pues N es “el menor entero positivo

que no se puede definir con menos de quince palabras”?
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Relaciones binarias

Hay varias relaciones familiares, entre los objetos de un conjunto. Por ejemplo, la relacién de orden

“ < 7 en los ntimeros reales o la relacién de similitud “ ~” en un conjunto de poligonos o la relacién

“__w

=", etc.

La similitud es una de las propiedades méas importantes de las figuras planas. Dos
poligonos son similares si sus dngulos respectivos son iguales. En matematicas
hay muchas situaciones donde uno desea observar objetos diferentes como si
esecialmente fueran el mismo, como en el caso de poligonos similares. Para
hacer esta idea precisa generalizamos la idea de similitud y a estas relaciones las
llamamos “relaciones de equivalencia.”

Las relaciones de orden sobre un conjunto nos dan una nocién de “pre-
cendencia”.  Esta idea tiene muchas aplicaciones.  Por ejemplo, en la
malla de cursos de una carrera, podriamos tener un conjunto de materias
{MA 0101, MA 1403, MA 0404,1C 3010}. Una manera de ordenar este conjunto es
definir un relacién de orden, por ejemplo la relacién “es requisito de”; esta relacién
induce un orden en este conjunto. El orden se puede representar con un diagrama.

Definicion 4.1

IC 3002

MA 1404

MA 0101 MA'1403

1) Una relacion R de un conjunto A en un conjunto B es un triple (Gr,A,B), donde
Gr € A x B. Gr sellama grifico de R . El conjunto A se llama conjunto de partida y B

es el conjunto de llegada.

2) La notacién “a R b” indica que (a,b) € Gg y se lee “a se relaciona con b” via la relaciéon

R.

3) Si A= B,sediceque R es “una relacion sobre A”.
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Definicion 4.2
Dada una relacion R de A en B, el dominio y el rango de la relacién se definen de la siguiente
manera.

1) Dominio delarelacion R : Dg = {a € A talque 3b € By aRb}

2) Rango delarelacion R : R[A]={b € B talque 3a € Ay aRb}

Ejemplo 4.1

Sea A = {1,2,3} y B = {2,3,4}. Larelacion R, de A en B, esta definida por el criterio
aRb <= a+1=0>. Determine G, Dg y R[A4].

Solucién: Por ejemplo, 2R 3 pues 2+ 1=3. Gg = {(1,2), (2,3), (3,4).}
Para visualizar la relacién, hacemos una tabla con el producto cartesiano, con los elementos de A
en las filas.

AxB 2 3 4 Gr 2 3 4
1 (1,2) (1,3) (1,4) 1 (1,2)
2 (22 (23) (2,4) 2 (2,3)
3 (31 (32 (3,4) 3 (3,4)

Como se observa, Gg = {(1,2), (2,3), (3,4)}. Enestecaso, Dg = Ay R[A] =B

Ejemplo 4.2

Sea A = {1,2} y B = {0,3}. La relacion R sobre A x B esta definida por el criterio
(a,b) R (c,d) <= ad > bc. Determine Gg, Dr y R[A].

Solucién: Por ejemplo, (1,2) R (0,3) pues 1-3 > 2-0. Para visualizar la relaciéon, hacemos una
tabla con el producto cartesiano. En la tabla ponemos 1 si hay relacién entre los pares asociados y
un 0 sino.
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Gr (1,0) (1,3) (2,00 (2,3)

(1,0) 1 1 1 1
(1,3) 1

(2,00 1 1 1 1
(2,3) 1 1

Entonces,

Gr = {((1,0),(1,0)), ((1,0),(13)), ((1,0),(20)), ((1,0),(23)), ((1,3),(13)),
((2,0),(1,0)), ((2,0),(1,3)), ((2,0),(2,0)), ((2,0),(23)), ((2,3),(1,3)), ((2,3),(2,3))}

DR = AXB
R[AxB] = AxB

4.1 Operaciones con relaciones

Definicién 4.3
Dadas las relaciones R = (Gr,A,B) y S = (Gs, A, B) , se definen las nuevas relaciones

1) Larelacion union: R U S = (Gru s, A,B) con Grys=Gr U Gs
aR U Sb <= aRb V aSb < (a,b) € G U Gg
2) Larelacién interseccion: R N S = (Grn s, A,B) con Grns =Gr N Gs
aR N Sb < aRb A aSh < (a,b) € Gg N Gs
3) Larelacion diferencia: R — S = (Ggr_s,A,B) con Gr_s = Gg — Gs
aR— Sb < aRb N a8b < (a,b) € Gr — Gs
4) Larelacién inversa: R ~! = (G{al,B,A) con G{zl = {(b,a) € Bx A tal que aRb}

bR 'a < aRb < (a,b) € Gr
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5) La relacion complemento: R = (Gg, A,B) con Gg = A X B—Gg

aRb < aRb < (a,b) € AxB A (a,b) ¢ G

6) Composicion: Si R = (Gr,A,B) y S = (Gs, B,C) entonces se define
SoR = (Gs.r,AC) con Gs.g = {(a,c) € AxC talque Ib € BconaRb A bSc}

S o R esunarelaciéon de A en C. Observe que si A = C entonces podemos definir So R
tanto como Ro S.

Ejemplo 4.3

Sean A = {1,2,3} y B={2,3,4}.

Larelacion R, de A en B, estd definida por el criterio aRb <= a+1=1b.

Larelacion S, de A en B, esta definida por el criterio 1 Sb <= Ik € N talque a = bk + 1.
Por ejemplo, 2R3 pues 2+1=3 y 3852 pues 3=2-1+1.

Para visualizar algunas operaciones con estas relaciones, hacemos una tabla con el producto
cartesiano, con los elementos de A en las filas.

Gr | 2 3 4 Gr | 2 3 4
1 (1,2) 1 (1,3)  (1,4)
2 (2,3) 2 (2,2) (2,4)
3 (3,4) 3 (32) (3,3)

Ggp | 1 2 3
2 (2,1)
3 (3,2)
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Gs| 2 3 4 Gs | 2 3 4
1 (1L,2) (L3) (1,4) 1
2 2 (22 (23) (2,4)
3 (3,2) 3 (3,3) (3,4)
Gs1 1 2 3
2 (21) (2,3)
3 (31)
4 (41)
Grus| 2 3 4 Grns| 2 3 4 Grs 2 3 4
1 (1,2) (1,3) (1,4) 1 (1,2) 1
2 (2,3) 2 2 (2,3)
3 (3,2) (3,4) 3 3 (3,4)

Observe que R N S = (Grns,AB) y (R N 87! = (G

complemento (R N S)~! secalculaen B x A.

B,A) . Entonces el

(RN S)-17

®ns- 1 2 3 Consm 1 2 3
2| (2,1) 2 2,2) (2,3)
3 3 31 (32) (33)
4 4 (41) (42) (4,3)

El calculo de (R N 8)71 se debe haceren B x A pues R N S C A x B.

Gens 2 | 3 | 4 | Gros 2 | 3 | 4 | Cgrg 1 | 2 | 3
1 (1,2) 1 (1,3) (1,4) 2 22) (2,3)
2 2 (22) (23) (24) 3 (31) (32 (33)
3 3 (32 (33) (34) 4 41) (42) (43)
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Sea A =1{1,2,3,4,5} ysean R, Sy T relaciones sobre A definidas por
Gr = {12), 22, 2.3), (L3)},
Gs={(24), (2,5, B}y

Gr={(1), 38,3), 3.4}

1) Célculode Gs.r vy G7oRr

Como en ambos casos, R es la primera relacién que se aplica, la ponemos como primera
columna de cada tabla. En la tltima columna aparece el resultado.
El método es: Para cada (a,b) € Gg, buscamos (b,c) € Gg y obtenemos (a,¢) € Ggs. k.

Gsor Gror

Gr Gs Gsr Gr Gr Grur
@‘@ @ (1L,2) (3,1) (21)
22) @3 19 22 (33) (23)
(2,3) (1) (24) (2,3) (34) (24)
(1,3) (2,5) (1,3) (1,1)

(2,1) (1,3)

(1,1) (1,4)

2) Contragjemplo: (S N T)e R #A(SeR) N (T-R)
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Gisn TR G(8sR) N (T-R)
Gr Gsn7 GsnTNr Gsor Gror G(sor) N G(1or)
(1,2) (2,1) (1,4) (2,1) (1,4)
(2,2) (3,1) (1,1) (1,5) (2,3) (2,4)
(2,3) (2,4) (2,4) (2,1)
(1,3) (2,5) (1,1) (1,1)
(2,1) (1,3)
(1,1) (1,4)

Ejemplo 4.5

Sea R una relacién definida sobre A = {1,2, 3, 4,5}, con criterio a Rb <— a+1 < b.
Ademds sean S y T relaciones definidas sobre A cuyos gréficos son

Gs={(24), (25), 31), (43)} y Gr={(3,1), 3,3), (43)}

a.) Determine el grafico asociado a la relacion R

b.) Determine el grafico asociada ala relaciéon (S N 7)o R

Solucion:
Gr GsnT GisnTyer
Gr | 1 2 3 4 5 (1,2) (3,1) (1,1)
(1,3) (4,3) (2,1)
1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1) e
2 (2,3) (24) (25 (1,5) (2,3)
(2,3) (3,3)
3 (3,4) (3,5) (2.4)
4 (4,5) (2,5)
5 (3,4)
(3,5)
(4,5)
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4.2 Matriz asociada a una relacion
Una matriz A, x, es un arreglo rectangular de m filas y n columnas.
M J & Fila 1, Columna 1
ajpr<'diz a3z - g
A= a1 Az 4z - O2p
L Am1 OGm2 Am3 - Amn |
Fila m, Columna n
A veces se escribe A = (a;;)uxm. La “entrada” a;; estd enlafila i y enla columna j.
Definicion 4.4
La matriz transpuesta de A = () nxm eslamatriz AT = (a;;)mxn.
Definicion 4.5
Una matriz booleana es una matriz A = (a;;)nxm con a;; =0 o a;; =1
Ejemplo 4.6 (Matriz booleana y su transpuesta)
110
1101
110
Asxa=11 10 0 Al =
000
00 01
| 1 0 1 |
—

Definicion 4.6
Sea A = {ay,az,..,an} y B = {by,by, ... by} conjuntos de cardinalidad n y m respectivamente.
Se define la matriz asociada a una relacién R como la matriz booleana
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1 si ﬂinj
0 si al-/R/b]-

Mz [i,j] = (Mij)uxm con mj; =

Ejemplo 4.7

Sean A = {1,2,3} y B = {2,3,4}. Considere las relaciones R y S de A en B, definidas de la
siguiente manera: aRb <= a+1=b y aSb <= 3Tk € N talque a =bk+1.

Ahora podemos visualizar la relacién como un subconjunto de A X B y su representacién con
una matriz boolena.

Gr | 2 3 4 Mz
1 | (1,2 100
2 (2,3) 010
3 (3,4) 001
Gs | 2 3 4 Mg

1 (12| (13|19 111
2 000
3 (32 100

Ejemplo 4.8

Sea A = { {1}, {2}, {3}, {12}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}. Sea R una relacion sobre A,
definida por el criterio S R T si y solo si el elemento mimimo de S es igual al elemento minimo
de T. Determine la matriz asociadaa R .

Solucion: Por ejemplo, { 2 } R{ 2,3 } pues min { 2 } =2 y min { 2,3 } =2
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R {1} {2} {3} {L2} {13} {23} {123}

{1} 1 0

{2} 0 1
0

{3} 0
{12} 1 0
{1,3} 1 0
{2,3} 0 1
{1,2,3} 1 0

0
0

o | ©O [ O | O

1
0
0

1 0 1
0 1 0
0 0 0
1 0 1
1 0 1
0 1 0
1 0 1

Operaciones de relaciones via operaciones con matrices booleanas. Se pueden definir
operaciones sobre matrices booleanas para calcular la matriz booleana de las relaciones R U S,

RNS Rly SoR.

aVb

Si a,b € {0,1}, usamos la notacion

aANb

Méx {a, b}

a-b

Deestamanera: 1 A 1=1, 1A0=0, 1vV0=10Vv0=0y 1Vvil=1

Definicion 4.7

Sean A = (a;j)nxm Yy B = (bij)nxm son matrices boolenas. Se define

a.) Conjuncién: A A B = (¢jj)nxm con cjj =

Esdecir, A A B = (a;j A bjj)uxm

b.) Disyuncién: A V B = (djj)uxm con cjj =

Esdecir, A V B = (a;; V bjj)uxm

si [1,‘]':1 /\bi]‘:1

si aij:OV bl‘]‘ZO

si ai]‘:1Vbij:1

si aij:0 AN bijZO
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Teorema 4.1
Si Mz y Mg son las matrices booleanas que representan a las relaciones R y S, entonces

Mrus = Mg V Mg
Mrns = Mg N Mg

Ejemplo 4.9

Consideremos las relaciones R y S del ejemplo 4.7. Vamos a calcular Mgy s y Mrn s de
manera “manual” y usando las operaciones V e A

RUS
=Mnrus
G
Gr | 2 3 4 Gs 2 3 4 RN S
1 (1,2) (1,3) 1 (1L2) (1,3) (1,4
2 (2,3) 2
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Definicion 4.8
Sean A = (a;j)nxk ¥ B = (bjj)kxm son matrices boolenas. Se define

1 si 3k tal r=b.=1
Producto booleno A ® B = (pjj)uxm con pij = St al que a; = by,

0 en otro caso

Es decir, A ® B = (pij)uxm = (Pij)uxm con p;j = (aiq A byj) V (a2 A byj) V ... V (ag A
by;)

La entrada p;; de la matriz A © B es el “producto booleano” della fila F; de A conla columna C; de B

FoC = © = (an A byj) V (ag|A by) M ... V (ag A byj)

|: a1 Aajpp ... Ajk }

L by |

De este modo, si la fila F; de A tiene al menos una entrada a;
respectiva entrada by; = 1, entonces p;; =1

= 1 tal que la columna C]' tiene su
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Ejemplo 4.10

10 1 ., Lo - B s N O A N T o)
11 =
01 0],, LAOVOALDVIAD (OA)VIALVOAO [,
00 155,
1o
11
Lo (1/\1)v(0/\o)\ H ‘
@[101] B
11 =
010],,, (0OA1)V (0AO) | | ©A1) V(A0
00 3x2
- 3x3
10 1
= |11 1
L0 0 0

Teorema 4.2 (Propiedades de las operaciones con matrices boolenas)

Sean A, B y C matrices booleanas. Suponiendo que las operaciones que se indican son compati-
bles, tenemos

a) AVA=A f) ANB=B A A
b) AVB=BV A
c)AV(BVC=(AVB)VC

d) AV(BAC)=(AV B) A (AVC)
e) ANA=A i) A®(BOC)=(AGB)®C

g) AAN(BAC)=(AAB)AC

h) AAN(BV C)=(AAB)V (AVC)

Teorema 4.3
Si M y Mg son las matrices booleanas que representan a las relaciones R y &, entonces

MR—I = M%

Ms.g = MrprOMg
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Ejemplo 4.11

Consideremos las relaciones R y S del ejemplo 4.7.

100 100
Mr=1{09 1 0 Mpa=Mpyr=1|9 1 o
00 1 00 1

Ejemplo 4.12 (Composicion)

Sea A = {1,2,3} y sean R, S relaciones sobre A definidas por Gr =
{(1,2), (2,2), (2,3), (1,3)} y Gs = {(2,1) (3,1), (3,3)}‘

Vamos a usar la operaciéon © para calcular Gs.r . Matricialmente seria asi: Si la fila F; tiene al
menos una “coincidencia” de 1’s con la columna C;, entonces la entrada p;; = 1.

2 (2,2) (2,3)
3 3
Ahora vamos a hacer el cdlculo de Mg,z como Mpr ® Mg.
011 00O 1 01
Mssr=MrOMs= 101 1|@l100|=|10 1
0 0O 1 01 0 0O

Ejercicios
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@ 421 Paraa= {1,4,7},sea R una relacién sonbre A definidaporaRb <= ab <16y

010
sea S otra relaciéon sobre Atalque Ms = |g 0 1

110
1) Determine el grafico de R .
2) Determine la matriz asociadaa S~1o R.
3) Determine el grafico asociadoa (S~ 1o R) — R.

@ 4.2.2 Sea A ={0,2,4,6},sea R unarelacién sobre A, cuya matriz asociada esta definida
por (se define cada la entrada m;;),

.. 1 sii=3Vj=2Vi=j
Mg i j] = / !
0 en cualquier otro caso

y sea S otra relacion sobre A, definida poraSb <= a+0b € A.

1) Determine el grafico de R vy el grafico de S.
2) Determine la matriz asociada de So R ~1.

3) Determine el graficode (R US)— (R N S).

@ 4.2.3 Considere las dos relaciones R y S definidas sobre el conjunto A = {1,2,3,4},
donde R estd definida por aRb <= (a—b)> € Ay el par ordenado (i,]) pertenece al
graficode Ssiysolosii—j>1.

1) Determine el gréficode (SU S71) — R.
2) Determine la matriz asociadaa (Ro S) — R.

@ 4.2.4 Considere las dos relaciones R y S definidas sobre el conjunto A = {3,4,5,6},
tales que:

(101 0
0011
1101
100 1

aRb <= [b=6V (a—b?=1] 'y Ms=

1) Determine el grafico de R vy el gréfico de S.

2) Determine la matriz asociadaa So R N R
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@ 425 Sea A = {1,2,3,5}, y sea R una relacién sobre A, cuya matriz asociada estd

definida por:
. 1 sii=2V j=3
Mg [i,j] = { /

0 en cualquier otro caso

y sea S otra relacion sobre A, definida poraSb <= a+b < 6.
1) Determine el grafico de R, el grafico de Sy el graficode R ~1o S.

2) Determine la matriz asociadaa (R N S)~1.

@ 426 Paraa= {3,4,6}, sea R una relacion sobre A definida por
aRb < (a+b<8 V b=3)

100

y sea S otra relacion sobre A, cuya matriz asociadaes Ms = [ o 1|-
101

1) Determine el graficode & — R.
2) Determine la matriz asociadaa So R.

3) Determine el grafico asociadoa (R o R) N S~ 1.

@ 4.2.7 Considere las dos relaciones R y S definidas sobre el conjunto A = {2,4,6,8},
donde:
aRb < [a+b < 10]

y la matriz de S cumple que Mgli,j]=1 <= [i=2 VvV j=3|.
1) Calcule el gréfico de R vy el grafico de S.

2) Determine la matriz asociada a la relacion (R — S~HU (R N S).

@ 4.2.8 Considere las relaciones R y S definidasde Aen B, A = {x,y,z}, B={0,1,2,3},
tales que:

1000
. 1 sii=jVj=4
Mrli,j| = ] y Ms=1100 0
0 en cualquier otro caso
1111
Determine:

1) La matriz asociada a la relaciéon R y los gréficos de las relaciones R y S.

2) El graficode R N'S.
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3) La matriz asociada a la relacién R ~1o S.

@ 4.2.9 Considere las relaciones R y S definidas de A en B, A = {a,b,c,d}, B =
{2,4,6,8}, tales que:

1000
. 1 sii+j>4 1000
Mg [i,j] = m;j = J y Mg=
0 en cualquier otro caso 1111
1 0 0 1,

Determine
a.) La matriz asociada a la relacién R y los graficos de las relaciones R y S.
b.) El graficode R N S

c.) La matriz asociada a la relacién R ~'o S.

@ 4.2.10 Sean R y S dos relaciones definidas sobre A = {1,2,3,5} tales que:

aRb < (<2 V a+b2>5) y Mg

Y S G WY

(@]
—_
o o o =

1) Calcule el grafico de la relacion (R — S) 1.

2) Calcule la matriz asociada a la relacion (R N S) o S.

 42.11 Considere el conjunto A = {2,4,6,8}, sobre el cual se definen dos relaciones R
y S.

@ Larelacion R sedefinepor: aRb <= (b—a)> € A
@ Elgrafico delarelacion S esta dado por Gs = {(2,4), (4,6), (6,2), (6,6), (82)}.

a.) Determine el grafico de la relacion R

b.) Determine el grafico de la relacion So R U R~

@ 4.212 Sean R y S relaciones sobre A = {1,2, 3,4}. R se define por el criterio:

aRb <= (a+bespar) V (bespar).
Y S la definimos con el grafico Gs = {(1,1),(1,4),(2,3),(4,2),(4,3)}.
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a.) Determine el graficode R

b.) Determine el graficode S~! N R

@ 4.2.13 Considere las relaciones R y S definidas sobre A, con matrices asociadas

011 00 1
Mr=10 01 Ms=1110
100 101

a.) Determine My V Mg
b.) Determine M A Mg

c.) Determine Mp ® Mg

d.) Use operaciones con matrices booleanas para determinar la matriz asociada la relacién

SR

Demostracion de enunciados

Ejemplo 4.13 (Demostraciones de resultados).

Sean R y S relaciones definidas de A en B.

Prueba: a(Rfl)flb <~ bR lu < aRbD.

2) (RUS)'=R1TU 8!
Prueba:

aA(RUS)™Mb «— PRUSa<=bRaVbSa< aR bV aR Wb
— aRTU S

33 (RNS)'=R1N 8!

Prueba: Ejercicio
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4 (R-8)'=Rr1-5"1

Prueba: Ejercicio

Ejemplo 4.14

Sean R relacién definida de A en B, y las relaciones & y T definidas de B en C.

Recordemos quesi 3 b € B talque a Rb A b Sc entonces a S o Rc (observe el orden!)

1) (SeR) =R 18!

Prueba: Soc R vade AenCy (SoR) 'vadeCen Ay R oS !vade Cen A

c(SeR) 'a aSoRc < 3bec Btalque a Rb A b Sc
bR aNcS

cS b AN bR a

rroa

cR 108 1a
2) (SUT)eR=(S-R)U (T>R)
Prueba: La relacion (S U 7)o R vade A en C.
a(SU T)oRc <= 3IJbecBtalqueaRbADS U Tc

< aRb A (bScV bTo)

<= ..Ejercicio : completar la demostracin

3) Gisn7)er € G(sor) N (T-R)

Prueba: En el ejemplo 4.4 ya vimos un contraejemplo que muestra que estos dos conjuntos
no son iguales. La relacién (S U 7)o R vade A en C.
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(a,c) € Gsnryper <= a(SN T)oRc
< 3dbeBtaqueaRb N bS N Tc
<= 3dbeBtalque @aRb AN bSc) N (aRb N bToc)
— a(S°oR)c AN a(ToR)c ()
= (a,¢) € G(ser) N (T-R)

Observacion. En el paso (#) solo podemos usar “ = ” porque en la otra direccién del
razonamiento, no hay un "b € B” sino b;, b, € B. En efecto,

Jdb; € Btalque aRby AN by Sc

a(SeR)c N a(TeR)c = y

b, € Btalque aRbp, N by Tec

y no necesariamente by = by, tal y como lo vimos en el ejemplo 4.4.

Ejemplo 4.15

Sean R y &S relaciones definidas de A en B.

1) Drus=Dgr U Dg

Prueba:

a€ Druys <= 3JbeBtalquea(R U S)b
< dbeBtaldqueaRb V aSb
< ae€Dgr V acDg

<— ae€ Dr UDg

2) Drns< Dg N Dg

Prueba:
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a€ Drns <= 3JbeBtalquea(R N S)b
<= dbeBtalqueaRb AN aSb
— a€ Dr N aé€ Dgs (x)
— a€ Dr N Dg

Como en el item 3. del ejemplo 4.4, en el paso (*) no podemos ir en la otra direccién del
razonamiento, pues no hay un “b € B” sino b;, b, € B. En efecto,

db; € B talque a R by

ae€Dpr N aeDsg = y

db, € B talque a S by

y no necesariamente by = bj.

Ejercicios

Sean R y & relaciones definidas de A en B.

@4.2.14 Probar que
Dr—-Ds< Dr_s

@ 4215 Probar que (R N S)[A] C RIA] N S[A]

4.2.1 Digrafos (grafos dirigidos)
Una relacion R de A en A se puede representar con un grafo dirigido (llamado también digrafo).
Los nodos o vértices, son los elementos de A y las flechas o aristas, conectan (de manera dirigida) los
elementos de A que se relacionan de acuerdo con la relaciéon R.
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Ejemplo 4.16

Sea A ={1,2,3,4} y R una relacién sobre A
con

Gr = {(111)r (313)1 (211)1 (312)/ (311)1 (414)1 (314)}'

Entonces tenemos 4 nodos, 4 flechasy 3 la-
Z0S.

Ejemplo 4.17 (Torneo “round-robin”)

Un torneo “round-robin” es un torneo “todos contra todos”. Si no tomamos en cuenta los “mar-
cadores”, los resultados del torneo se pueden representar con un digrafo. Consideremos cinco
jugadores A = {1, 2,3, 4,5} y la relacion R sobre A definida por i Rj <= i ivencida j.
Una posible matriz M (llamada matriz de adyacencia) y el digrafo asociado se muestra a con-
tinuacion

01101
00010
Mr=10 10 0 0
10100
0111 0

Algunos jugadores estdn empatados en cantidad de victorias. Con el digrafo podriamos visualizar
las victorias directas e indirectas de cada jugador y decidir un método de desempate basado en

esta consideracion (sin considerar marcadores!).
—

Digrafos con el lenguage R. Una manera sencilla de generar el digrafo a aprtir de la matriz de
adyancencia es usar el paquete 1igraph del lenguage R. El c6digo para el ejemplo anterior es el que sigue.

m Algoritmo 4.1: Digrafos con R

install.packages ("igraph") # instalar igraph (solo una vez!)
require (igraph) # solicitar igraph

#Ver par\’ametros en http://kateto.net/networks-r-igraph
adj.mat=matrix(c(1, O, O, O,
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i, 1, 1, 1,
0, 0, 0, 1), nrow=4, byrow=TRUE)

g = graph.adjacency (adj.mat)
#Graph
par (bg=rgb (.99, .99, .99)) #color de fondo
plot (g, vertex.size = 30,
vertex.color="gold",
vertex.label. font=2, #bold

vertex.label.cex=2, #font size
vertex. frame.color= "white",
vertex.label.color = '"black",
vertex.label.family = "sans",

edge.width=4,
edge.color="black",
layout=layout_in_circle) #topolog\’{\i}a de nodos

83
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Funciones

Definicién 5.1
Se dice que la relacién f = (Gf, A, B) es una funcion de A en B ysedenota f: A — B,siy
solo si todo elemento de A esta relacionado con un tinico elemento de B, es decir,
(a,b) € Gf A (a,c) € Gf = b=c otambién afb AN afc = b=c
En vez de escribir “a f b” escribimos f(a) = b

a.) A es el dominio o conjunto de partida,de f y se denota Dy. Los elementos de Dy se
llaman “preimagenes”.

b.) B esel codominio o conjunto de llegada de f. Sus elementos se llamam “imagenes”

Sea A= {a,b,c} y B={1,2,3,4}. La tres primeras figuras que que siguen, representan las fun-
ciones f,g y h. La cuarta figura es una relacion R pero no una funcion, pues (c, 1), (¢,3) € Gx.

f:A—B §:A—B h:A— B Relacion K
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Definicion 5.2 (Ambito, imagen directa, imagen inversa).
Sea f: A — B una funcién.

a.) El “dmbito” (o rango) de f se denota A o también f[A].

flA]={y € B talque Jx € Acon f(x) =y}

b.) Si f(x) =y, “x” esla “preimagen” de y y “y” es la “imagen” de x bajo f

c.) La “imagen directa” de E C A es f(E) = {b € B talque Ja € Econ f(a) =b}

En particular, f~1(b) := f1({b})

Sean A = {ab,cd} y B = {1,2,3,4}. Considere la funcién
f: A — B representada con la figura a la derecha. Entonces ) B

R —
b.) Si E = {a, b,c}, entonces f(E) = {1,3}

c) fY(B)={ab,cd}
d) @) =2
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Ejemplo 5.3

Sean A ={1,2,3,} y B={0,1,2,3}. Sea f de P(A) en B, definida por

= min(E) si E# @

a) FIP(A)] = {0,1,2,3)
b.) Si F = {2,3}, entonces f~}(F) = {{2},{2,3},{3}}
&) f({2.4{121}) = (01}

Ejemplo 5.4

Sea A = {1,2,3,4,5}. Considere la funcion f : Ax A — P(P(A)) definida por

f(a,b) = {{a}, {ab}}.

a.) Determine f(1,1)

b.) Si E={(1,2),(3,2),(1,1)}, Determine f(E)
c) Si F={{{3}, {3,5}}, {{1}, {1,3}}, {{4}} }, determine f~'(F).
Solucion:

a) f(1,1) = {{1}, {1,1}} = {{1}}
by f(B)={ {{1}, {v2}}, {{3}, {32}} {{1}}}
C-) f_l(F) :{ (3/5)/ (1/3)/ (4/4) }
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Considere la funcién f: A — B.Sean C,D C A.
a) f(C N D) C £(C) N f(D)

b.) f(C)-f(D) < f(C-D)

Solucién:

a) f(C N D)cf(C)n f(D)

Seay € f(C N D) Jx € CN D talque f(x) =y
Jx € C talque f(x) =y A 3Jx € D talque f(x) =y
y € f(€) Ay € f(D)

y € f(C) N f(D)

I

b.) Ejercicio

Ejemplo 5.6

Sea f: A — B.Sean C,D C A. Verifiquequesi C N D=0 = f(C)— f(D) =
Solucién: Por contradiccion. Si y € f(C) — f(D) = 3x € C talque f(x)=y A y & f(D)

Pero que y ¢ f(D) significa que y no tiene preiméagenes en D, por tanto x € D, es decir, la

preimagen x de y estien C M D, pero por hipétesis, este conjunto es vacio: Contradiccion.
—

Ejercicios

@ 5.0.1 Sean A = {1,2,3} y B = {2,3,4,5,6}, ysea f : A x A — B, definida por
f(a,b) = a+b. Determine

a) f(2,3) d) f({1,2} x{2,3})
b) flAx A] e) f71({4})
c) f({3} x {3}) £) f1({3,4,5})
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@5.0.2 Sean A = {3,4,5,6} y B=1{1,2,3} y D={(a,b) € AXB talque a+b=6}.

Sea f: A x B — [1,6], definida por f((a,b)) = %. Determine

a) f(6,2)y f(31) c) f(D)

b) flA x B] 4 <{12%})

@ 5.03 Sea f: A — B.Sean C,D C A. Muestre que
a) CND=@ = f(C)C f(D)
b.) f(C) - f(D) € f(C-D)
¢) f(C)—f(D) € f(C N D)

@ 504 Sean f : A — B una funcion, M y N dos conjuntos tales que M C N C B.
Demuestre que f~1(M) C f~1(N).

5.1 Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

Definicion 5.3 (Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas)
Consideremos la funcién f: A — B.

a.) f es“inyectiva” si cada imagen es asignada una tnica preimagen, es decir,
si f(a)=f(b) = a=0

b.) f es “sobreyectiva”si f[A] = B
c.) f es”“biyectiva”si f esinyectiva y sobreyectiva.

Definicion 5.4 (Funciones de variable real).

a.) Unafuncién f: R — R es una funcién de variable real. Su dominio maximo es el mayor
subconjunto posible de R cuyos valores no indefinen a f(x)

b.) Sean f,¢:R — R funciones con dominios respectivos Dy y D,. Se define

i. La funcién suma: (f +g¢)(x) = f(x) + g(x) y sudominioes Dy N D,

ii. La funciénresta: (f —g)(x) = f(x) — g(x) y sudominioes Dy N D,


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

5.1. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS. (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 89

ii. La funcién producto: (fg)(x) = f(x)-g(x) y sudominioes Dy N Dg

iv. La funcién cociente: <'§> (x) = f(x) y su dominio es

8(x)
Df N Dy — {x € Dg : g(x) =0}

Funciones especiales. Sea f : R — R
a.) Funcion constante: f(x) = K paratodo x € R y K constante fija.
b.) Funcién nula: f(x) =0 paratodo x € R
c.) Funcién lineal: f(x) =mx+b con m,b € R

d.) Funcién cuadrética: f(x) =ax?>+bx+ccona, bc € Rya#0

Funcién creciente, funcion decreciente.

e.) Funcion creciente: Se dice que f es creciente en [a,b] siparatod x1, x» € [a,b] tal que x1 > x7
entonces f(x1) > f(x2)

f.) Funcién creciente: Se dice que f es decreciente en [a,b| si para todo x1, xp € [a,b] tal que
x1 > xp entonces f(x1)<f(x2)

Ejemplo 5.7
x+1

a)Sea f : R — R definida por f(x) = 271 El dominio médximo de f es
Df=R—{-1,1}

1 1
b.) Sea f:R — R definida por f(x) = \;% +
x

El dominio maximo de f requiere x +1 > 0 y x # 0, es decir, x > —1 pero x # 0.
Entonces Dy =] —1,00[ — {0}
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Ejemplo 5.8

Sea f:RT — R™ definida por f(x) = x2.

a.) f esinyectiva. En efecto,

sif(a)=f(b) = a*>=10°
s VE-VE
= |a| = [b]
— a="> pues 4,b € Rt

b.) f essobreyectiva. En efecto, hay que mostrar que f[R] = R™.

7 C” fIRT] = {x? talque x € RT} CR"
727 Vye Rt = Jx=,y € Rf(puesy € R") talque x> =y
=y € f[R7]
f[A] 2 R*.

c.) f esbiyectiva

Ejemplo 5.9

. X
Sea f:R— {1} — R, definida por f(x) = T
a.) f esinyectiva. En efecto,
sifa)=f) — —-— L
B a—1 b-1
= a(b—1)=0b(a—-1)
= ab—a=ba-">
— a=b.

b.) ; f essobreyectiva?. Mmmmm veamos, hay que analizarsi f [R — {1}] = R.
7 C” Pordefinicion f [R—{1}] CR

¢” 2”2 Debemos analizarsi Vy € R, 3x € R— {1} talque f(x)=y. Veamos

90
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y=fx) = y=_.—3
= yx—-1)=x
— yx—y=x
= x(y-1) =y
— x= yy_l
Por tanto, como y = 1 no tiene preimagen en el dominio de f. .. la funcién no es
sobreyectiva.

c.) Si restringimos el codominio de f asi: f : R— {1} — R — {1}, entonces f si serfa
biyectiva.
—

Definicion 5.5 (Composicion).
Consideremos dos funciones f : A — By ¢g: B — C. Lacomposicionde f y g es un
funcién denotada go f. La funcién go f : A — C, se define como

(gof)(x) = g(f(x))

De manera andloga,si §: A — By f:B — C entonces

(fog)lx) = f(g(x))

En la definicién anterior, para g o f estamos asumiendo que Af N Dy # @ pues

Dgos = {x € Dy talque f(x) € Dy}

Si f,¢: IR — R entonces, si no hay problemas de dominios y &mbitos, se puede evaluar
(g0 f)(x) tanto como (f o g)(x), aunque en general son funciones distintas.
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Ejemplo 5.10

Sea A = {1,2,3}, B={a,b,cd} y C = {x,y,z}. Sean f y g funciones definidas por el dia-
grama que sigue.

Entonces

(g1 = g(f(1) = gle) = z
(1)) = &(f(2)) = gb) =y

(8°f)38) = g(f(3) = gla) =y

Ejemplo 5.11 (Composicion de funciones).

a) Si f(x) =2x>+x+1y g(x) =+/x+4, entonces

(feg)(x) = f(g(x))

= 2(VX+4) + (Vi+4) +1

gof)x) = g(f(x))
= Vi) +4
= V22t x+1+4
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b.) Si f(x)=x>+x y g(x)= 1 entonces
x3+x’
(fog)x) = f(g(x))
= 2(3(x))° + (3(x))
B 1 \° N
N x3 + x x3 + x
y
(gof)(x) = g(f(x))
_ 1
(f(x))° +1f (x)
T (PP
|
Teorema 5.1

a)Sih:S—T, g:T—Uy f:U—V, entonces fo(goh)=(fcg)ch

b.) Si g: A— By f:B — C sonambas inyectivas, entonces fog: A — C esinyectiva.

c)Sig:A— By f:B— C sonambassobreyectivas, entonces fog: A — C essobreyectiva.

d) Sig:A— By f:B— C sonambas biyectivas, entonces fog: A — C es biyectiva.

Sean f:R — R, g:R — Ry g:R* — R definidas por f(x):;;—:_lél, g(x)=2x—4
1
yh(x)—;.

x2+4

2) (go£)(x) = §(f(x) = 2(f(x) —4 = z(x“)—4

by (Fog)a) = flg() = AL — ZoEL
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e) (hogoh)(x) =

Ejemplo 5.13

x2 siox< —1

Sea f,g:IR — R funciones definidas por f(x) = ¢ 94 i -1 <x<2

g(x) =x+1.

a) (fefof)(2) = ff(f(2) = f(f(4) = f(-2) = 4

b.) (gofog)(1) =

c) (g°8°8)(-1) =

Ejemplo 5.14

Sean A = {1,2,3,4,5,6} y B = {2,3,4,5} ySea f: A — B con
Gf = {(1/3)1 (2/5)1 (3/4)1 (4/3)/ (5/4)/ (6/3)}-

Muestre que f no es inyectiva ni sobreyectiva y calcule f'({45}), f'({2}) vy

fF{1.5}) n f({2.3})
Solucion:

1) f no esinyectiva pues, por ejemplo, f(1) = f(4) = 3 pero 1 # 4.

2) f no es sobreyectiva pues 2 € B, pero no tiene preimagen. De esta manera f[A] # B.

45 = {352}
3) {2 = @
fFULSY N f({23)) = {4
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Sean A,B,C y D conjuntos no vacios. Sean f: A —+ By ¢g:C —=D.Seah: AxC— BxD,
h(x,y) = ( f(x), g(y) ). Si f y g ambas son biyectivas, muestre que & es biyectiva.

1) Inyectividad: Hipdtesis: f y ¢ ambas son biyectivas

Ham: Si h(a,b) = h(p,q) entonces (a,b) = (p,q)

h(a,b) =h(p,q) = (f(a), (b)) = (f(p), &(9))

f(a) = f(p) = a=ppues f es inyectiva
= g(b) = g(q) = b =g pues g esinyectiva

(a,b) = (p,q)

2) Sobreyectividad: Hipotesis: f y ¢ ambas son biyectivas

Ham: V(p,q) € BxD 3 (x,y) € AxC talque h(x,y) = (p,9)

p€B = 3dJx & Acon f(x)=p, pues f es sobreyectiva

(p,q) € BxD = { g€ D = 3Jy € Ccong(y) =g, pues g es sobreyectiva

3 (x,y) € AxC talque h(x,y) = (f(x),8(y)) = (p.q)

Ejemplo 5.16

Sea X un conjunto no vacio y sea H C X. Sea f : P(X) — P(X) definida por el criterio
f(A)=A N H.

a.) Si X = {1,2,3}, determine H de tal manera que f no sea inyectiva

b.) Determine X y H de tal manera que f no sea sobreyectiva.

Solucién:

a) Si X={1,2,3} y H= {1} entonces f({1}) = f({1,2}) = {1}, pero {1} # {1,2}.

b.) Si X ={1,2,3} y H= {1} entonces VA € X, f(A)=A N {1} # {2}, esdecir, {2} no

tiene preimagen.
—
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Funcion invertible.

Sif: A — B esbiyectiva entonces f~! se puede convertir en una funcién usando el criterio

) =y

En este caso f~! serfa “la funcién inversa” de f (sobre el dominio A) y como tal

e =xy (fef Ny =y

Se requiere que f sea inyectiva para que f~! esté bien definida y se requiere que f sea sobreyectiva
porque si existe un b € B sin preimagen, entonces f~!(b) = @ y entonces (fo f~1)(b) # b.

Por ejemplo, f : R— {1} — R, definida por f(x) = ﬁ, no es sobreyectiva, en particular
) =2

Pero f: R— {1} — R — {1}, con f(x) = " i T s biyectiva, f es invertible y su inversa sobre este
dominio es (la misma f),
-1 X
f (x) - x—1
X X
-1, _ fx _ x—=1 _ x=-1 _ _ _ L -1
Enefecto, (f~'of)(x) = -1~ * ;-1 = x = (fef)(x)
x—1 x—1

Teorema 5.2 (Funcion inversa)

La funcién f : A — B es biyectiva si y solo si f es invertible, es decir, (f~1o f)(x) = x y

(fef Dy =y

Ejemplo 5.17

Sea A ={1,2,3}, B = {a,b,c}. Enel diagrama que sigue se muestra una funcion f : A — B
biyectiva, y su inversa.

A B B _ A
f I
< S><
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Ejemplo 5.18

Sea f: R—{1} — R— {1}, definida por f(x) =
(fref o fNx)

X
x—1"

f es biyectiva. Calcular f~! vy

Solucioén:
y=flx) = y=xf1
= ylx—-1)=x
= yx—y=x
= x(y-1=y
— x:ﬁ '.f_l(x)—xx1

Ejemplo 5.19

Sea f:R — R, definida por f(x) = v/1— 5.
a.) Muestre que f es biyectiva.

b.) Determine (f~'o f~1of~1)(x)

Solucioén:

a.) Inyectividad: Si f(a) = f(b) = V1-a®=V1-1P® = 1-a*=1-0 = a=b
Sobreyectiva: Si y € R entonces f(x) =y con x = {/1 —y3. En efecto

y = V1=
= P = 1-°
zx3:1—y3
— x - VIR

b) Como fl(x) = ¥T—33, entonces (f 1o flofN)(x) = (FUF(Fx)))
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Ejemplo 5.20

Sean f,g: A — A funciones biyectivas.
a.) Muestre que g f es inyectiva
b.) Muestre que go f es sobreyectiva
c.) Muestre que go f esinvertibley que (gof) ! = flog™!
Solucién:
a.) gof esinyectiva. En efecto,
Si (8°f)(x) = (g°N)ly) = (f(x)) = g(f(v))

= f(x) = f(y), porser g inyectiva

=—> x = y, porser f inyectiva.

b.) gof essobreyectiva: Fjercicio

c.) gof esinvertibley (gof)™' = flog™!: En efecto, como go f es biyectiva, es invertible.
Recordemos que la funcién ID es Id(x) = x, entonces (g7 ¢)(x) = Id(x)

(flog ) e(gef)(x) = (flo(gtog)ef)(x), pueslacomposicion es asociativa
= (freldef)(x)
= (foHx) =«

Es decir, (gof) ! =flog L

Ejercicios
521 sea f(x) =x>—x+1vy g(x) = vx—1. Determine (fog)(x) y (go f)(x)
522 sea flx) = ,” i 7Y g(x) = xL—l—l Determine (fog)(x) y (go f)(x)

523 sea flx)=x+2y g(x) = %_1_2 Determine (fog)(x) y (go f)(x)

524 sea f(x) =x+2y g(x) =x—2. Verifique que g es la inversa de f

@525 Sean f:R—Ryg:R—-{-2} — R definidas por el criterio f(x) =x+2y
1

g(x) = P Calcule (f o g)(x)
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_ 3w—+1
 ow=2"

@526 sea f:R-{2) > R-{3) yg:R— {3} = R—{2}.Si f(w)

2 1
verifique que f es biyectivay que g(w) = ZZU:L

es la inversa de f

@ 5.2.7 Dadas las funciones g y h, definidas sobre sus respectivos dominios reales. Calcule

(h~togoh)(x)si:
X

- x+4

g(x) y h(x) =3x —4.
D523 Si f(x) =ax®cona # 0y g(x) = 2x + 3, determine (f 1o go f)(x).

@ 529 Considere las funciones f:R—=Ryg:R-{-2} — R— {1}, con criterios
g(x) -

(x) = x — 1y ambas biyectivas. Verifique que (g1 o f o ¢)(x) =

X
Cox+2 x+4

2
2
@ 5210 Considerela funcion f : [1, +00] — (1, 3] definida por f(x) = %

1) Pruebe que f es una funcién biyectiva.
2) Determine f~1(x).

B 5.2.11 Sea f : R — R una funcién biyectiva, y sea g : R — R una funcién cuyo criterio
estda dado por g(x) = f(x) + k, para una constante k € R.

1) Muestre que g es una funcién inyectiva.
2) Muestre que g es una funcién sobreyectiva.
3) Determine g~ !(x).

2x
3x+6

@ 5212 Prucbe que la funciéon f : R — {2} - R — {%}, definida por f(x) = es
una funcién biyectiva.

2
@ 5.2.13 Considere la funcion f:R—{1} - R — {k} definida por f(x) = ;jls

1) Demuestre que f es inyectiva.

2) Determine el valor de k para que f sea sobreyectiva.
@ 5214 Calcule el criterio de f~! para la funcién biyectiva f :] —,0] —] —o0,5],
definida por f(x) = —2x% + 5.

- 3x -7
9%+ 6

& 52.15 Considere la funcién fiR=—{-3} 5> R- {%} definida por f(x)

1) Pruebe que f es una funcién biyectiva.

2) Compruebe que f~'(x) = (f o f)(x).
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@ 5216 Encuentre las funciones lineales f talesque (fo fof)(x) =—8x+5.

@ 5217 Sif(x)=3x—1yg(x) =4—2x, calcule (f Logo )1 (x).

@ 5.2.18 Considere las funciones ¢ y h definidas sobre R, con criterios g(z) = 2z+3y

h(w) = 3 — 5w. Determine el criterio de la funcién (hogoh=1)~1.

B 5.2.19 Considere las funciones g y h definidas sobre sus respectivos dominios reales, con
2
criterios h(x) = a7 g(x) = 2x — 1. Determine (¢! o h o h)(x) y encuentre el dominio de

esta funcion.
1

@ 5220 Considere la funcién f:R—{-2} = R — {0} con criterio f(x) = pa T la
funcién g : R — {2} — R — {1} con criterio g(x) = i—:; Si se sabe que ambas funciones son
biyectivas, verifique que (f o g~ !)(x) = 43;__15 y ademds determine el dominio de f o g~ 1.

k44

@ 5.2.21 Sea f : R — R biyectiva. Si (2,5) € Gy y ademds f_1 (m

valor de k.

) = 2, calcule el

@ 5222 sea f:R — R definida por f(x) = x3 + 2.

1) Demuestre que f es una funcién biyectiva.

2) Determine el criterio de f~!(x).

@ 5.2.23 Considere las funciones f y g definidas sobre sus respectivos dominios de

= X2 () =

numeros reales de manera que ambas son biyectivas y sus criterios son f(x) = Py
x

2x — 1. Calcule (¢~ 1o f)(x).
& 5224 Considere la funcién f :] — oo, 1] — [2, +00] definida por f(x) = (x — 1) + 2.
1) Pruebe que f es una funcién biyectiva.
2) Determine el criterio f~!(x).
@ 5225 sea s = {3,4,5,6} y B = {1,2,3} y considere la funcién f : A x B — [1,6]
definida por f(a,b) = b
1) Determine si f es inyectiva.
2) Determine la cardinalidad del ambito de f.

3) Determine si f es sobreyectiva.
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4) Calcule f(C),donde C = {(a,b) € Ax Btalquea+Db = 6}.
5) Calcule f~1({2,3}).

@ 5226 Sean A = {8} y B = {1,3,9}. Considere la funcién g : A x B — {3,4} definida

por:
3 sia<b

g(a,b) =
4 sia>b

Ademas, considere la funcién f : P(B) — {0,1,2,3,4} de manera que f(X) es igual a la
cardinalidad de X.

1) Determine si f es inyectiva y si es sobreyectiva.
2) Determine si g es inyectiva y si es sobreyectiva.
3) Calcule f~1({2}).

4) Caleule g~ (g({(8,1)})).

a—1 sia>?2

@ 5227 Sean = {0,1,2,3,4,5} y considere f : A — A tal que f(a) =
a+1 sia <2

1) Determine si f es inyectiva.

2) Determine si f es sobreyectiva.

3) Calcule f({0,3,6}).

4) Calcule f({2,4,5}).

5) Caleule f71({3,5}) U f~1(f({4}))-

@ 5.2.28 Sean A = {1,2,3} y B = {1,2,3,4,5,6,7}. Considere la funciéon f : A x A — B
definida por:
x+y six<y
flxy) = 2x  six=y
X—y six>y
1) Determine si f es inyectiva y si es sobreyectiva.

2) Calcule f~1({2,7}).
3) Caleule £ (£({(2,2)})).
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@ 5229 Sead=1{2,35yB=1{1,234}.5if: AxB— {1,2,3,4,5,6,7} es una funcién
definida por el criterio

20 sia<b
flab)=9 b  sia>b
3a—b sia=0b
1) Determine si f es inyectiva y si f es sobreyectiva.
2) Determine f~1({1,3,5}), f1({7}), f(f 1 ({4})).
3) SiC = {(a,b) € AxB talque a+b =6}, calcule f~1(f(C)).
4) Caleule f(((f(3,2), f((f(3,2),£(3,2)))))-
@ 5230 Sea s = {a,b,c} y considere la funcion f : P(A) — {0,1,2,3,4} definida por
f(B) = |B|.
1) Determine si f es inyectiva o sobreyectiva.
2) Si es posible, calcule:
a) f({{a} {a,b},{b}}).

b) f(f71({4})).
c) fHf({}))-

@ 5.2.31 Para los conjuntos A = {a,b,c}, B = {0,1,2,3,4} y C = {1,2,3}, considere la
funcién f : P(A) — B definida por f(M) = |M| y la funcién g : B — C definida por:

x+1 six<3
g(x) =
x—2 six>3

1) Determine si g o f es inyectiva y si g o f es sobreyectiva.
2) Calcule f~1({2,3}).
3) Calcule (go f)~1({2,3}).

— ia>4
5232 Sea A = {0,1,2,3,4,5,6} y f: A — A con f(a) = { a—3 sia>

a+3 sia<4

1) Determine si la funcién f es inyectiva.

2) Determine si la funcién f es sobreyectiva.
3) Calcule f({0,3,6}).

4) Caleule £-1({0}) U f1(£({6}).
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@ 5233 Determine (gof)(x-y)sif: RT — R es una funcion biyectiva que cumple
que:
flx-y) = f(x) + fy), V¥ €R', VyeR"

y ¢ : RT — R tal que:
glx+y) =f1(x)+fy), Vx e R, VyeR'

0 siM=g

@ 5234 SeaA={1,39},B=1{0139}y/:P(A) — Bcon f(M) = {
k siM#@

donde k es el menor elemento del conjunto M.

1) Determine si f es inyectiva y si es sobreyectiva.
2) SiC={M € P(A) tal que |M| = 2}, calcule f(C).
3) Calcule f~1({0,3}).

@ 5235 Sead={1,2,3},B=1{0,1,23456}yf: P(A) — B definida por:

f(M){O siM =9
k siM#@

donde k es la suma de los elementos del conjunto M.
1) Determine si f es inyectiva y si es sobreyectiva.
2)SiC={M € P(A) talque2 € M}, calcule f(C).
3) Calcule f~1({0,3}).

@ 5.2.36 Sean A, B y C conjuntos no vacios. Suponga que f : A = By g : B — C.
Demuestre que si g o f es inyectiva y f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva.

@ 5.2.37 Considere la funcién f : R — R con criterio f(x) = 8x*> — 5, ademds, sea
¢ : R — R otra funcién que cumple (f o g)(x) = 35 — 8x. Determine el criterio g(x).

D 5.2.38 Sea f : R — R una funcién inyectiva, ademds, sea ¢ : R — R otra funcién
definida por g(x) = 2f(5x) + 3. Demuestre que g es una funcién inyectiva.
3x +1

@@ 5239 Sea f:R- {2} — R— {3}, definida por f(x) = -

a.) Probar que f esinyectiva
b.) Probar que f es sobreyectiva

c.) Calcule f1
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@ 5240 Sea f:R — R definida por f(x) = v x2 — 1. Determine su dominio maximo.

@ 5241 Sea f :[1,0[ — ] — o0,2] definida por f(x) = —x?+ 2x. Muestre que f es

biyectiva y calcule f~1.

@ 5242 Sea f:[-1,00[ — [~2,00[ definida por f(x) = x>+ 2x — 1. Muestre que f es
biyectiva y determine su inversa.

@ 5.2.43 Considere los conjuntos A = {3,4,5,6} y B = {1,2,3}. Sea f :— A X B —

[1,6], definida por f((a,b)) = . ¢(Es f inyectiva?. ;Es f sobreyectiva?
P b y Yy

& 5244 Sean A, By C conjuntos no vacios, suponga que f es una funciéon de A en By
ademas, que g es una funcién de B en C. Demuestre que si g o f es inyectiva y f es sobreyectiva,
entonces ¢ es inyectiva.

@ 5.2.45 Sean A, By C conjuntos no vacios; suponga que f es una funcionde Aen By g
una funcién de C en B. Demuestre que si f y ¢ son biyectivas, entonces g~ ! o f es biyectiva.

En los ejercicios que siguen, se asumeque f: A — By g: B — C yque f y g estdn definidas en todo
su dominio.

@ 5.2.46 Muestre quesi go f esinyectiva, entonces f es inyectiva
@ 5.2.47 Muestre quesi go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva
@ 5.2.48 Muestre quesi go f essobreyectivay g esinyectiva, entonces f es sobreyectiva

@ 5.2.49 Muestre quesi go f esinyectivay f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva
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Induccion Matematica

El principio de induccién matemdtica es un método de demostracion, se usa comtinmente para demostrar
la veracidad de una proposiciéon P(n) para todos los nimeros naturales o la veracidad a partir de
n > k. También puede usarse para probar proposiciones sobre cualquier conjunto bien ordenado.

Principio del Buen Orden: Todo conjunto no vacio de ntimeros naturales contiene un elemento minimo.
En particular,si S C Z ysi S tiene al menos un elemento positivo, entonces S tiene un entero positivo
minimo.

Principio del palomar: Si k es un entero positivoy k+ 1 o mads objetos son asignados a k cajas, entonces
hay al menos alguna caja a la que se le asignaron dos o mds objetos.

Ejemplo 6.1

En un grupo de 367 personas, debe haber al menos dos que cumplen afios el mismo dia, porque

hay solo 366 posibles dias para cumplir afios.
—

Principio de Induccién: Para probar que una proposiciéon P(n) es verdadera para todo entero positivo
n, se deben ejecutar los dos pasos siguientes:

1) Verificar que P(n) se cumple para n =1,

2) Probar que si se cumple P(k) con k € IN (hipétesis de induccién), entonces se cumple P(k + 1)

Figure 6.1: Idea de induccién matematica usando un juego de domino.
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Se puede probar que el principio de induccién es un método valido de prueba si asumimos el principio
del buen orden como un axioma.

Histéricamente, el primer ejemplo que se conoce en el que se usé induccién matematica aparece en el
libro “Arithmeticorum Libri Duo” de Francesco Maurolico (1494-1575). En este libro, entre otras cosas,
Maurolico presenta gran variedad de propiedades de los enteros y las pruebas de estas propiedades.
Para las demostraciones, él ideo el método de induccién matemadtica. La primera vez que se usa el
método, es para probar que la suma de los primeros n enteros impares es 1n%. El nombre “induccién
matemadtica”, 1o usé por primera vez el matemaético inglés John Wallis.

Ex ag:grrgafiam impariwm nwmerorum ab vnitate per ordi- 1 5

nem f[ucceffiué fumptorum , conStruuntur quadrati numeri con-
tinuati ab wmitate , ipfis,imparibus collaterales.  Nam per
antcp;r.zmiﬂ:zm , vnitas imprimis cum impari ﬂ'qm:nrc fa- 1
cit quadratam fequentem falicer, 4. Etipfe 4. quadratus 3 o
fecundus, cum impari tertio fcilicer 5. facit quadratam §— }iﬁ
tertium, {cilicer 9.Itemque 9. quadratus tereius cum impari 7 ———-

uarto fcilicet 7. facitquadratum quartum, (eilicet 16, & 9 ———
zc deinceps in infinitum , femper 13* repetita propofitum
demonflrarur.

b

Figure 6.2: Francesco Maurolico. “Arithmeticorum Libri Duo”, padg 7. En www.books.google.com

Principio de Induccion Completa: Para probar que una proposicion P(n) es verdadera para todo entero
positivo 1, se deben ejecutar los dos pasos siguientes:

a.) Verificar que P(n) se cumple para n =1,

b.) Probar que si se cumple P(1) A P(2) A ... A P(k) con k € IN (hip6tesis de induccién), entonces
se cumple P(k+1)

Se puede probar que el principio de induccién completa es equivalente al principio de induccién. Es
decir, cada principio puede ser demostrado asumiendo el otro. La ganancia es que el principio de
induccién completa es mas flexible. A el principio de induccién completa también se le llama “principio
de induccién fuerte” o “segundo principio de induccién”.

Ejemplo 6.2

Probar que 14+3+5+ ..+ (2n —1) = n?
Solucioén: En este caso, n indica el nimero de sumandos.

a.) La proposicién es correcta para n = 1 pues 1 = 12
b.) Hipétesis de induccién: La proposicion es cierta para n = k, es decir,

1+3454+..+2k—1=k
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Hay que mostrar que: La proposicion es cierta para n = k + 1, es decir,
1+3+5+..+2k+1 = (k+1)2

Tomemos la hipoétesis de induccion y sumemos el siguiente término impar, 2(k+1) —1 =
2k 4+ 1, a ambos lados,

kZ
1434+5+...+2k—1 + 2k+1=K+2k+1=(k+1)%

Por lo tanto, hemos demostrado que si la proposicion es correcta para n = k, es correcta para

n = k + 1. Entonces, la férmula es vélida para todo n € IN¥, por el principio de induccién.
—

Ejemplo 6.3
n 1 —
S r

Probar que si r # —1, entonces Z

= =7
)
Solucion: Hay que probar que 1 + 424 4+l = 1 rr para n > 1.
1— 1
a.) La proposicién es correcta para n = 1 pues 1 = 1 _rr = 1 puesr—1#0.
. - 17"
b.) Hipétesis de induccién: 1 +7! +7r2 4 .. +¢"1 = 17:
1— rn+l
Hay que mostrarque: 1+ 1! +r2+ ...+ 71" = T
1—7"
T+l 424+ +r1 = T por hipétesis de induccion.
11—
1+l 424 414 = Tt

lmgh et e P =

1—1’”+1
1—7r
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Ejemplo 6.4

Probar que 2" > 2n paratodon € N, n>1
Solucioén:

a.) La proposicién es correcta para n = 1 pues 2! >2-1.

b.) Hipétesis de induccioén: 2" > 2n

Hay que mostrar que: 2! > 2(n + 1)

2" > 2n, por hipétesis de induccién.
2.2 > 2n-2 = 2n-+2n
21 > 2n 4+ 2n >2n 42, pues2n > 2 si n > 1.
—
Ejemplo 6.5
Probar que n?>2n paratodon € IN, n > 2
Solucion:
a.) La proposicién es correcta para n = 2 pues 22 > 2-2.
b.) Hipdtesis de induccién: n? > 2n
Hay que mostrar que: (1 +1)? > 2(n + 1)
n+1)?2 = n?+2n+1
> 2n+2n+1, por hipétesis de induccion.
> 2n+2,pues2n+12>2sin>2.
—

Ejemplo 6.6

1 1 1
Probar que 1+§—|—7+---—|—E < g—l—l paratodon € N, n>1

P 3 N
Solucion:
s 1
a.) La proposicién es correcta para n = 1 pues 1 < > +1
N . 2 1 1 1 n
b.) Hipoétesis de induccioén: 1+ 5 + 3 + -+ . < 5 +1


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Induccién Matematica (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 109

Hay que mostrar que: 1+;+;+---+111+n11 < n;tl+1
1+1+1+...+1+ < L , por hipétesis de induccién
2 3 n n+l 2 1
Comonzljnilgé, Z+1+71_1H§Z+1+;
1+;+;+"'+n-1+1 < g+1+%= ”;1+1

Ejemplo 6.7

Verifique que 72" + 161 — 1 es divisible por 64 para todo n > 2.

Solucién:
a.) La proposicién es correcta para n =2 pues 722 +16-2—1 = 64-38 = 2432

b.) Hipétesis de induccién: 72" + 161 — 1 = 64k para algtin k € Z
Hay que mostrar que: 72(""1) 4-16(1 4 1) — 1 = 64k, para algtn k; € Z

72t L 16(n+1)—1 = 7224 16n+16—1
= 72.72"+16n+16—1
= 7%2.(64k —16n + 1) + 16n + 16 — 1, por hipétesis de induccién.
= 64k-72 — 64-12-n+64 = 64k

Ejemplo 6.8

Verifique que Vn € IN* : 42" + 4 = 20k para algtin k € Z.

Solucién:
a.) La proposicién es correcta para n =1 pues 4> +4 =201

b.) Hipétesis de induccién: 42" + 4 = 20k para algtin k € Z
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Hay que mostrar que: 42("*1) 4-4 = 20k; para algtn k; € Z
42n+1) L4 — 4247 4 4 Complete el razonamiento!
= 20ky
||

Ejemplo 6.9

Utilice la férmula 1-34+2-44+3-54+---+(n—1)(n+1) =

n(n—1)(2n+5)

6
valor exacto de la suma

§$=121-123+122-124 123 -123 + - - - 4 35343

para calcular el

Solucion: Resolvemos 35343 = (n—1)(n+1) = n = 188. Ahora aplicamos la férmula con

n=121y n =188,

1-3+2-4+3-5+4---+120-122+121-1234+122-1244123-123 +--- +187-189 =
121(121_12)(2.1214—5) +121-123 +122-124+123-123 4 - - - + 187 - 189
597740 +121-123 +122-124 4+ 123 - 123 + - - - + 187 - 189
121-123 4122 -124 4123 - 123 + - - - + 187 - 189

Ejercicios

@ 6.0.1 Demuestre las siguientes igualdades utilizando el
matemadtica. Ademads utilice la férmula para encontrar la suma dada.

1 iiz _n(n+1)2n+1)

188(188 — 1)(2 - 188+ 5)
6

= 2232406

= 2232406
= 1634666

método de induccién

i=1 6
2 2 2 1 .
n?(n+1)2
3) 1P4+284334+ ... 413 = — n > 1. A demaés calcule el valor de

1+8+27+---+13824
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1 1 1 n
el I R = > 1. Ademas calcule el valor d
4) 1_3—1—3.5—1— +(2n—1)(2n—|—1) 2n+1,n_ emas calcule el valor de
! + ! + -+ !
1-3 3-5 399
5) L + L 4+ L S n > 1. Ademas calcule el valor de
1-5 5.9 (4n —3)(4n+1) 4n+1" " =7
L + ! + e+ L
17-21  21-25 397 - 401
nn+1)2n+7) )
6) 1-3+2-44+---+nn+2)= g , n>1. Ademas calcule el valor de

151-153 +152-154 + - - - + 201 - 203

4 4 4 4 1
@+5_1+ +--++—=5——, n>1. Ademas calcule el valor de

52 51 51

4 4 4
E—I_ST—’_'”—FS%

7)

n(n—1)(2n+5)
6

100 -102 +101-103 + - - - + 147 - 149

8 1:3+2-4+---+(n—1)(n+1) =

n(n+1)(n+5)
3

12-15+13-16 4 --- 4990

9 1-44+2-54+---+n-(n+3) = , n > 2. Ademas calcule el valor de

n(n+1)(2n+13)
6

10-14+11-15+--- + 1365

10) 1-54+2-6+---+nn+4) = , n > 1. Ademas calcule el valor de

11) 1424224 ... 42" =21 _1 5 > 1. Ademds calcule el valor de

4+8+---+432768

111

, n > 2. Ademas calcule el valor de

@ 6.0.2 Demuestre, utilizando induccién matematica, que el nimero divide a la expresion

dada para el subconjunto de IN dado. Recuerde que

a|b selee “adivide a b”

1) 13|42+ 43742 > 1.
2) 7 | 32n+1 +2n+2, n>1.
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3) 8|32+ 72 +6, n > 1.

4) 910" +12.4"2 -4, n > 0.

5) 8 3% + 72" +6, n > 1.

6) 15|4?"*+1 4+ 31"+t —5, n > 0.

7) 910" +3-4"t2 4+ 5, n > 0.

8) 64|72 +16n—1, n > 1.

9) 922" +15n —1, n > 2.
10) 5|33 4 2n 1 1 > 1,
11) 133 | 1172 + 12271 5 > 0.

@ 6.0.3 Demuestre las siguientes desigualdades utilizando induccién matemaética:

1)1

1 1 13

4

n+1

+od—> =, n>2

+n—|—2 2n = 24

2) ”Z<13+23+---+n3, n> 2.

1 1 1
3)1+-+-4+---+-—-Z
2 n

1, n>1.
3 +1, n=

4 3"< (n+1)!, n>4

D04
.05
.06
D07
.08

Probar que 2" < n! paratodo natural n > 4
Probar que n2 +3n+1 < 2(3") V n >4
Probar que n® < 3" V n >4

Probar que 31 dividea 5"! +62""1 V n € IN*

Probar que 3 dividea 12" —7" —4" -1, V n € IN*

112
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7.1

Relaciones de recurrencia

Introduccion
Sucesiones. Consideremos la sucesién 1, 0,1, 0,1, 0,.... Si denotamos con ag =1, a1 =0, a, = 1, etc.

entonces se podria deducir que

—1)"+1
= ( )2
a, es el término general de la sucesién.

Sucesiones definidas por recurrencia. Algunas sucesiones estan definidas por una relacién de recurren-
cia, por ejemplo

Ay = Ayp—1+na,—»+1, con ap =1y a; =2 (Condiciones iniciales)

Entonces
a=a1+2-a9+1=5
az=a»+3-a1+1=12

En algunos casos podemos, dada una relacion de recurrencia, deducir una férmua para el término
general a,.

Ejemplo 7.1

La sucesion (aritmética) definida por ay = a1 +d, Vk > 1 y la condicién inicial a9 = a, tiene
término general a, =a + n-d Yn >0
—

Ejemplo 7.2

La sucesion (geométrica) definida por ay = r-ax_1, Vk > 1 yla condicién inicial ap = a, tiene
término general a, =a-r" Vn >0
—
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7.2 Sucesiones de recurrencia homogeéneas.

Las sucesiones de recurrencia homogéneas de orden dos, con coeficientes constantes son relaciones del
tipo
a, = Aay,_1+ Ba,_» VYn > N con constantes A,B # 0

Ecuacién caracteristica. Si para algtin t # 0 se tiene que a, = t" es solucion de la relacion a, =
Aa,_1 — Ba,,_,, entonces
" = A4 B2 WYn >2

Si n =2, tenemos 2> = At + B o también > — At — B = 0. Esta es la llamada “ecuacién caracteristica”
de la relacién a,, = Aa,_1 — Ba, _».

Teorema 7.1

Consideremos una relacion de recurrencia de la forma a,, = Aa,_1 — Ba,_, con A, B constantes
y B # 0. Ahora consideremos su ecuacién caracteristica t* — At — B = 0.

a.) Sila ecuacion caracteristica tiene dos raices reales distintas r; y 2, entonces
a,=C-r{+D-rj
donde los nimeros C y D se determinan con las condiciones iniciales de la relaciéon

b.) Sila ecuacién caracteristica tiene solo una raiz real r; entonces

a,=C-r{+D-n-r{
donde los nimeros C y D se determinan con las condiciones iniciales de la relaciéon

Y en general,

Teorema 7.2
Una relacion de recurrencia de la forma a, = A1a,—1+ Azay—2+ ...+ A, _ra,_x (con k sumandos)
y con los coeficientes A; constantesy A,_; # 0, tiene ecuacion caracteristica

KA — L — A, =0
a.) Sila ecuacidn caracteristica tiene k raices distintas 74, ..., 7, entonces
a,=Cy-11+Co-15+ ...+ Cy -1
Los nimeros C; se determinan con las k condiciones iniciales de la relacion.
b.) Sila ecuacién caracteristica tiene una raiz » de multiplicidad m + 1 entonces
tF— A — A= (=)0
Si la ecuacion caracteristica tiene una raiz r; de multiplicidad m + 1, entonces en vez de
agregar el sumando A;r" a la solucion general, agregamos el sumando

Ajnor;-“ + Aj+1nlr;7 + A]'+2n21’;7 + ..+ Aj+mn’/”r}1
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Los m + 1 ntmeros Aj, ..., Aj;, se determinan con las condiciones iniciales de la relacién

Ejemplo 7.3

Resolver a, = 5a,,_1 — 6a,,_» con condiciones iniciales ag =1, a1 = 4.

Solucién:
Ecuacion caracteristica: t>? —5t+6=0 = t =2 y t = 3 (dos distintas)

Solucién general: a, = C-2" + D - 3"

Aplicamos condiciones iniciales:

0 C-2°+D.3% = C+ —~ C=-1AD=2

a = C-214+D.3! 2C+3D =1

LAy =-—1-2"42.3"

Ejemplo 7.4

Considere la relaciéon a, definida por recurrencia por a, = ay,—1 + an—2 — ay,—3 si n > 4, con
a1:6, a2:1ya3:12

a.) Determine as con esta férmula

b.) Determine una férmula explicita para a, y utilice esta férmula para calcular as
Solucién:

a) ag=a3+a—a =7y as=ag+az—a = 18

b.) Férmula explicita para a,

Ecuacién caracteristica: +> —t*> —t+1 = (t —1)?(t +1). Laraiz t = 1 es de multiplicidad
m+1 = 2 entonces m = 1.

Soluci6n general: a, = A1n°(1)" + Aon'(1)" + Az(—1)"

ag = A1+ Ay — Aj = 6 A= -1
Aplicar condiciones iniciales: ¢ ,, — Al +24,+ A3 = 1 = A,=3,
az; = A1+3A,— A3 = 12 Az = —4

L ap=-143n—-4(-1)" y as =18.
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Ejemplo 7.5

Si a, = (142n)2" +n(—2)" para n > 4, determine una relacién de recurrencia para esta relacion.

Solucion: Las condiciones iniciales se obtiene evaluando en la relacion: Serian a9 = 1, a; =
4, ap =28 y az = 32.

Larelaciénes a, = 1-2" +2n-2" + n(—2)". La forma de esta relacién es

Ay = Ay - 2"+ Agn - 2" + Az - (=2)" + Agn(—2)"

La ecuacién caracteristica tendria dos raices, t = 2 y t = —2, ambas de multiplicidad dos. Es
decir, la ecuacién caracteristica es (t —2)?(t +2)% = t* — 8t + 16 = 0 y la relacién de recurrencia
es

a, = 8a,_» —16a,_4

para n > 4 y las condiciones iniciales ag =1, a1 =4, a, =28 y az = 32.

—
Ejemplo 7.6
Resolver a, = —3a,_1 —3a,—» — a,—3 con condiciones iniciales ap =1, a1 = -2y a, = —1.

Solucion:

Ecuacion caracteristica: 2 —3t>+3t+1 = (t+1)> =0 = t = —1. Esta raiz tiene multiplicidad
3 =m+1, entonces m = 2.

Solucién general: a, = Bon’(—1)" + Byn'(—1)" + Byn?(—1)"

ap = BO = 1 BO = 1
Aplicar condiciones iniciales: ¢ 5, — _ By—By+B, = -2 = B;=3,
a = By+2B1+4B, = -1 By = =2

a, = (1+3n—2n2)(—1)"

Ejemplo 7.7

Resolver a, = 6a,_1 — 9a,,_» con condiciones iniciales ayg =4, a1 = 6.
Solucién:

Ecuacion caracteristica: 2 —6t+9 = (t —3)2 =0 = t = 3 de multiplicidad m +1 = 2
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Solucién general: a, = C-3"+ D -n-3"
. . o a = C = 4 C=4
Aplicar condiciones iniciales: 0 =
ap = 3C+3D = 6 D=-2
ap,=4-3"-2-n-3"
—

Ejemplo 7.8 (Fibonacci)

Resolver a, = a,—1 + a,—> con condiciones iniciales ag =0, a; = 1.

Solucion:

2

. . 5+1 5—-1 1 5 1—+/5
Ecuacién caracteristica: t‘z—t—1:<t—\/_2+ )(H—\/_ ):0 = t= +\/_Y’f_ v5

Solucién general: a, = A; <1 +2\/§> + Aj (1 — ﬁ)

2
_ _ 1
a = A1+ A =0 A= —
Aplicar condiciones iniciales: — v5
. A (1EVBY L, (145 . A 1
1 1 2 2 P D= —%
1 (1+v5)" 1 (1-45
VAN VA
—
Ejemplo 7.9
Resolver a, = 2a,—1+ 12a,_» — 40a,—3 + 32a,—4 con condiciones iniciales ap =1, a1 = -2y

a2=—1ya3:O

Solucion:

Ecuacion caracteristica: —32 +40t — 1282 — 283+t = (t+—2)3(t+4) = 0 = t = 2 de

multiplicidad m+1=3y t = —4
Solucién general: a, = C12" + Con2" + Can? 2" + Cy(—4)"

Aplicando condiciones iniciales:
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95
C1= 108
ag = C1+C4 = 1 . 89
RS =52
= 2C; +2C, +2C5 —4C = -2 36
ai 1+2C +2C3 4 N
ay = 4C+8C,+16C3+16C, = -1 o
576
a; = 8C1+24C,+72C3—64C4, = O e
C1= 108
_ B o 8 u D o, 18
an—1082 36”2 +6n2+108(4)
|
Ejercicios

@ 7.2.1 Para cada una de las siguientes sucesiones definidas de forma recursiva, determine
as (0 Us); determine luego la férmula explicita de la sucesion y utilice dicha férmula para veri-
ficar as (o Us).

1) ay, =5a,—1 —6a,—2 paran >2conag = —1,a1 =0.

2) U, =—-U,_1+8U,_2+12U,_3paran >3, Ug =3, U] = —2, Uy = 46.

3) Uy=U, 1+ U, »— U, 3paran >3,con Uy =6, Uy =1, U =0.

4) a, = —4a,—1 —4a,_2paran > 2,conag =3, a1 = —8.

5 a, = ay—1+6a,_rparan >2,conag=4ya; = —13.

6) ap = ay—1+ an—2 —agp—3paran > 3,conag =6,a1 =1y a; =12.

7) ap = 4a,—1+ 16a,_» — 64a,_3 paran > 2,con ap = 3, a1 = 20, a = 112.
8) ay, =2a,—1+5a,—2 —6a,_3zparan >3,conay = —1,a1 =10y a = —2.
9) a, =2a,—1+4a,—» —8a,_3paran > 3,conag =8, a; = —6, a; = 24.

10) ay, = —3a,—1—3a,—2 —ay_3paran > 3,conag =2, a1 = —4y ax =4,
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11) a, = 8a,—1 — 16a,_2 paran > 3,conay =4y a; = —16.

12) a, = —6a,—1 —12a,_» —8a,—3 paran > 4,con a; = —4, a; =12, az = —48.
13) ay, = 2a,—1 +4ay—2 — 8a,_3 paran > 3,conag =4, a1 = —4y a, = —16.
14) ay, = ap—1 +33a,—2 + 63a,_3 paran > 3,con ag =4, a1 = 3, a; = 6.

15) ay, = —4a,_1+3a,—» +18a,_3paran > 3,conap = —1,a1 = -3, a2 = 2.

16) ay, = 5a,—1 —3a,—2 —9a,_3 paran > 3,conag = —1, a1 = —3, a; = 39.

@ 722 Determine la férmula por recurrencia de la relacién a,, cuya férmula explicita esta
dada por:

1) v, =2(-3)"—-5n(-3)", n>0.
2) U, =2-3"+2+mn, n>0.

3) Uy =n-2"-2"-2, n>0.

4) a, =5+ (-2)"-2", n>0.

5 a,=5-4"—n-4"4+n+1, n>1.
6) a,=3"4+n-3"+3, n>1.

7) a, = 2n5"t1 43", n > 0.

8) a, =2"+n-2""1 42 n>2

9 a, =3(-1)"—n(-1)"—-4, n>1

10) a, = 2(—1)" —2" —2n(=1)", n > 2.
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11) ay, =3(-2)" —4n(-2)" -3, n> 1.
12) ay =5-—n—-3", n>2.

13) ap = -5"—-5+3", n>1.

14) a, =3+2n+3"1, n>1.

15) a, =1+2-3"=-2", n>0.

16) ay = (=2)"—2"+3, n>0.

17) a, = 3+ 2"t — 312", n>0.

@ 7.2.3 Resolver la relacién de recurrencia a, = 6a,—1 + 7a,—» donde a9 =344 y a; =
2400.

@ 7.2.4 Resolver la relacién de recurrencia a, = 2a,_1 + 5a,_» — 6a,_3 donde ay =
1,a1 =2,a, = 1.

D 7.25 Si a, = 2(—4)" + 2" — n2" + 1n?2" , determine una relaciéon de recurrencia para
esta relacion

@ 7.2.6 Resolver la relaciéon de recurrencia a, = 11a,_1 — 39a,_> + 45a,,_3 donde ag =
5a1 =11,a_25
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8.1

Estructuras algebraicas

Podemos ver las propiedades de la suma de enteros (asociatividad, existencia de neutro e inversos) no
como propiedades que tengan que ver con los enteros propiamente sino como un reflejo de su estructura
algebraica. Las propiedades de una operacién definida sobre un conjunto es lo que define la estructura
algebraica del conjunto bajo esta operacion.

La estructura algebraica mds importante es la estructura de grupo. Un grupo es un conjunto en el que
se ha definido una regla de composicién interna (una operacién) que, esencialmente tiene las mismas
propiedades algebraicas que la suma en los enteros (cerradura, asociatividad, existencia de neutro e
inversos).

Histéricamente el concepto de grupo se desarroll6 para formalizar y estudiar las simetrias. La nocién de
grupo captura la esencia de la simetria en varios contextos. Evariste Galois (1811-1832) utiliz6 lo que
actualmente llamamos “teoria de grupos”, para describir las simetrias de las raices de polinomios, con
lo que pudo explicar porque en general, 1o es posible obtener férmulas para las raices de polinomios de
grado > 5 en términos de radicales de los coeficientes del polinomio (como si sucede para polinomios
de grado 2,3y 4).

Ley de composicion interna

Definicion 8.1
Sea A # @. Una ley de composicién interna es una funciéon ® : A x A — A. La funcién ® es
una operacién binaria y escribimos ®(a,b) = a ® b.

Observe que una ley de composicién interna ® sobre A es una operacién binaria cerrada, es decir,
Yab € A,a®b € A.
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Ejemplo 8.1

a.) En N, Z, Q y R las operaciones + y - son leyes de composicién interna.

b.) La operacién a ® b = b — a no es cerrada en IN. Por ejemplo, 5®4 =4—-5=—-1¢ N

b
c.) La operaciéon a ® b = ot

es cerrada en Q.

d.) La operacion (a,b) ® (p,q) = (ap, ! > es cerrada en Q x Q*.

bq

Ejemplo 8.2

Si A es finito, a veces una operacion se define sobre A usando una tabla para operar (como las
tablas de multiplicar).

Sea A = {i, a, b,c} y una operacién * sobre A es definida por la tabla

Como se observa, i*i=1i, axa =c, axc =b, etc. La operacién es cerrada.

—
Definicion 8.2 (Propiedades de las operaciones binarias)
Sea ® una operacion sobre G. A la dupla (G, ®) le llamamos una estructura algebraica.
a.) La operacion es cerradasi a®b € G, paratodo a,b € G
b.) La operacién es asociativasi a® (b®c) = (a®b) ®c, paratodo a,b,c € G
c.) Elemento neutro: Si existe ¢ € G talque a®e = e®a = a, paratodo a € G, a ¢ sele

llana neutro.

d.) Inversos: Sipara a € G existe b € G talque a®b = b®a = e, entonces b es inverso de

a yseescribe b=a"l.

e.) La operacién es conmutativa si a® b = b®a paratodo a,b € G
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En realidad “estructura algebraica” se refiere a las propiedades que tiene (o no tiene) la
operacién ® sobre G. Estas propiedades definen la “estructura algebraica” del conjunto
respecto a la operacion.

Definicion 8.3

1) (G,x*) se dice que tiene estructura de semigrupo si * es una ley de composicion interna (cer-
rada) y asociativa.

2) (G,x*) se dice que tiene estructura de monoide si * es una ley de composicién interna (cer-
rada), asociativa y ademds existe (un tnico) elemento neutro e € G

Ejemplo 8.3

a.) Si H= {4k +1 talque k € IN}, entonces (H,-) es un semigrupo (conmutativo)

b.) (IN,-) es un monoide.

Otras definiciones. Consideremos la estructura algebraica (G, ®)
a.) a € G esidempotentesi a®a =a

b.) Sila operaciéon ® admite un neutro en G, se dice que a € G esinvolutivosi a®a =e

c) a € Gesabsorbenteen Gsia®x=x®a=a, Vx € G

Ejemplo 8.4

» a+b .
a.) La operaciéon a®b = — ;es asociativaen Q?.

Solucion: Hay que verificar si se cumple o no se cumple la condicién de asociatividad.

b+c
b+c T35 2atb+c
2 2 - 4

a®(b®c)=a®
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a+b+c
2
:a+b®cz ) _atb+2

(a®b)®c > > i

Asiquesi a # c entonces a® (b®c) # (a®b) ® c. La operacion no es asociativa.

b.) Sobre R se define la operacién a ® b = a + b + ab. ;Existe un elemento neutro?
Solucion: Si un neutro e € R existe, deberia cumplir e ®a = a ® e = a. Veamos
e®a=e+at+ten=a = e(l+a)=0. . Va e R, e®a=asie=0.
a®0=04a+0-a=a

. e =0 es el elemento neutro en la estructura algebraica (R, ®).

—
8.2 Grupos
Definicion 8.4
La estructura algebraica (G, *) es un grupo si

1) * escerradaen G

2) x es asociativaen G

3) Existe e € G talque axe = exa = a, paratodo a € G. Al elemento e se le llama

“elemento neutro” de G respecto a * y se demuestra, més adelante, que es tnico.
4) Para todo a € G existe un inverso, a~l € G tal que a xa ! = a7 lxa = e, donde ¢ es

el elemento neutro.

Si * es conmutativa, (G, *) se dice “grupo abeliano”

Teorema 8.1
Si (G, x) esun grupo, entonces

a.) Elneutro e es tnico
b.) Sia € G, elinverso a~! € G es tinico

c.) Cancelacién: ¥ a,b,x € G, axx=b = x =a lxb y xxa=b = x= bxa ! En
ambos casos, la solucién es tinica.
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d) (a)1=a
e) (axb)1=b"lxa"!
f) ?=axa=a = a=c¢e (enun grupo solo hay un elemento idempotente).

g) axb=a = b=c¢ ysi a>=axa=a = a=c.

Demostracion:
a.) Elneutro e es unico pues si hubiera otro neutro ¢/ € G, entonces exe’ =e =¢'*xe =¢'.

La demostracion de las otras afirmaciones queda como ejercicio.

Potencias. Sea (G,*) un grupoy a € G. Entonces la notacion a" se usa para las potencias usuales, es

decir,

n

At =axax---a
~—

N
nveces

Definimos a° = e y (a")™! = a" donde a™" es el inverso de a". En particular se puede probar por
induccién que a™ x a" = g™t y (M) = g™

Ejemplo 8.5

Sobre R* se define la operacion a * b = 2ab. Verifique que (IR*, %) es un grupo conmutativo.

Solucion:

a.) Cerradura: a b =2ab € R* pues a,b #0.

bxc) = ax2bc = 4ab
b)) Asociatividad: 4 ** (0*¢) areve = s

(axb)xc = 2abxc = 4abc

axe = a4 — a = 2ae — ¢ = —.
c.) Neutro: 1 2
E*ﬂ = a
axa = Zaa’:}:>a’:i pues a #0
2 4a ’
d.) Inversos: v’
1 1 1 1
— = 2—a = =. R*, a ' = —.
4a*a 4aa > S Va e RY, a 1

e.) El grupo (G,*) es conmutativo pues a b = b a = 2ab.
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Ejemplo 8.6

Sea 6 = {(a,b) € RxR talque a #0} y (a,b) x (c,d) = (ac,ad + b). Verifique que (G, *) es
un grupo no conmutativo.

Solucion:

a.) Cerradura: (a,b) * (c,d) = (ac,ad +b) € G pues ac # 0.

(a,b) % ((c,d) * (p,q)) = (acp, acq+ad+Db)

b.) Asociatividad: v’
((a,b) * (c,d)) * (p.q) = (acp, acq+ad+D)
¢) Neutro: (a,b) x (e1,2) = (a,b) = (a-e, a-e2+b) = (a,b) = (e1,e2) = (1,0)
(e1,€2) % (a,b) = (1,0)*(a,b) = (a,b)
(o @t) = (L0) = (@) = (i-i’) i 6B 7 )
d.) Inversos: v’
(},—Z) #(ab) = (L0). .. V(ab) €6 (ab)= @'—z)'

e.) El grupo (G,*) no es conmutativo pues (a,b) * (c,d) = (ac, ad + b) pero (c,d)  (a,b) =
(ac, bc +d)
—

Ejemplo 8.7

Sea A = {i,a,b,c} y una operacién * sobre A definida por la tabla que sigue. Verifique que
(A, %) esun grupo conmutativo y calcule (a % b3)=2 x ¢

Solucion:

a.) Cerradura: En la tabla se observa que la operacién solo da como resultados elementos de A.

b.) Asociatividad: Se requiere verificar las 4° identidades a; * (aj x ax) = (a; * aj) x ar. En este
curso no vamos a hacer todas estas verificaciones dado la cantidad de combinaciones. En
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general se indicard, si es conveniente, que la operacién es asociativa en este conjunto.

Hay una algoritmo para hacer esto, llamado “Light’s associativity test” ([7, pag. 8]. El

“u_ 1

algoritmo compara las tablas de dos operaciones “o” y “©” definidas por
xoy=xx*x(axy) y xOy=(x*a)xy

para todos los a € A. Si coinciden, la operacién es asociativa. Sin embargo no hay que
hacer todas las tablas, porque se pueden ver usando las filas x * a y las columnas a xy y
hay simplificaciones adicionales usando propiedades de semigrupos.

c.) Neutro: Debemos buscar en la tabla una fila y la respectiva columna donde se hay una copia
deiabc

Por tanto e = i es el elemento neutro.

d.) Inversos: Para obtener los inversos, debemos buscar el neutro en la tabla

De esta manera obtenemos que i ' =i, a 'l=b, bl=a y cl=c

e.) La conmutatividad se sigue de la simetria de la tabla respecto a a la diagonal

f.) Observemosque ¢ =i = & = ()* =i, &l = *xc = ¢ y c ' =c. Ahora,

(axb°) ™% = (axa)™x3 = () = ixc = ¢


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.2. GRUPOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 128

Ejemplo 8.8

Verifique que R — {—1} con la operacién a ® b = a + b + ab, es un grupo abeliano.
Solucion:

a.) Cerradura: Si a,b € R—{—1} esclaro que a®b = a+b+ab € R. Solo falta probar
que a®b=a+b+ab € R—{—1}, esdecir, a+b+ab # —1. Para probar esto, observe que

a+b+ab=-1 <= a+b+ab+1=0 < (a+1)(b+1) =0, lo cual es imposible,
pues a,b € R— {—1}.

b) Asoclalividad; ¢ (G®D)@c = (atbtab)®c = atbtabt c +{at+btablc

a®(b®c) = a®(b+c+bc) = a+ b+c+bc+ a(b+c+ bc)

Desarrollando se verifica que las os expresiones son iguales.

c.) Conmutatividad: a ®b =a+b+ab =b+a+ba =b®a pues la suma y el producto son
conmutativas en R.

d.) Neutro: Por el item anterior, solo necesitamos resolver la ecuacién a ® e = a.

a®e=a <= at+etae=a < e(a+1)=0<= e=0puesa € R—{-1}.

e.) Inversos: Por el item anterior, solo necesitamos resolver la ecuacion a ®a = e = 0.

a®a=0<=a+a+aa =0 <= ad(l+a)=—a = a= 142 € R — {—1} pues
—1 _T_ p # —1. Como a # —1, todos los elementos de R — {—1} tienen inverso.

Ejemplo 8.9

En R x R* se define la operacion * como
(a,b) % (c,d) = (a+c+3,2bd)
Si se sabe que (R x R*, %) es un grupo abeliano, entonces
a.) calcule (x,y) tal que (x,y)* (2,—3)72 = (2,0)

4 2
b.) calcule (—4,1)3 % [(1, 3) * (2, —3)_2]
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Solucion:

a) (x,y)*(2,-3)2=(2,0) = (x,y)=(2,0)*(2,-3)?> = (2,0)*(7,18) = (12,0)
b.) (4,13 = (—4,1)%(—4,1)%(—4,1)

= (—4+-4+32-1-1)x(-41)

= (=5,2)%x(—4,1) = (-6, 4)

Para calcular (2, —3)~2 requerimos calcular el neutro (ej,e;) para poder calcular inversos.

a.) Neutro: (a,b)  (e1,e2) = (a,b) = (e1,e2) = <—3, 1>

b.) Inversos: (a,b) * (a’,b') = (—3, ;) = (@,V) = (b= <—6—a, 41b> pues

b € R*

8.2.1 Losgrupos (Z,,+)y (Z}, )
Recordemos que sobre Z, si m > 1, la relaciéon “a =,, b” (a es congruente con “b” médulo m), es una
relaciéon de equivalencia. Dos enteros estdn relacionados si dejan el mismo residuo positivo al dividir
por m.

El “Algoritmo de Euclides”, establece que si n,m € Z con m > 1, entonces existe un “residuo”!
r € N talque n = gqm +r con 0 < r < m. El “Algoritmo de Euclides” dice que al dividir n por m,
solo hay m — 1 posibles residuos no negativos, a saber: {0,1,2,...,m — 1.}

Por ejemplo, en el contexto del algoritmo de Euclides,

a.) Aldividir por n por m = 2 solo se puede tener a r = 0 como residuo (sin espar)o r =1 (sines
impar).

b.) Al dividir por n por m = 3 solo se puede tener a r = 0 como residuo (sin = 3k), r = 1 (si
n=3k+1)or=2 (sin =3k+2).

Observemos que a =, b si y solosi a y b dejan el mismo residuo, al divirlos por m. En efecto, si
a=mky+ryb=mk,+r entonces b —a =m- (ky —k1). Ademads, usando el criterio de la relacion,

Un entero es congruente con el residuo que deja al dividir por m: a =, r

En conclusién, si a = mk +r con 0 <r < a, entonces 2 € 7. Por ejemplo,

1En este caso usamos un sistema de residuos > 0 (en otros contextos, otro tipo de residuos puede ser mejor).
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a.) Si m = 2, entonces los pares estdn en la clase 0 y los impares en la clase 1

b.) Si m =7, entonces 9 =72 pues 9=7-1+2.y 11 =74 pues 11 =7-1+4.

El conjunto cociente de la relacion =,, se puede tomar como los residuos 0 < r < m — 1, es decir,
7/ =4=1{0,1,2,..,m—1.}

Se acostumbra escribir Z,, envez de Z/ =,,. Es decir,

Zy ={0,1,2,..,m —1} osimplemente (abusando del lenguaje) Z,, = {0,1,2,..,m —1}

Adicién y multiplicaciéon en Z,,

a.) Laadiciénen Z,, esa+b=a+b.

Por ejemplo en Zs = {0,1,2,4},

e 24+3=0 pues 5=50 (Zs,+) 0 1 2 3 4

e 4+2=1pues 6=51 0 012 3 4

e 14+2=23 pues 3=53 1 12340

La tabla de sumar completa seria 2 23401

3 34012

4 4 0123

b.) La multiplicaciénen Z,, es a - b=a-b.
Por ejemplo en Z; = {1,2,3,4,5,6},
e 2.3=6pues 6=76 (Z3,-) 1.2 3 456
e 4.2=1pues8=;1 1 123456
e 4.3=5pues 12=;5 2 246135
3 362514
La tabla de multilicar completa seria

4 415 263
5 5316 42
6 6 543 21

Orden de un grupo. El orden de un grupo finito (G, ) es ord(G) = |G|, es decir, su cardinalidad.
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Teorema 8.2
Seam € N, m > 1.

a.) (Zy,+) esun grupo “aditivo” de orden m

b.) (Z;,-) esun grupo “multiplicativo” de orden m — 1

En (Zy,+) elneutroes 0 yen (Z},-) el neutroes 1.

Ejercicios

@ 52,1 Seaun conjunto no vacio y * una operacion interna en G, tal que (G, *) es un
grupo. Sea (H, *) un subgrupo de (G, *). Demuestre que sia € wtxtH y a * b € wixtH entonces
b€ H.

D 8.2.2 Si P(E) denota el conjunto de partes de E, con E no vacio, tal que sobre dicho
conjunto se define la operaciéon A x B = A U B, analice las propiedades que cumple (P(E), x) e
indique si tiene la estructura de grupo.

3523 s P(E) denota el conjunto de partes de E, con E no vacio, tal que sobre dicho
conjunto se define la operaciéon A x B = A N B, analice las propiedades que cumple (P(E), x) e
indique qué tipo de estructura es.

@ 8.2.4 En una estructura algebraica (E, *) que posee elemento neutro e, de dice que a es
un elemento involutivo si a x a = e. Calcule todos los elementos involutivos de (R*, %), con
axb = 5ab.

@ 8.2.5 Sea (G,*) un grupo con neutro e. Determine x de forma que se satisfaga que
bxcxx?%a =cxxxa.

@26 Pruebe que (R L R*, L) es grupo abeliano si (a,b) L (c,d) = (a+ ¢+ 5,3bd).
D 8.2.7 Pruebe que (R*, ®) es un grupo abeliano y calcule 2 ® 3 ® 51 sia ® b = 7ab.

@328 Pruebe que (R*, ®) es un grupo abeliano y calcule (2®3) ® (1® (5/2) 1) sia®b =
—3ab.

@ 329 EnR x R* se define (a,b) ® (c,d) = (a+c —4,2bd). Pruebe que (R x R*, ®) es
grupo abeliano y calcule (2, —1)? ® {(0, —) ® (1, —1)1} .

—_

3
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@ 82.10 Pruebe que (Z,®) es grupo abeliano y calcule (503 12 @ [73® 2 (-3)] si
adb=3+a+0b.

@ 35211 EnR- {—1} se define a x b = a + b + ab. Pruebe que es grupo abeliano y calcule:
(5x3 )25 73424 (=3)] 1w (4x27 )2 %[5 343 % (—2)] 2
@ g2.12 Pruebe que (R x R*, X) es un monoide conmutativo si
(x,y) ¥ (z,w) = (x +z+ xz,yw/6)
@ 8.2.13 Pruebe que (R*, ®) es un grupo abeliano y si a ® b = 5ab, determine
32913 42

@ 3214 EnR* x R se define (a,b) ® (¢c,d) = (3ac,b+d — 2). Si se sabe que (R* X R, ®)
es un grupo abeliano, calcule [(2,3)? ® (—1,-1)] ' ® (1,-2) 3.

@ 3g.2.15 EnR* x R se define (a,b) ®(c,d) = (2ac,b+d —1). Si se sabe que (R* X R, ®) es

1
un grupo abeliano y ademds se sabe que el elemento neutro de la estructura es > 1) , calcule

a.) la férmula de (a,b) !

b.) [(1,5)%® (-2,3)] 2

@ 8.2.16 En IR* se define a4 ® b = 6ab. Pruebe que es un grupo abeliano.
@ 5217 Pruebe que (R, x) es un grupo abelianosiaxb = a+b +5.

@ 3218 EnR x R* se define (a,b) ® (¢c,d) = (a+c—1,2bd). Si se sabe que (R x R*, ®)
es un grupo abeliano, calcule:

a.) el elemento neutro
b.) la férmula del inverso de (a,b), es decir (a,b) ! = (i1, i2).

@ 8.2.19 EnRsedefineaxb=a+0b— % Pruebe que es un grupo abeliano.

3220 si (G, *) es un grupo, demuestre que (G, *) es grupo abeliano si y solo si (2 * b)? =
a? x b?, para todosa,b € G.

@ 8221 EnR x R* se define (a,b) ® (¢, d) = (u +c—3, b2—d) .
1) Demuestre que (R x R*, ®) es grupo abeliano.

2) Calcule el valor de (5,2)~2® [(3,7) @ (5,2)"1] .
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3) ¢Es (R x R, ®) grupo abeliano? Justifique.

@ 8.2.22 Demuestre que (IR, L) con la operacién a | b = /a3 + b3 es grupo abeliano y
calcule 52 1 23,

@ 35223 Sea (G, *) un grupo y a un elemento de G. Si se cumple que
Vye Gdn € Ztalquea” =y,
demuestre que G es abeliano.
@ g2.24 Indique el tipo de estructura de (IN, %) siaxb =a+b+ab, N = {0,1,2,5}.

D 8.2.25 Si (RT, %) es un grupo abeliano con a b = az_b’ determine:

1) El elemento neutro de en (R, x).

2) a~!paraa € R*.

-1
3) %*[32*4—;} .

@ 8.2.26 Sea G = { [a “| cona € R ya # O}. Se define la operacién o sobre G de la

a a
a a . b b B 2ab 2ab
a a b b 2ab 2ab

siguiente manera ]
verifique que (G, 0) tiene estructura de grupos. ;Es abeliano?

D 8.2.27 Sea A = {a,b,c,m,n,0}. Sise sabe que (A, %) es un grupo y la tabla de operacién
esta dada por:

1) Determine el elemento neutro y el inverso de cada elemento del grupo.
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2) Determine si W = {c} es un subgrupo de A.
3) Determine si W = {m, ¢,0} es un subgrupo de A.

@ 5228 Considere el conjunto Z7j;, con la operacién interna © como la multiplicacién
usual de clases de equivalencia.

1) Determine el elemento neutro y los inversos de cada elemento.
2) Calcule [5206%] 1o (20 8)%

3) Calcule [(7)® 0 4] 4o 96 (3) 74

4) Determine todos los subgrupos.

@ 35229 Considereel conjunto Z5, con la operacién interna © como la multiplicacién usual
de clases de equivalencia.

1) Construya la tabla de operacién para el grupo (Z5, ©®).
2) Determine el elemento neutro y los inversos de cada elemento del grupo.
3) Determine [(4)72 ® 5] ® (3)%.
4) Determine todos los subgrupos.
@ 8.2.30 Considere el conjunto Zg, con la operacién interna & como la adicién usual de

clases de equivalencia. Para el grupo (Zg, &) determine el elemento neutro y los inversos de
cada elemento. Determine ademds todos los subgrupos.

@ 8231 Considere el conjunto Zj;, con la operacion interna ©® como la multiplicacién
usual de clases de equivalencia.

1) Determine el elemento neutro y los inversos de cada elemento del grupo.
2) Calcule [(8)6 03] 40 [9e (2)°°.

3) Determine todos los subgrupos.

@ 8.2.32 Sobre el conjunto A = {m,a,t,ed,i, s, c,r,7} se define la operacién * segun la
siguiente tabla:
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7

Asuma que (A, *) es un grupo abeliano.

~.

QU

135

1) Para esta estructura algebraica, determine el neutro y los inversos de cada elemento de A.

2) Calcule: (m=2%7)%y (a*t—1)1000,

@ 8.2.33 Enel conjunto D = {a,b,c,d,e, f} se define la operacién interna por medio de la

tabla:

1) Determine todos los subgrupos del grupo (D, *).

f

c

2) Calcule el resultado de (a°x f~2)~1 x b.

QU

QU

@ 8.2.34 En el grupo abeliano (Z;g,®), con @ la suma usual de clases de equivalencia,

calcule 13 6 [4 @ (2) 3]2.

@ 5235 Calcule un subgrupo de orden 4 del grupo (Z7,, ®).


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

8.2. GRUPOS (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 136

@ 8.2.36 Sobre el conjunto E = {a,b,c,d} se define * por medio de la tabla de operacién:

b a b ¢ d
c a c¢c d b
d a d b b

Determine si en (E la operacion =
1) es asociativa
2) es conmutativa
3) posee elemento neutro

4) satisface la propiedad de los inversos.

@ 8.2.37 Considere el conjunto A = {«, 8,¢,6,A, w}. Sobre A se define la operaciéon L:

B B 0 w a & A
e &€ w B A o«
0 0 ao A B w e
A A e o w 6 B
w w A 0 € B

Si se sabe que (A, 1) es asociativa:

1) Demuestre que (A, L) es grupo abeliano.

2) Calcule el resultado de la operacién [(« L ~1) 71 L (A3 L 6)] -,

3) Determine los elementos absorbentes, idempotentes e involutivos de (A, L), si existen.

4) Determine todos los subgrupos de (A, L).
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@ 8.2.38 Enel conjunto A = {1,2,3,4,5,6} se define:

*x 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6
2 2316 45
33115 6 4
4 4 6 51 3 2
55 46 213
6 6 5 4 3 2 1

Usando el hecho de que (A, *) es grupo:

1) Determine si (A, ) es abeliano.
2) Determine el inverso de cada elemento.

3) Determine los subgrupos de (A, *).

@ 8239 En N sedefine la operacion a V b = min{a,b}. ;Es (N, V ) un grupo?

@ 8240 Sea A # . En el conjunto de partes P(A) se define la operacion A A B =
(AUB) — (ANB) ¢Es (P(A),A) un grupo?

@ 5241 Sean (G1,%) y (Gp,0) grupos. Sobre G; x G, se define la operaciéon (a4,b) ®
(p,q9) = (axp,bog). ¢;Es (61 X Gy, ®) un grupo?

@ 8.2.42 Sobre A = {a, b,c, d} se define la operaciéon * por medio de las tabla que sigue.
¢Es (A, *) un grupo?

*a b c d
a ¢c d b a
b d ¢ a b
c b ad ¢
d a b c d

243 Verifique, usando las tablas, que (Zs,+) y (Z3,-) son grupos.
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(Zs,+) 01 2 3 4 (Z:,) 123 456

0 01234 1 123456

112340 2 246135

2 23401

4 40123 4 41526 3
5 531642
6 654321

@ 8.2.44 Realice la tabla de multiplicacién para (Zj,-) y determine si es un grupo.
@ 8.2.45 Realice la tabla de adicién para (Z;+) y determine el neutro y los inversos.

@ 8.2.46 Sea A = {a, b, c} con la operiaciéon x * y = y. Realice la tabla de operaciéon para
(A, x). ;Qué propiedades tiene esta operacion?

@ 8247 Sea F= {p+gv2 talque p,q € Q}. Considere la estructura (F,-), es decir, F
con la multiplicacién usual.

p

a.) Verifique que no existen p,q € Q tal que - = V2. (Sugerencia: Razone por contradiccién,

2

)
suponga que la fraccién estd totalmente simplificada y que l—7 = 2. Luego deduzca que p,q deberian ser
q°

pares!).

b.) Hay elemento neutro, determine cuél es.

c.) Verifique que el inverso de p + gv/2 es P _qrq2 /2. Observe que por el item

+
. . AL
a.), este inverso estd bien definido para cuaquier p,q € Q.

8.3 Subgrupos

Definicion 8.5
Consideremos un grupo (G,0). Si H es subconjunto no vacio de G, tal que (H,o) es grupo,
entonces decimos que H es subgrupo del grupo G y usamos la notacién H < G.

Subgrupos triviales. Los subgrupos triviales de (G,0) son H= {e} y H=G.
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Los subconjuntos de G “heredan” la asociatividad, entonces en principio, para probar que H es sub-
grupo de G, se requiere que la operacion sea cerrada en H, que el neutro esté en H y que los inversos
de los elementos de H estén en H.

Ejemplo 8.10

Consideremos el grupo (A, *)

c ¢ b a i

Determinemos los subgrupos propios de (A, *)

a.) Hy = {i} pues i es el neutro.

b.) H, = {i,c} pues ¢ esinverso de si mismo. De esta manera, en este conjunto la operacion es
cerradapues cxi € Hy, y cxc € Hp

c) Hz = {i,a,b} no es subgrupo pues aunque b es el inverso de a, sucede que a*a = c y
c Q H3

En el siguientes teoremas establecen criterios para decidir si un subconjunto es un subgrupo o no.

Teorema 8.3

Sea (G, *) un grupo. Entonces H < G si y s6lo si para todo a,b € H se cumple: axb~! € H
Demostracion:

a) e € Hpuescomoa € Hya € H = axa ! =e¢ € H.

b.) Sia € H entoncescomo ¢, a € H => exa '=a"! c H

c)Sia,beH = ablecH= ax(b ) 1=axbeH

La asociatividad de la operacién * en H la heredade G. =

Si G es finito entonces la caracterizacion de los subgrupos H # @ es menos restrictiva. Como H es

finito, si @ € H entonces las potencias a, a?,a%,...,a, ... son elementos de H y en algiin momento se
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repiten, es decir, existe , s € IN tal que a" = a°, esto permite verificar el siguiente

Teorema 8.4

Sea (G,*) un grupo no necesariamente finito. Si H # @ es un subconjunto finito de G, entonces
H < G siy s6losiparatodo a,b € H secumple: axb € H

Demostracion: Si H < G, entonces claramente se cumple el teorema. Veamos la otra dicreccién.

Queremos verificar que H < G. Por hipétesis, a,b € H se cumple: a*xb € H, es decir la operacién es
cerrada en H. Sea n = |H| y a € H, entonces {a,a% 4>, ..,a""'} C H. Como H es finito de orden 7,
existen 7, s con 1 <s <r <n+1 tal que a" = a°, de aqui se sigue que

a) a'=a° = a" =a" xa°"’, entonces por cancelacién, a°" =e € H (observe ques —r € IN)
b) a8 "=e = al=a"""1cHpuess—r—1€N

La asociatividad de la operacién * en H laheredade G m

Ejemplo 8.11

Consideremos el grupo (G, *) con un subgrupo H = {a,b,c,d} con tabla de “multiplicar”

*a b ¢ d
a ¢ d b a
b d c a b
c b a d c
d a b ¢ d

Por ejemplo, {a,a?a,a* a°} = {a,c, b, d,a}. Entonces

a) a' =a° = a° ! =4* =d eselneutro

b) al=a"11=0p3=b

Ademas de que un subconjunto no vacio de orden finito es subgrupo si la operacién es cerrada en
él, también tenemos otro teorema para saber qué subconjutos considerar como subgrupos solamente
viendo su orden.
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Teorema 8.5 (Teorema de Lagrange)

a.) Si a es elemento de un grupo finito (G, *) de orden #n, es decir |G| = n, entonces a" = e.

b.) Si (G,*) esun grupo de orden n ysi H < G entonces el orden de H divide el orden de G.

Si H es unsubconjunto de G y el orden de H divide el orden de G, no significa que sea un subgrupo!
El teorema solo da condiciones necesarias para que H sea subgrupo de G.

En calculos de potencias de elementos de G se puede usar a°™(C)

Ejemplo 8.12

a.) (Zs,+) tiene 5 elementos, por lo tanto, de acuerdo al teorema de Lagrange, solo tiene sub-
grupos de orden 1 y de orden 5, es decir H; = {0} pues 0 eselneutroy H = Zs.

=e.

b.) Consideremos los subgrupos de (Z3,-) : Como este grupo tiene orden 6, cualquier sub-
grupo debe tener orden 1, 2, 3 o 6.

(Z;,) 1 2 3 45 6
1 123456
2 246135
3 36251 4
4 41526 3
5 531 6 42
6 65 4 321

i.) Los subgrupos triviales son H = {1} y H=27Z;
ii.) Subgrupos de orden 2: H, = {1,6} pues 6 es inverso de si mismo.

iii.) Habria que analizar los subconjuntos de 3 elementos. Para aceptar un candidato
como subgrupo primero nos fijamos en el orden (que debe dividir el orden de G) y, de
acuerdo al teorema, 8.4, la operacién debe ser cerrada.

En H3, = {1,2,4} la operacion es cerrada, por tanto es subgrupo.

—_
—_

= NN
A~
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Hs, = {1,3,5} no es subgrupo. Observemos su tabla de multiplicar 1

Ejemplo 8.13

Sea A = {a, b,c,m,n, 0}. Si se sabe que (A, x) es un grupo con tabla de “multiplicacién” dada por

n

0

a b c
b ¢ a
c a b
a b ¢
n o m
0o m n
m n o

a.) Encuentre todos los subgrupos de A

b.) Calcule (m =4 x 04)2 * (bxn1)

Solucion:

a.) Subgrupos de A. Elneutroes e = c. El orden de A es 6. Por tanto tenemos que analizar los

-1

subconjuntos deorden 1, 2, 3 y 6

i.) Subgrupos triviales H= {c} y H=A

142
1 35
1 35
313 21
551 4
—

m n oo
0o m
m n
m n o
b ¢
c a
a b

ii.) Subgrupos de orden 2: H = {c,n} pues n es su propio inverso

iii.) Subgrupos de orden 3 solo hay dos posibilidades

H = {c,a,b}. Su tabla es

H = {c,m,o0}. Su tabla es

* ¢ a b
c ¢ ab
a b ¢
b c a
*x c m

c cC m
m m a
o o0 ¢

(o)

. H={c,a,b} essubgrupode A

. H={c,m,0} no es subgrupo de A.
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b.) Primero calculamos algunas potencias de m : 0° = m y 0® = c y m™% = (m=1)% = 0%,
Entonces
— 2 —1\—1 — .
(m4 505 (bxn 1)1 = (0%)2% (m)"1 = 0101 = 616+5 — (6 4 -
—

Para obtener los subgrupos de (Z,, ), en particular cuando m es primo, podemos usar la teoria de
grupos ciclicos para simplificar la labor.

8.3.1 (*) Grupos ciclicos

Definicion 8.6

Consideremos el grupo “multiplicativo” (G, x). Siexiste un @ € G de manera que

G={da" talque n € Z}
entonces decimos que G es ciclico y se escribe G =< a >

Teorema 8.6

Si (G, ) es ciclico y finito con Ord(G) = m, entonces todos los subgrupos H de G son ciclicos
Si dy,dy, ..., dx son los divisores positivos de m, los subgrupos de G son

Hi=<a® >, Hy=<a®>, .., Hi=<a%>

Ejemplo 8.14

Consideremos el grupo multiplicativo (Z;5, )
a.) (Zjs,-) esun grupo ciclicoy Zj; =< 2 > . En efecto,
13 = {2,22,23,2%,2°,26,27, 28 2% 210 o1l 212} — {2 4 83 6,12,11,9,5,10,7,1}

b.) Como Ord(Z;;) = 12 entonces los subgrupos de Z;; son
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<2l> =z
<22> = <4> = {43,12,9,10,1} = {1,3,4,9,10,12},
<2> = <8> = {81251} = {1,58,12},
<2*> = <3> = {391} = {1,3,9},
<26> = <12> = {12,1} = {1,12},
<22> = <1> = {1}.
—
Consideremos el grupo multiplicativo (Z7,-).
a.) (Z3,-) esun grupo ciclicoy Z; =< 3 > . En efecto,
z; = {3',3%,3%,3%,3°,3°} = {3,2,6,4,5,1}
b.) Como Ord(Z3) = 6 entonces los subgrupos de Z; son
<3l> = Z
<F> = <9> = {1,24}
<> = <27> = {1,6}
<3> = <1> = {1}
—
Ejercicios

@ 831 Determine los subgrupos de (Zs,+) y (Z%,-).

@ 8.3.2 Consideremos A = {a, b,c, t:l} y la operacién *, sobre A, definida por medio de la
tabla que sigue.

*a b c d
a ¢ d b a
b d ¢ a b
c b a d ¢
d a b c d

Si se sabe que grupo (A, *) es un grupo,
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a.) Determine el elemento neutro
b.) Determine el inverso de cada uno de los elementos de A

c.) Usando el teorema de Lagrange, determine todos los subgrupos de A. Excepto para los
subgrupos triviales, debe mostrar una subtabla de “multiplicar” para justificar que los
subconjuntos cuyo orden dividen al orden de A, son 0 no son grupos.

@ 8.3.3 Consideremos A = {1,2, 3,4, 5,6} y la operaciéon *, sobre A, definida por medio
de la tabla que sigue.

*1 2 3 4 5 6
11 2 3 45 6
2 2316 45
33 115 6 4
4 4 6 51 3 2
55 46 2 1 3
6 6 5 4 3 2 1

Si se sabe que grupo (A, %) es un grupo,
a.) Determine el elemento neutro
b.) Determine el inverso de cada uno de los elementos de A

c.) Usando el teorema de Lagrange y el teorema 8.4, determine todos los subgrupos de A.
Excepto para los subgrupos triviales, debe mostrar una subtabla de “multiplicar” para
justificar que los subconjuntos cuyo orden dividen al orden de A, son o no son grupos.

@ 834 EnR*xR se definela operacion ® de la manera siguiente:
V(a,b),(c,d) € R*"xR, (a,b) ® (c,d) = (3ac,b+d + 5)

1 se define H = X, talque x € K € , V se sabe que XIR,® | es grupo,
Si se defi { (x,5k) talq R*, k Z} y be q (]R* R ) grup
®)

demuestre que (H, ®) < (R*xR, ®).

k
335 sin= {x €R talque x = ;—m, conk,m € Z}, pruebe que (H, -) es subgrupo de

(R%,-)
@ 8.3.6 Seam € Z*, m fijo. Se define el conjunto mZ de la manera siguiente:
mZ = {x € Z talque 3k EZconx:mk}

Demuestre que (mZ, +) es subgrupo de (Z, +).
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@ 537 Demuestre queH = {x € R* talque x =3", m € Z} es subgrupo de (R¥, -)

@ 8.3.8 Verifique que si H; y Hp son subgrupos de G, entonces H; 1 Hy es subgrupo de
G

D 8.3.9 (Z,+) esun grupo. IN es un subgrupo de Z?

@ g.3.10 (Centralizadores). Si (G, *) esun grupoysi a € G, verifique que
H(a) = {a € G tal que xa = ax}
es un subgrupo de G
@ 8.3.11 Si (G,*) esungrupoysi a € G, donde a es un elemnto fijo, verifique que
H={a" talque n € Z}
es un subgrupo de G
®g3.12 si (G, *) es un grupo abeliano, verifique que
H= {x € G tal que x° :e}
es un subgrupo de G
@313 si (6, *) es un grupo abeliano, verifique que
H= {xz talque x € G}
es un subgrupo de G

@ g3.14 Déun ejemplo de un grupo (G, *) en el que la unién H; U Hy de dos subgrupos
Hi y Hp, no es subgrupo de G

@ 8.3.15 Dé un ejemplo de un grupo (G, *) con un subconjunto A # @ en el cual * es
cerrada, pero A no es subgrupo.

@ 8.3.16 SeaR* = R — {0}. Si “-” representa la multiplicacién usual de nameros reales:
1) Demuestre que (R*, -) es un grupo abeliano.

2) SiH = {x € R* tal que x > 1}, determine si H es subgrupo de R* o no lo es.
@ g3.17 (R*,-) es un grupo. Verifique que (Q*,-) es subgrupo de (RR*,).

@ 8.3.18 Demuestre queH = {x € R* talque x =3", m € Z} es subgrupo de (R, -)
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Solucion de los ejercicios

Soluciones del Capitulo 1
2.2. Tablas de verdad, tautologias, falacias y contingencias.

221

1)  Tautologia

-P = =P P = = =P
vV F Vv Vv
%4 F Vv
2)  Contingencia.
P Q PANQ PAQ = P
vV v Vv Vv
vV F F F
F Vv F Vv
F F F %4

3) Tautologia

4)  Contingencia
5)  Contingencia
6)  Contingencia
7)  Contingencia
8)  Contingencia.
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P Q (=PAQ—=(-QVP
Vv %

vV F %4

F V F

F F %4

9) Tautologia.

PQ =(P=Q) «— (PA =Q)
Vv %

V F %

F Vv %

F F %

10)  Falacia.

P Q (nPA QA (P +— Q)
Vv F

V F F

F V F

F F F

11)  Contingencia.

P Q (PVQ—=[Q—=(PAQ)
vV Vv Vv

vV F Vv

F V F

F F %4

222

1)  Tomemos (- PV Q) - R =
decir, A es verdadero si tanto ® como ¥ tienen los mismos valores de verdad

cI),(P/\ —IR)—) —|Q

Yy®P «— ¥

149

A; es
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P Q R -P —-PVQ & -R PA =R -Q ¥ A
F F F \% \% F \% F vV Vv F
F F V \% \% \% F F vV Vv \%
F V F \% \% F \% F F V F
F V V \% \% \% F F F V \%
V F F F F \% \% \% vV Vv \%
V F V F F \% F F vV Vv \%
V. V F F \Y% F \% \Y% F F \Y%
V V V F \Y% \Y% F F F V \Y%

Después de las dos primeras lineas es suficiente para concluir que se trata de una contingencia.

2) Tomemos - (PAQ)VR = &,P—>(Q—R) = Y y® «— ¥ = A esdecr A
es verdadero si tanto @ como ¥ tienen los mismos valores de verdad.

P Q R PAQ =(PAQ) @ Q—R ¥ A
F F F F \% \% \% \% \%
F F V F \% \% \% \% \%
F V F F \% \ F \% \%
F V V F \% \% \% \% \%
V F F F \% \% \% \% \%
V F V F \% \% \% \% \%
V V F \Y F F F F \%
V V V \% F \% \% \% \%

Dado que en todos los casos A es verdadero, entonces la expresién corresponde a una tautologia.

3) Tomemos (Q A =-P)—>R = &, " R—=>(-QVP =Y yP+—> 9T = Aes
decir, A es verdadero si tanto ® como ¥ tienen los mismos valores de verdad.
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P Q R -P QA P @ - R - Q -QV?P Y A
F F F \% F \Y% Vv \Y% \Y Vv \%
F F V \% F \Y% F \% Vv Vv \%
F V F \% \% F Vv F F F \%
F VvV V \% \% \Y% F F F Vv \%
V F F F F \Y% Vv \% \Y Vv \%
V F V F F \Y% F \% \% \% \%
V V F F F \Y% Vv F \% \% \%
vV V. V F F \Y% F F \% \% \%
Se trata de una tautologia.
4) Tomemos(P—>Q) >R = &,(PA =-R)— =-Q =Y y® «— ¥ = A esdecir,
A es verdadero si tanto @ como ¥ tienen los mismos valores de verdad.
P Q R P—-Q & - R PA —R -Q Y A
F F F Vv F \Y% F \Y% \Y% F
F F V Vv \% F F \Y% \Y% \Y%
F V F Vv F \Y% F F \Y% F
F VvV V Vv \% F F F \Y% \Y%
V F F F \% \Y% \Y% \Y% \Y \%
V F V F \% F F \Y% \Y% \Y%
vV V F \Y F \Y% \Y% F F \Y%
vV V V \Y \% F F F \Y% \Y%

Después de las dos primeras lineas es suficiente para concluir que se trata de una contingencia.

5 TomemosP A (Q— —R) = &, - QVP =Y yd® «—> ¥ = A esdecir, A es
verdadero si tanto ® como ¥ tienen los mismos valores de verdad.
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p
F
F
F
F
\Y
v
v

A%

< = m < < = =7 O

\Y

Mmoo < m < m < m R

\Y

- R Q— R o

< @™o < T < =73 <

F

< < < 711 < < <

F

< < < =™ =™ =™ =

F

m < < m mm < <

F

< < < =M o mH o< < €

\Y

152

< < < < < = = b

F

Después de las tres primeras lineas es suficiente para concluir que se trata de una contingencia.

223

1)  Primero: con una tabla de verdad verificamos que ((P — Q) A P) = Q es una eventualidad, es
decir, (P —> Q) A P) #Q

En cambio, ((P — Q) A

tautologia

N " o < <

)

mom < < g

2)  Tomemos [(P — Q) A

es verdadero.

Q
\%
F
\%
F

\Y%

F
F
F

(P—Q) A P)

(P—Q) A P)

\Y%
\%
F «+

\Y

Q

implica tautolégicamente a Q, es decir, (P — Q) A P) — Q es una

Q (P=Q) AP
\Y \Y
F F
\Y% F
F F
-Q = &, =P

(P=Q) AP)—=Q

< < < <

Y yd — V¥

A; y mostremos que A
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H b < <

Q P=Q =Q
\Y \Y F
F F \Y
\Y \Y F
F \Y \%

o)
F
F
F

\Y

Y
F
F
\Y

\Y%

< < < b

\Y

153

Dado que en todos los casos A es verdadero, entonces la expresiéon corresponde a una implicaciéon

tautologica.

3) Tomemos®=[—-PV Q) A(-R—=P),¥=Q V RyA =& — VY. La tabla correcta es:

P
F
F
F
F
\Y
\Y
\Y

\%

< ™o 4 < < =m =7 0O

<
<

m < 1 < 4™H < =™ 9=

- P

oo << <€ <

F

=PV QO

< momo<o << <

\Y

- R

< < o< om<

" R—P o
F F
\Y \Y
F F
\Y \Y
\Y F
\Y% F
\Y% v
\Y% v

Dado que A es verdadera en todos los casos, la implicacion es tautolégica.

4)  Usando equivalencias légicas,

(P=Q) VI[(=Q—= ~P) A =R

Por lo tanto, las dos proposiciones son tautolégicamente equivalentes.

(mPVQ VI(QV =P)A =R)

(=P V Q)
- (P AN —=Q).

< < < Mmoo < < T e
< < < < < < < < ©°B

5) Nosonequivalentes: cuando P = F, Q =V, setiene (P A Q) = F pero Q = V. Sin embargo (P A
Q) — Q si es tautologia, pues si P A Q es verdadero, en particular Q lo es; nunca se da antecedente V

y consecuente F.

2.3. Equivalencias logicas y simplificacion

231

[P A (P— Q)] «— Q esfalsosi P esfalsoy Q es verdadera.
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F

~ <
P ANP—>Q) «— Q esfalsa

[

232N ce quiere demostrarque (=P V Q) A[(QV T) >R A [S «— T]—> (P—S)
es una contradicciéon. Dado que se trata de un implicacién, la tinica opcién para que esta sea falsa es que
sedeel caso V — F, asitenemos:

e (P — S) es falso, por lo que se concluye que Pes V yqueSes F.

e (nPV Q) A[(QVT)—R] AN[S «— T]seaverdadera. Dado que son tres proposiciones
unidas por conjunciones, cada una de ellas debe ser verdadera. Analizando cada una por separado
tenemos:

— Dadoque Ses F yS <— T debe ser verdadero, entonces se concluye que T debe ser F .

— Dadoque Pes V entonces — Pes F,asiparaque — P V Q seaverdadero se debe cumplir
queQsea V.

- Dadoque Qes V yTes F,entonces (Q V T)es V ,porloque (Q V T) — Resverdadero
siysolosiRes V

Por lo que enresumen: Pes V,Qes V,Res V,Ses F yTes F

233>
Como (T V A) A (M AN V) «<— F esfalsa pasaque (T V A) A (M A V) esverdaderay como
las proposiciones estdn unidas con una conjuncién debe darse que cada una de ellas sea verdadera. Asi

e ParaqueT V Asea V , entonces Ty A no pueden ser simultdineamente falsas.

e Paraque M A V sea V ,debe cumplirse que tanto M como V son V .

Con base a esta informacién analicemos el valor de verdad de la proposicion [(T A F ) — = A] A
(E — M). Dado que es una conjuncién ambas proposiciones deben ser verdaderas, asi:

e ComoT A F es F,entonces sin importar el valor de A se cumple que (T A F) — - Aes V
* Dado que M es V, la proposicion E —+ M es V

Por lo tanto el valor de verdad de la proposicién es verdad.

234D
Como — (=P V H) — (K V T) es falsa, debe pasar que = ( =P V H) esverdaderay K V T es
falsa. Analizando cada proposicién por aparte tenemos:

e Paraque — (= P V H) sea verdadera, debe darse que — P V H sea falsa; y como se trata de
una disyuncién, debe cumplirse que = Pes F (oseaPes V)yHes F.

e Paraque K V T seafalsa, y dado que se trata de una disyuncién, debe cumplirse que tanto K como
T sean F .
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Si sustituimos dichos valores en la proposiciéon buscada tenemos:

PV M) — (KAE)
(VVM — (FAE)
\% — F
F

235D

Se quiere demostrar que [(D <— A) A (A — B) A (B V A)] —» (C — A) es una contradiccién.
Dado que se trata de un implicacién, la tnica opcién para que esta sea falsa es que se de el caso
V — F,asitenemos:

e (C — A) esfalso, por lo que se concluye que Ces V yque Aes F.

e (D «— A) AN (A— B) A (B V A)seaverdadera. Dado que son tres proposiciones unidas por
conjunciones, cada una de ellas debe ser verdadera. Analizando cada una por separado tenemos:

— Dadoque Aes F yD <— A debe ser verdadero, entonces se concluye que D debe ser F .

— Dado que A es F entonces para que B V A sea verdadero se debe cumplir que Bsea V .
Dichos valores reafirman que A — B.

Por lo que enresumen: Aes F,Bes V,Ces V yDes F.
236 Siuna equivalencia A <— B esfalsaesporque A y B tiene distinto valor de verdad.
@ [PA (P— Q)] «— Qesfalsaentonces Q y P A (P — Q) tienen valores de verdad distintos.

a.) Q no puede ser falsa porque P A (P — Q) deberia ser verdadera y por tanto P deberia
ser verdadera pero entonces P — Q seriafalsay P A (P — Q) yano seria verdadera.

b.) O esverdaderay P A (P — Q) es falsa, por lo tanto P debe ser falso (pues si P es ver-
dadera, P — Q seria verdaderay P A (P — Q) seria verdadera)

@ Como [([P—- Q) AN (nP—R)] «— (Q V R) esfalsay Q esverdadera entonces Q V R es
verdadera y por tanto (P — Q) A (= P — R) es falsay, como P — Q es verdadera, la tnica
posibilidad es — P — R es falsay como — P es verdadera, entonces R es falsa

23.7&H A=V, B=V, C=F, D =F. En efecto, para que la disyuncién sea falsa ambos
términos deben serlo: D A B=Fy (B A (A «— =1 D)) — C = F (con antecedente Vy C = F); de
la segunda se obtiene B =V y A <— — D = V; dela primera, como B = V, se necesita D = F, y
entonces = D = V obligaa A =V.
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2.3.8@‘3 A=F B=F C=YV, H= Fyelenunciado F = F (todas falsas excepto C). Pues
para que la implicacién sea falsa, el antecedente (A — B) A C A - B debe ser verdadero (de donde
B=F C=V,yA — B = Vobliga A= F)yelconsecuente H V F debe ser falso (de donde H = F y
F =F).

239 A — (B Vv C) es verdadera: como = A A — B A = C esverdadero, en particular
A es falsa, y una implicacién con antecedente falso siempre es verdadera (independientemente del valor
de B Vv Q).

2310
1) —=pVgVr = pAN g —r
2) —=pVgVr = pAN or —q
3 ~—pVagVvr = —2@Vr) = op
4 sV I[(=-pVr)AN atjvVvg = (pAN or)VE —(sVqg)
23.11® D
1) = (-PAQ V[-(QAR)AN =PV (PAN —R) Observe que tam-
= (-PAQ VI[-PA = (QAR)]V (PA =R Con
= {-PAQV =m(QAR)]}V (PA =R) Dis
= {-PAQV(mQV =R}V (PA =R DM
= [=-PA(Vp V =R)]V (PA =R) Aso, Inv
= (=PA Vy)V(PA —R) Dom
= —PV(PA —R) Ne
= P> (PA =R ID
bién puede simplificaraP — (P A = R) = = (P A R)
2) = Q—=>P)A{["(RA 2P)AN(QV P]V (RAP}
= (nQVPA{[(-RVP)AQVP]V((RAP} IDDM
= (nQVPA{[PV(-RAQ)]VI(RAP)} Dis
= (mQVP)A{[PV((RAP]V (=RAQ)} Con, Aso, Con
= (nQVP APV (-RAQ)] Abs
= PV[-QA(-RAQ) Dis
= PV[(-QAQ A =R) Con, Aso
= PV (R N R Inv
= PV K Dom

= P Ne
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3) = [PV (2QAP]VI[2QA(2P—=Q)
= [(=PV 2Q A(=PVP]VI[=2QA(PVQ)
= [(2PV 2 AW VI(2QAP)V(2QAQ)
= (-PV 2Q V[(-QAP)V K]
= (=PV 2Q)V(2QAP)
= [(nPV =2QV 2QA[(mPV 2Q) VD)
= (2PV 2Q APV 2PV =Q
= (2PV Q) A(VW V Q)
= (~PV 2Q) AV
= PV =Q

4) = ~{QVPA=[(=PA(=QAR))A(PVR)}
= —(QVP)V = ~{[=PA(=QAR]A(PVR)
= —(QVP)V{(-PA-QARAPVR]
= (~PA-QV{(~-PA=QA[RA(PVR)
= - PA —=Q

5) = [(2PV 2Q A (2Q—=P]A =-Q
= ["QA(-PV Q] A(QVP Con, Aso, ID
= QA (QvVDP Abs
= (mQAQ V(-QAP Dis
= K V(-QAP Inv
= QAP Ne

Dis, ID

Inv, Dis

Ne, Inv

Ne

Dis

Aso, Idem,Con, Aso
Inv

Dom

Ne

DM
DN,Aso0,Aso
Con,DM
Abs

157
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§ = (P =QA{~(RV =P)A(QVP)]V(RAP)}

= (=-PV aQA{[(-RA =~ =P)A(QVP]V(RAP} IDDM

= (=nPV aQA{[(-RAP)AN(QVP]V(RAP)} DN

= (~PV Q) A{[(PA(QVP)A RV (RAP)} Aso,Con

= (=PV aQ A[(PA =R)V (RAP) Abs

= (=PV =Q) A[PA(=RVR) Dis

= ("PV aQ A(PA V) Inv

= (~PV Q) AP Ne

= (=PAP)V(=QAP Dis

= K V(-QAP) Inv

= QAP Ne
2312
1)  Simplificando el primer término con distributiva, =P V (= Q A P) = (=P V = Q) A
(mPV P)= =PV —Q;elsegundo,usando =P —-Q = PV Q@ID),da = Q A (P V Q)=
P A = Q (distributiva); sumando ambos y aplicando absorcién, (=P V. = Q) V (P A = Q) =

-PV Q= —|(P A\ Q)(DM)

2)  Aplicando DM directamente: = (=P A = Q AR) = PV QV =R

3) Ley de absorcién generalizada: P A (P V X) = P,conX=Q V S.

4)  Como S ya aparece como sumandoy — Q A Simplica S, por absorcion S V (= Q A S) = S;
porlotanto (P V S) V (- Q A S)=P V S.

5)  Por distributiva y complemento: (Q A S) V (mQ A S)=SA(QV Q) =SAV=S
entoncesP V (QAS)V(nQAS)=P VS

6) ConDM, = (=QV =S)=QA S;conlD, mQ— =S = QV =S5y-(QV =5 =
- Q A S (DM). Asi la expresiones P V (Q A S) V (= Q A S) =P V S (mismo argumento del
item anterior).

7)  PorDM, = [PA = (T AR)]= =PV (T AR);porID, T+ =P = —-TV =P Por
distributiva, [ =P V (T AR)] A[-TV =Pl= =PV [(TAR)AN =~T]= =PV [FAR]=
- P.

8) ComoR A (P V R) = R (absorcién), el interior se reducca = P A = Q A R;luego, por DM,
- (" PA aQAR)=PVQV =R

99 ConIDyDM, = (P— = R)= = (=~ PV = R)=P A R;entonces (P A Q) V (P A R) =
P A (Q V R) (distributiva, factorizando P), que coincide con el lado izquierdo.

10) ComoT A (R V T) = T (absorcién), el lado derechoes (= R V — Q) V T (usando ID en
R — —Q);yelladoizquierdo, (R A Q) =T = - (RAQ)VT=(-RV =Q)V T(DMe
ID); ambos coinciden.

2.4. Cuantificadores

241

1) VxeN[x<4 VvV ¥*>7].
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2) JxeZ [¥*+2x—-3<0 V x>4].
3) IxeZ[(x+1=4) N (x<3)],pues = (A = B) = A AN —B.

242 El entero 7 es un contraejemplo.

243

a) Falsa:Six=1¢€ Z" entonces 1 =y+1 = y=0¢ Z"

y

1
b.) Verdadera: Si y € R" entonces con x = 5 € R* se tiene xy = > <V

El resto se omite.

244@D Ambas son verdaderas. (a) Con y = x? se cumple siempre. (b) La ecuacién equivale a
r—Yy

3y —1, es decir x —y = x — 3, 0seay = 3; con y = 3 la igualdad se cumple para todo x # 3.

245 1729 =103 +9> =123 + 13

246

1)  La proposicion es verdadera, pues para cada x € R* siempre es posible encontrar un valor y de
manera que xy = 1.

2)  Verdadera, tome: x = —2yy =3

3)  La proposicién es falsa. No existe un ntimero real fijo ¥ que sea mayor que todos los nimeros
reales; dado cualquier y € R, tomando x = y + 1 se tiene x > v.

4)  La proposicion es falsa pues 0 € R y no existe un ntimero real y tal que 0 -y = 1.
5)  Laproposicion es verdadera: basta tomar y = 0, pues para todo x € R se cumple x -0 = 0.

6) La proposicion es verdadera, pues se puede tomar:

1-3

3x+2y=1=y= > a
247 Observe que n = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}; asi A =
{..,-11,-8,-5,-2,1,4,7,...} y B = {...,-5,-2,1,4,7,10,13,... }, que son exactamente los

mismos conjuntos. Asi A = B es una proposicién verdadera.

248®®

1)  Se debe encontrar x,y € [0,1] tales que x + y < 1. Basta tomar x = y = 0.

2)  Dado que la propiedad se debe satisfacer para todo x,y € A, observe que es falsa. Por ejemplo, si
x =y =1, entonces x +y = 2, y no existe z € A para el cual 2 < z, ya que el méximo valor posible para
zes 1.
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2.5. Inferencias légicas

251®H

1)  Usando distribuitividad y simplificacién:

(QAP)V(RAS) = [QAP)VRAQAP VS .. (QAP) VR
Volvemos a usar distribuitividad y simplificacién:

(QAP)VR -.QVR

2)  Vamos a analizar primero lo que hay que demostrar: = (T A - Q) = -T V Q (DM).

Vemos que en las premisas dadas no hay ninguna T, por lo que debemos demostrarque Q = V. Q

solamente aparece en la primera premisa: Q V — S, por lo que para mostrar que Q = V, utilizando

silogismo disyuntivo deberiamos concluir que — (—~S) = S. Vemos ademds que no hay ninguna
afirmacién que no dependa de V o — , que no permiten separar; pero tenemos dos premisas que
comienzan una con P y la otra con — P: ese serd nuestro punto de inicio.

1) Qv =S
2) H—S
3) P> (RAYS)

(
(
(
(
(
(
(
(

4 -P—H
5 = P—S SH2y 4
6) SV (RAS) LC3y5
7) S Abs. 6
8 Q SD1y7
9 QV -T Adj. 8

(10) = (T A = Q) DM y Conm. 9

3)  En este caso hay que demostrar T, pero T solamente estd en la cuarta premisa: T V S, asi que
debemos llegar a que — S para poder utilizar SD. Aparte de la premisa 4, S solamente aparece en
la premisa 3: S — R, y para poder llegar a — S, utilizando la contrapositiva = R — =S, es decir
debemos llegar a — R.
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1) PV Q
2) ARV P

3) S—R

~

4) TV S

~

6) QV =R LCly2

(
(
(
(
G) R— =Q
(
7y -RV -Q ID5
(

8 —RV -R LC7y8

9 - R Idem. 9
(10) =S MT3y9
11) T SD4y 10
4)  Comencemos con analizar lo que hay que demostrar: = (=-U A T) = UV - T (DM).No

hay U en las premisas, por lo que debemos llegar a — T es decir, la primera premisa se queda para el
final.

1 RV Q) — ~T
2) ~QVR
3 PV Q
4 P—(RAS)
b) PVR LC2y3
(6) —~P—R ID5
(7) RV (RAYS) LC4y6
8 R Abs. 7
9 RV Q Adj. 8
(10) =T MP1y9
11) Uuv T Adj. y Conm. 10
(12) -~ (~UAT) DM 11
5) Observamos que no hay T en las premisas, asi que analizamos un poco més lo que hay que
demostrar: T — = A = - T V = A. Asi, loquehay que demostrar es — A; vemos que solamente
la premisa 4 tiene A, por lo que tenemos que probar - (= S) = S,y utilizar SD. Nos enfocamos

entonces en las primeras 3 premisas:
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(10)

Q—S

- P
P—
- A
- P
SV
S

- A
- T

T —

)
)
©)
(4)
)
(6)
7)
(8)
©)
(10)
(11)
(12)
(13)

—Q
(R AS)
vV =S
— S

(R A S)

vV A
- A

P A =R

SH1y2
LC3y5
Abs. 6
SD4y7
Adj. 8
ID9

(mRV S —(P—=>Q)

(QVT —

- R
- RVS
P—Q
P

Q
QVT
S VR

-TVS
T—S

(S V R)
Simp. 1
Adic. 4
MP2y5
Simp. 1
MP6y7
Adic. 8
MP3y9
SH.4y10
Adic. 11
ILD. 12

162
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7) 1) = (P A Q) (12) =PV =Q DMI1
2) - Q—=R (13) =P SD11y12
3) S— =R (14 =PV T Adic 13
4 —=S— =PV =Q) (15 P—T LD 14
5) - R—Q contrap 2
6) S—Q SH3y5
7) = Q— =S contrap 6

(8) - Q— ﬁ(P\/ —|Q) SH4y7

9 QV = (PV ~Q) ID. 8
(10) QV (=P AQ) DM 9
(11 Q Absorc 10
8) En este caso debemos demostrar — U, pero U solamente estd en la quinta premisa,

asi que hay que aplicar un MT para llegar a — U. ASi que debemos enfocarnos en obtener
(2SN T) = SV T((DM).

1) (QAR)— P
2

~

Q=S

3) Rv T

~

4) P

~

(
(
(
(
G) U= (-SA ~T)
(
(
(

6) —(Q A R) MT1ly4
77 mQV =R DM 6
8 —-QVT LC3y7
9 SvT LC2y8
(10) = (=S A ~T) DM
(11) -Uu MT 5y 10
9) Observamos que no hay M en las premisas, asi que analizamos un poco mas lo que hay que
demostrar: M — N = = M V N. Por lo que basta llegar a demostrar N. Vemos que sélo la
premisa cuatro tiene N por lo que debemos llegar a obtener - =S = S para poder aplicar SD. Asi

que nos centraremos en las tres primeras premisas:
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1) P—S

2 (QV R =P

B QAT

4 —-SVN

5) (QV R —S SH1ly2
(

(

(

6) Q Simp. 3
7) Q VR Adi. 6
8 S MP 5y 7
©9 = =S DN 8
(10) N SD4y9
(11) =MV N Adi. 10

10)  Observamos que no hay — A en las premisas, asi que analizamos un poco més lo que hay que

demostrar: = P —+ = A = P V — A(ID). Por lo que basta llegar a demostrar P. Vemos que sé6lo
la primera premisa tiene P por lo que debemos llegar a obtenerla aplicando primero un MT y luego una
Simplificacién. Asi que nos enfocaremos en las premisas 2, 3 y 4.

(1) (=P Vv Q) —R
@2 R—(SVT)

B —-SA -U

4 -~U— T
(
(
(
(

5 U Simp. 3

6) —S Simp 3

7y T MP4y5

8 -~ SA T Adj. 6y7

9 —-(SVvT DM 8
(100 =R MT2y9
(11) - (=P vV Q) MT 1y 10
(12) PA =Q DM 11
(13) P Simp. 12
(14) PV - A Adi. 13
(15 —=-P— = A ID 14

2.5.2 @ ‘B Primera manera:
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L.(p—=g—=>6At) = =(p—>9q) V(sAt ID

2. a(p—>q) Vs Distribuitividad y simplificacién en 1.
3. a(sVu = —sA -u . -s DM Yy simplificacién

4 - (p—q) Silogismo disyuntivo en 2. y 3.

5. - (p—=>q) = - (-pVyg = pA g .. p ID DM ysimplificacién

Segunda manera:

l.(p—=g —>G6At) = =(p—9q) V(sAt) ID

2.2 (sVu) = =sA —u . -s DM vy simplificacién

3. ms . sV ot = —(s At Adicién y DM

4. = (p—9q) Silogismo disyuntivo en 1. y 3.

5. 2 (p—>q) = -~ (-pVyg = pA g .. p ID DM ysimplificacion

253®  1.Tvs =S - T(SD)

22w R— T, T . R(MT, usando la forma contrarreciproca)

3. Como R es verdadero, = R A W es falso
4 (P Vv = Q)— (=R A W),conconsecuente falso .. = (PV =Q) = —-P A QMT, DM)
5. Por simplificacion: Q.

254 1. ~RASAM - =R, S (Simplif.
220—=R, =R . —QMT)
3. A P—Q, - Q ... P(MTI)
4.P,S .. P A S(Conj)
5(PAS)—=(=PVT),PAS . =PV TP
6. Como P es verdadero, — P es falso; por SD, T
7.T . Q V T(Adicion).

2.5.5@‘3 A— B = - A V B (ID); de la premisa 3, por simplificaciéon, = A V - B.

Resolviendo - A V By = A V - Bsobre B: si A fuera verdadera, By — B serfan ambas verdaderas
(absurdo), asi que — A. Por Adiciéon, = A vV -~ C.

2568 1. -PVT =T .. —P(SD)
2. P— =S5, =P . aSMP)
3.5 .. aSVQ = —=(SA —Q)(Adicién, DM).

257N Suponga R (demostracion condicional). De = (R A'S) = - RV - S(DM)yR,
porSD: = S.De = §— = Qy =S, porMP: = Q.PorDC:R — = Q.

258 1.5 (TAR), =(TAR) .. =SMT)
2. =S—Q, =S .. Q(MP)
3. 2SAQ = —=(SV = Q) (Conj, DM).

259 1R T, =T . =~ RMT)
2. 2R . = (R A S) (basta un conjunto falso)
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3.(mnPV =Q)—>(RAS), ~(RAS) .. =(~PV Q) = PAQMTDM)
4. P N Q .. P(Simplif.).

2510 1.PAT - P, T (Simplif)

22P—Q, P .. Q(MP)

33.Q—=(RAS),Q ... RAS . R(MP Simplif.)

4. Como Ry T son verdaderos, = Ry — T son falsos;de = R V =T V U, por SD (dos veces): U.

2511 1.PAS - P (Simplif.)
2.P— = Q P . —Q(MP)

3.0V =R —=Q .. —R(SD)

4 =R . = (R A S) (basta un conjunto falso)
5T—=(RAS), =(RAS) .. —T(MTI.

2512 De la premisa 2), = (=P V R) = P A — R (DM), asi P es verdaderay R es
falsa. Pero la premisa (4), = P V (R A S), junto con P verdadero (es decir — P falso), obliga por SD
aque R A S sea verdadero, es decir R verdadero — contradiciendo lo anterior. Las premisas son, pues,
inconsistentes; de un conjunto de premisas contradictorio se sigue cualquier conclusion de forma vécua,
en particular = T VvV U.

2.5. (*) Inferencias légicas con lenguaje natural.

2513 ®

Ly

P: x > 6. (1] = (P A Q),
Q: b sea positivo. - Q — R,
R:2a-3=c S—>_|R,

S: Problema tiene solucién tnica.

2S— a2 (PV Q)

T: Costa Rica es campeén mundial. APV
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1)
2)
3

~

4

~

(

(

(

(

)

(6)

)

(8)
©)

(10)

(11)

(12)

~(P A Q)
- Q—R

S§— =R

2S— - (PV ~Q)

-SV =R ID3

- R—Q Contrapositiva, DN 2

QV =~ (PV =Q) DC4,5,6

QV (-PAQ) DM, DN 7

Q Abs. 8

-PV =Q DM 1

- P SD9y10

- PVT Adi. 11

P:a+b=7.

Q:b>0.

Ria+b<7.

S: El problema tiene solucion.

T: 3211 es divisible por 3.

~(PAQ) (10) P —
- P—R (11) P—
2 Q—R (12) P —
S— =R (13) - P
2S— a(PV Q) (14 P
-PV =Q DM 1 (15 - P
P— =Q ID6

P—R SH3y7

R— =S ID5

- (P AQ),

- PR,

- Q—R,
(4] S —» - R;
2S—= 2 (PV

PV T

-5

-(PV Q)
(=P V =Q)
V(-PV =Q)

v T

SH7y9
SH5y 10
DM 11
ID 12
Abs 13
Adic 14
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3)

P: Luis va al partido de fatbol.

Q: Laura ird a nadar.

R: Manuel ve television toda la noche.

S: Carolina ir4 a nadar.

T: Jorge acompanfiara a Laura o Carolina.

168

1] P—Q,
2] R =5,
Bl@VR =T
4] =T

.o (P V R)

Es claro que debemos comenzar utilizando la afirmacién de que — T. Por otro lado, lo que se debe

demostrares — (P V R)

1)
(2)
)
4)
)
(6)
)
(8)

©)
(10)
(11)

P—Q
R—S
(QVR)—>T
- T
~(QV R)
-~ QA =R
—Q

- P

- R
-PA =R
- (P V R)

= =P A —R(DM).

MT3y4
DM 5
Simp. 6
MT1y7
Simp. 6
Adi. 8y 9
DM 10

P: José gana la carrera.

Q: Pedro fue el segundo.

R: Ramon fue el segundo.

S: Carlos fue el segundo.

[1] P = (Q V R),
Q—> - P,
S—> - R,
(4] P
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ComoT—U =

P— (Q V R)

Q— P

S— =R

p

Q VR MP1y4
-Q MT 2y 4
R SD5y6
-5 MT3y7

P: Juan le apost6 a la Liga.

Q: Juan gasto el dinero.

R: No alcanza para comida.

S: La esposa pide que trabaje mds.
T: Los nifios comen.

U: La esposa de Juan esta enojada.

P—Q 6) RAS
Q= (RAS) 7) R
R—(~TV U ® -TvVU
P 9 T—U
Q MP 1y 4

P: Aplico para la beca a Esparia.
Q: Matriculo el curso de verano.
R: Me voy de vacaciones.

S: Compro un piano.

169

1] P = Q,

2] Q= (R AS),
B|R—= (=T v U,
4] P

T—-U

- T V U (ID), entonces lo que hay que hacer es demostrar R.

MP 2y 5
Simp. 6
MP3y7
ID 8

1] P—= = Q,
2l Q VR
3] -®,

4] (QAS)—=P
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~_~ N N N~ A~~~
g1 = W N
~ = = ~

(10)

P— —=Q

Q VR

- R

(QANS)—>P

Q SD2y3
- P MT1y5
- (Q AS) MT4y6
2QV S DM 7

S SD5y8

P: Gadafi renuncia. (PV =Q)—= (=R AYS),
Q: El precio del petréleo aumenta. ~R— =T,

R: Se bombardea Tripoli. T

S: Se restituye la paz. e

T: Hay problemas politicos en Libia.

(PV =-Q)— (- RAS)

- R— T

T

RvV T 1D 2

R SD3y4
Rv =S Adic 5
- (=R AYS) DM 7
- (PV Q) MT1y7
-PAQ DM 8

Q Simp 9

170
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8)

@
)
®)
(4)
©)
(6)
@)
8)
©)

4w "B QI

P —

- P

(=PV =Q)—=(RAS)
R—=T

T

- R

RV =S

- (RAYS)

-~ (=PV =Q)

PAQ

p

Voy a la montafia.
Iré a caminar.
Montaré a caballo.
Leeré un libro.

Me duele la espalda.

(Q A R)

— S

T— =R

=T
- R
- R

A R
Simp 4
V Q Adic 5

~ (R A Q) DM 6

- P
S

MT1y7
MP2y 8

MT2y3
Adic. 4
DM 5
MT1yé6
DM 7

Simp. 8

1] P— (Q A R),
- PS5,
3] T— =R,
-T A —R
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10)

P: Costa Rica clasifica al mundial.

Q: Jamaica clasifica al mundial.

R: Honduras clasifica al mundial.

S: México clasifica al mundial.

PV Q
(mWRV Q) —S
- S

- (=R V Q)
RA =Q

MT2y3
DM 4
Simp. 5
Simp. 5
SD1y7
Adj. 6y8

P: Pedro estd involucrado en el robo.

Q: Carlos esta involucrado en el robo.

R: Julia esta involucrado en el robo.

P—)(Q/\ —|R)
(PV Q) —R

QA =R
- R

- (P V Q)
~PA =Q

QA =R

MP1y3
Simp. 4
MT2y5
DM 6
Simp. 7
Adj.5y8

1] P v Q,
2] (=R V Q) =5,
3] =S

P AR

1] P—= (Q A =R),
2] (P Vv Q) =R,

QA =R

172
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Soluciones del Capitulo 2
3.1. Operaciones con conjuntos y cuantificadores

311D

1)  La proposicion es verdadera. En efecto,

Paray=0 tome x=0 € B, pues 0=3-0.
Paray=3 tome x=1 € B, pues 3=3-1.
Paray=6 tome x=2 € B, pues 6 =3:-2.
Paray=9 tome x=3 € B, pues 9=3-3.

2)  La proposicién es verdadera. En efecto, tome x =3 € B

0

Para y =0, §:0€B
3

Para y =3, §:1€B
6

Para y =6, §:2EB
9

Para y =9, §:3€B

312D
1)  Noteque BNC = {5}, porloque x =5asi x+2 =7 donde7 € A. Por lo tanto la afirmacién es
cierta.

2) Dado que x € A tenemos tres posibles valores para x:
¢ x = 1:Basta tomar y = 5 para que se cumplaque xy =1-5=5 € C.
* x = 3 :Basta tomar y = 4 para que se cumplaque xy =3-4 =12 € C.
e x =7 :Bastatomar y = 2 para que se cumplaquexy =7-2 =14 ¢ C.

Por lo tanto la afirmacion es cierta.

3) Laafirmacion es falsa, pues se tienen los siguientes contraejemplos:
e x =1 :Bastaconverquesiy =2entoncesx +y =3 ¢ C.
e x =3 :Bastaconverquesiy =4entoncesx +y =7 ¢ C.

® x =7 :Bastaconverquesiy =2entoncesx +y =9 ¢ C.

313

1)  Dado que se trata de una conjuncién analicemos cada proposicion por separado.
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e Vx e N[x € A = x < 9]: es cierta pues basta con observar los valores de los elementos de A.

e dx e N[x ¢ A A P(2x)]: es cierta pues basta tomar x = 8, claramente 8 ¢ Ay P(2-8) = 17 esun
namero primo.

Por lo tanto la proposicién es verdadera.

2) Noteque P(2x —1) =2x —1+1 = 2x y el tinico valor de x para que 2x sea primo es x = 1y como
1 £ A entonces se concluye que la proposicién es falsa.

3)  Para que la proposicion sea verdadera, basta con que al menos Q(x) 6 P(x) sean verdaderas. Dado
que Q(x) es siempre falsa, analicemos la proposicién P(x) con todos los posibles valores de x:

e x = 2: Basta con tomar y = 2 para que P(x + y) sea un namero primo.
e x = 3: Basta con tomar y = 1 para que P(x + y) sea un namero primo.
e x = 4: Basta con tomar y = 2 para que P(x + y) sea un nimero primo.
(
(
(

)
)
)
e x = 5: Basta con tomar y = 1 para que P(x + y) sea un namero primo.
)
)

x = 6: Basta con tomar y = 4 para que P(x + y) sea un ntimero primo.

x = 7: Basta con tomar y = 3 para que P(x + y) sea un niimero primo.

Por lo tanto la proposicién es verdadera.

314D

1)  La proposicion es verdadera, pues basta con tomar x = {1} € Cy claramente {1} C A.
2)  Laproposicion es falsa, pues para x =3 € A no se cumple {3} € C.

3) etiene que

- Vx[x € B = x=0Q]
= dx-[-(x€B)V (x=0)] Prop. y ID
= dx[x € BA = (x=0)] DM, DN
= dx[x € BA x#Q] DM, DN

Dicha proposicién es falsa, pues el tinico elemento que pertenece a B es @.

315D

1)  La proposicion es verdadera, pues basta tomar x = 4, asi se tiene

Yy
4-3

=yysetenfaquey € A.

2)  La proposicion es falsa, pues al ser una conjuncién ambas proposiciones deben ser verdaderas. Y
como A = {1,2,3,4}, claramente:
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e P(y)esfalsaparay =2yy=4
* Q(y)esfalsaparay = 1pues Q(1) =4yy =3 pues Q(1) =10

3.6

1)  Esverdadero. Se pueden analizar dos casos:

1) Si0 < x < 1, entonces basta tomary = x,asi0 < x-y < lporloquex-y € B.

1 1
2) Si x > 1, entonces se puede tomar y = 5y que satisface 0 < 2y < 1, porloquey € B. Luego

1 . . .
X-y=; € B. Asi para cualquier elemento que se escoja en A, es posible encontrar al menos un

elemento en B que satisfaga que el producto de ambos pertenece a B.

2) Como lo que debemos es encontrar un x que satisfaga la ecuacién para cualquier valor de y,
entonces vamos a tratar de despejar x a ver que pasa:

xy+2x = 2y+4
= x(y+2) = 2y+2)
= x = 2 (dado que con seguridad y # —2)

Por lo tanto la afirmacién es verdadera, basta tomar x = 2 y la ecuaciéon 2y +4 = 2y + 4 es verdadera
para todo valor de .

3)  Observe que es igual al caso (a), pues se tenfa que 0 < xy < 1. Si nos quedamos tan solo con la
parte de la derecha de la inecuacién se tiene que xy < 1 = x < —. Por lo tanto la afirmacién es

verdadera, ya que los valores de y se pueden tomar como en el caso (a).

317

1)  Observe que los elementos de C son los conjuntos {6}, {3,4,7} y {3,7}, y que cada uno de ellos es
un subconjunto de A, por lo tanto la afirmacién es verdadera.

2)
Dado que 28 = {@, {®}}, los elementos de 28 son @ y {@}. @ es un elemento de B, pero {@} no, por lo
tanto la afirmacién es falsa.

3) Lo podemos resolver de dos maneras. Una es quitando la negacion, y analizar entonces la afirma-
cion: Vx[x € A = {x} ¢ C],lacual es falsa, porque 6 € Ay {6} € C. Asi, la afirmacion original es
verdadera.

Otra posibilidad es aplicar la negaciéon. Debemos recordar quex € A = {x} ¢ C =
A)V{ix}¢C = x¢ AV {x} ¢C. Asi, "Vx[x e A = {x}¢C] = Fx[x € A A {x} €
C]. La respuesta es verdadera, yaque 6 € Ay {6} € C.

318N AaB-= {1, {a,1}, {{a},1}, {{a,1},a}} (obastacon A N B = {a,{a}})
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1) Paraae A, y=1€ AABy{a,1} € AUB
2) Para{a} € A,y=1c€ AABy{{a},1} € AUB
3) Para {a,1} € A, la una tnica opciénes {{a,1},a} € AUBperoa ¢ AAB

.. La proposicion es falsa

319D Las tres son verdaderas. (a) Con x = 8 € A U B, P(8) es verdadera. (b) A N
B = {3,5,9}; para cada uno, x +1 € {4,6,10}, todos pares. (c) Con x = 1 € A (impar), para todo
y € AN B={3,59} (todos impares), x + y es par.

3.1.10 @ ‘3 Tenemos:

* 200 estudiantes practican fatbol, atletismo y ciclismo;

¢ 300 estudiantes practican tinicamente ciclismo;
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¢ 1000 estudiantes practican atletismo;

* y 1400 estudiantes practican fatbol;

&

—
N/
=z
—
N/
=z

177

* Ademds, se sabe que los que no practican ningtn deporte son una tercera parte de los que
tnicamente practican fiitbol y ciclismo.

F

&

A

n/3

e Finalmente, (850 — 1) + n + 350 + 200 + 250 + 200 + 300 + /3 = 2300, de donde n = 450.

F

&

A

150
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Asf, 400 estudiantes practican tinicamente ftitbol y 1150 estudiantes practican ciclismo.

3.1. Operaciones con conjuntos

3.1.11@‘3 Seax € AN B N C. Entoncesx € B N C, porlo que x ¢ BAC; comox € A,

se sigue que x pertenece a A pero no a BAC, es decir x € AA(BAC). Porlotanto A N B N C C
AAN(BAC).

311233 ®

1)  Tenemos:
e AAB=1{1,2,6},
e AAB=1{3,4,57},

Por lo tanto, AABNC = {5,7}.

2)  Tenemos

e ANB={3,5},

e B—C=1{23},

* P(B-C)={2,{2},{3},{2,3}},
Por lo tanto,

(ANB) x (P(B-C))={(32),(31{2}),(3,{3}),(3,{2,3}),(52),(5{2}),(5,{3}), (5,{2,3})}
3.1.13 @ ‘b Tenemos:

e AAB = {2,5},

e (AAB) x C =1{(2,3),(2,4),(2,5),(5,3),(5,4),(5,5)},
e BNC={3,5},

e AX(BNC)=1{(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(3,3),(3,5)},
Por lo tanto, [(AAB) x C|N[A x (BNC)] ={(2,3),(2,5)}

3114

1) Tenemos
e AUC ={a,b,d},

Por lo tanto, (AUC)AB = {a,c}.

2)  Tenemos:

e A={cdef},
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e B=1{aef},
e ANB={ef},

Por lo tanto, P(ANB) = {®,{e},{f},{e, f}}

3) Tenemos:

e CxB={(ab),(ac),(ad),(dDb)(dc)(dd)},
e (AxC)=A{(a,a),(ad),(ba),(bd)}.

Por lo tanto, (C x B) — (A x C) = {(a,b), (a,c),(d,b),(d,c),(d,d)}.

3115

1)  Tenemos:
e B—A={def},
e B—A=1{a,b,c},
Por lo tanto, C— B — A = {d, f}.

2)  Tenemos:
o AAB = {a/ c, dr E,f},
e (AAB)UC ={a,c,d e, f},

Por lo tanto, (AAB) UC = {b}.

3116

1)  Tenemos:
e BUC={b,cd,ef},
e A—(BUC) ={a,g},
e AAC = {a,g},
e AAC ={b,c,d,e, f},
Por lo tanto, [A — (BUC)]|N AAC = @.

2)  Tenemos:

C-B={d},

P(C—B) ={2{d}},

AUuC={a,cdeg},

AUC = {b,f},

179
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Por lo tanto, P(C —B) x AUC = {(®,b), (D, f), ({d},b), ({d}, f)}.

3)  Tenemos:
e C—A=0Q,
* P(C-A)={2},
Por lo tanto, P(P(C— A) = {®,{D}}.

3117 D

1)  Tenemos:
o ANC ={d,f},
e B—A={de},
e B—A=/{ab,cfg},
Por lo tanto, (AAC)NB—A = {f}.

2)  Tenemos:
* C—B=A{af},
* P(C—B)={2{a},{f}.{a f}},
e ANB=1{b,g},
Porlotanto, P(C—B) x (ANB) ={(2,b),(2,g), {a},b), {a}, &), ({f}.0), {f}. &), ({a f},b), ({a, f},8) }-

3118 ®

1) Tenemos:

e AUB={a,b,cd,e},

Por lo tanto, (AU B) x (AN B) = {(f,b),(f,c),(g,b),(g,c)}.

2)  Tenemos:

* B={aef,g}
e ANB={a,e},
Por lo tanto, P(A N B) = {®, {a},{e},{a,e}}.

3.1.19 @ ‘B Tenemos:
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e AxB={(w,5),(w,2)},
Por lo tanto, P(A x B) = {®,{(w,5)}, {(w,2)}, {(w,5), (w,2)}}.

3120

1)  Tenemos:

e A-B={11{12}},

« AAB={1,{3},{1,2},{1,3}},
Por lo tanto, (A — B) U (AAB) = {1, {3}, {1,2},{1,3}}.
2)  Tenemos:

« ANB={0,{1},2},

e AUB={2,1,{1},2,{3},{1,2},{1,3}},

« AUB={3{2}},

Por lo tanto, (AN B) x AUB = {(®,3), (2, {2}), ({1},3), ({1}, {2}), (2,3), (2, {2})}.

3) Tenemos ANB = {3,{2}}. Por lo tanto,

P(ANB) ={2,{3},{{2}},{3,{2}}}.
4)  Hay muchas posiblidades, por ejemplo {(?,9), (2,{1})}

3121

1) AnB={2}
2)  P(A-B)={2 {2} {1}, {3}, {{2}, 1}, {{2}, {3}}, {1 {3} }, {{2}, 1, {3} }}
3) BxA={(3{2}),(31),3{2}),3{3}) ({2},{2}), ({2}, 1), ({2}, {2}), ({2}, {3})}

4 AAB={{0},1,3,{3}}

31.22O®

1)  Tenemos:

* B—A={{1},{3}},

e ANB={0,{2},2},
Porlo tanto, (B — A) x (AN B) = {({1},2), ({1}, {2}), ({1},2), ({3}, @), ({3}, {@}), ({3},2)}.
2)  Tenemos:

e B=1{1,3,{2},{1,2}},

« A-B=1{0,{2}2),
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Por lo tanto, P(A — B) = {@, {@}, ({21}, {2}, {@, {0}, {2, 2}, {{@}, 2}, (@, {@},2} ).

31.23O®

1) Tenemos:
* A={2,{3}},
e B={Q,2},
e C={2{24}},
2) Tenemos ANB = {®}yC ={2,{2,4}}. Como estos conjuntos son disjuntos,
(ANB)AC ={®,2,{2,4}}.

3) Setiene
AUC ={2,2,{3},{2,4}}, AUC = {1,3}.

Por lo tanto,
P(AUC) ={2,{1},{3},{1,3}}.

31240 (g, P(A), {2}, {{a}}, {{b}}. {A}, {2, {a}}, {2, {b}}, {{@}, A},

{{a}, {03}, {{a}, A}, {{b}, A}, {{@}, {a}, {b}}, {{=}, {a}, A}, {5}, {b}, A}, {{a}, {0}, A}}
3125 DxD={(2,9),(2{ab}),({ab},2),({ab},{ab})}

3126 Como|Q|=2,|Q0xQ|=4,|P(QxQ)|=2*=16y|P(P(Q x Q))| =216 = 65536.
3127

a) (AAB)x P(C)={d,e} x{2,C} = {(d4,2),(4,C),(e,2),(e,C)}

b) A N C={2}y{2} —B = @& (pues 2 € B); tomando como universo A U B = {1,2,3,d,¢},
@ =1{1,2,3,de},asiA N C—BxA=1{1,23,d,e} x{1,2,3,d} (20 pares ordenados).

c) B—A={e}yA—B={d}; PB—A)={9,{e}} y P(A—B) = {@,{d}}; su interseccién es
{o}.
3.2. Cardinalidad
321N B =5
322 Se deduce de |A — B| = |A| —|A N B

323 Como (A U B) N (A N B)=A N B, entonces
JAAB|=|AUB—(ANB)|=|AUB|—|AN B|=|A|+|B—2|A N B

324D

1)  Note que | P(B)| = 2/Bl = 32, por lo que |B| = 5. Ademas
|AAB|=|(A—B)U(B—A)| =|A—B|+|B—A]|

pues B — Ay A — B son conjuntos disjuntos. Asi
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e |[A-B|=|A|-|ANB|=3-1=2,
e [B—A|=|B|—|BNA|=5-1=4,

Por lo tanto, | P(AAB)| = 21488l = 22+4 — 64,

2)  Tenemos:
« |B—A|=|B|—|BNAl=5-1=4,
Por lo tanto, [(ANB) x P(B—A)|=|(ANB)|-|P(B—A)|=1-2*=16

325

1)  Tenemos:
e |A-B|=4 = 4=|A|-|ANB| = 4=5—-]|ANB| = |ANB| =1,
e |AUB|=|A|+|B|-|ANB|=5+3-1=7,

Por lo tanto, | P(ANB) x P(AUB)| = |P(ANB)|-|P(AUB)| = 2408l . 2lAUB| — o1 .27 — 756

2)  Tenemos:
e |A-B|=4 = 4=|A|-|ANB| = 4=5—-|ANB] = |ANB| =1,

Porlo tanto, |[B— A| = |B| - |[BNA|=3—-1=2.

326

1)  Tenemos:

|A—B|=|A|—|ANB|=5-2=3,

|P(C)|=8 = 2I€l =8 — |C|=3,

IC—Al=1 = [C]—|CNA|=1 = 3—|CNAl=1 = |[CNA|=2

|JAUC| = |A|+|C|—|ANC|=5+3—-2=6,
Por lo tanto, |(A — B) x P(AUC)| = |[(A—B)|-|P(AUC)| =3-2/49C1 =3.26 =192
2)  Tenemos:

e« [B—A|=|B|—|BNA|=4-2=2

e |[C-Al=1= |C|-|CNA|=1 = 3—-|CNA|=1 = |[CNA|=2

Por lo tanto, | P[(ANC) x P(B — A)]| = 2/(ANC)xP(B-A)| — plAnc2541 _ 922* _ 956

327

a) [A—C|=|A|—|ANC|=|A|—-4=12 = |A| =16

183
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b) |A U B|=|A|+|B|—|A N B| = 23=16+|B|—11 = [B| =18
¢)[AUBUC|=5—= |[AUBUC|=25

IJAUBUC| = |A|+|B|+|C/-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|=25
— 16418+ |C|-11—-4—-8+3=25 — [C| =11

328

1)  Tenemos:
* [B—A|=|B[-[BNA|=5-2=3
¢ |[P(C))=8 = 2=8 = |C|=3
¢ C—Al=1= |C|-|CNA|=1 = 3-|CNA|=1 = [CNA|=2

Por lo tanto, | P(B— A) x (ANC)| = |P(B—A)|-|(AnC)| =2F-4.2=23.2=16

2)  Tenemos:
* |[P(C)|=8 = 26l =8 = |C| =3
e |C-Al=1 = |C|-|CNA|=1 = 3—-|CNA|=1 = |[CNA|=2
e [A-C|=|A|-]ANC|=4-2=2

Por lo tanto, |P[(A — C) x C]| = 2/(A-C)xCl = 2[A=ClCl = 223 — ¢4

329

1) Tenemos:

|P(C)| =128 = |C| =7

IC—Al=4 = |C|-|CNA|=4 = 7—|CNA|=4 = |CNA|=3

|A—C|=|A|—|ANC|=8-3=5

A= (BUC)| = |A][—=]AN(BUC)| = |A] = (|A[+[BUC| = [AU(BUC)])
=|AUBUC|—|BUC| =|A|+|B|+|C|-]ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|—|BUC|
=8+5+7-2-3-04+0—(5+7)=3

Por lo tanto, |(A — (BUC)) x P(A—C)|=[(A—(BUC))|-|P(A-C)| =3-24-Cl =3.25 =096
2)  Tenemos:
e |P(C)]=128 = |C|=7

¢ [C—Al=4 = |C|—|CNA|=4 = 7—|CNA|=4 = |CNA|=3
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Por lo tanto, |[P[(ANC) x C]| = 2/(ANC)xCl = 2lANClCl — 237 — 2097152

3210 |A-B|=|A|-|ANB|=7 = |ANB|=3.

|AAB|+ Z(AU(AxB)) = [(AUB)— (AN B)|+ 24U (AxB)l

|A|+|B| — [(A N B)| = |(A N B)| +2/4+4%Bl bues AN (A x B) =@
= 10+8-2-3+2%
3211 ® Tenemos:

e Como Ay B son conjuntos disjuntos, AN B = @.
e |[AUB|=|A|+|B|—|ANB|=3+2-0=5.
e [Ax(AUB)|=|A|-|AUB|=3-5=15.

Por lo tanto, | P(A x (AU B))| = 2/4x(AUB)| = 215,

3.2.12 @ ‘B Tenemos:

e |AUB|=|A|+|B|-|ANB|=2+4—-1=5.
e |P(AUB)| =21AVBl =25 =3p,

e [A—B|=|A|-|ANB|=2-1=1.

Por lo tanto, | P(AUB) x (A—B)| = |P(AUB)|-|[A—B| =32-1=32

3.2.13 @ ‘B Tenemos:

e AAB=(A—-B)U(B— A),donde A — By B — A son disjuntos.

|AAB| = |A—B|+|B— Al - [(A=B)N(B-A)| = (|A] - [ANB[) + (|B] - [BN A]) - |0] =
|A|+|B| —2|ANB|=3+5—-4=4.

IC—B|=3 = |C|-|CNB|=3 = 4—|CNB|=3 = |CNB|=1.

BAC=|U|—|BNC|=7-1=6.

I(AAB) x (BNC)| = |AAB| - |BAC| =46 =24,

Por lo tanto,

P ((AAB) x (BN Q) ‘ — 2|((ALB)x(BNO))| — p24,

3.2.14 @ ‘B Tenemos:

e [AUB|=|A|+|B|—|ANB|=9+10—3 = 16.
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|P(C)| =128 = 2/¢1 =27 — |C|=7.

IC—A|=3 = |C|—|CNA|=3 = 7—|CNA|=3 = [CNA|=4

|A—C|=|A|—|ANC|=9—4=5.

| P(A—C)| =24-Cl =25 =32
Por lo tanto, [(AUB) x P(A—C)|=|AUB|-|P(A—-C)| =16-32.

3215 ®

1) |P(AxB)| =4
2)  |P(AxB)|=2°—22=508
3216

3217O®®
| P(P(M)) x (A=B)| = [P(P(M))|-|(A-B)

= 2P0 (4] |4 O B)
2% (|A1 =14 N B])
Como AN M=@vy|B—M|=|B|—|B N M| =8, entonces

0

2 0
[AUBUM| = |Al+|B|+|M[—|ANB—|AAM-|BN M+|A M| = 17

= |A|+|B|+2-|ANB|—[BN M| =17

= |A|—|ANB|+|B—|BNM =15 = |A|—|ANB|=7

o |P(P(M)) x (A—B)| =2%.7
3218 22 — 65536 = |A| =4

3219 ® DeA N C=2sesigueA N BN C=g,asi|A U B U C|=|Al+|Bl+
ICl—]A N B|—|B N C| =|A+|B|+13-5—-9 = |A|+ |B| -1 = 32, luego |A| + |B|] = 33.
Ademés |[B— A| = [B|—|A N B| = |B| -5 =15 = |B| = 20, y entonces |A| = 13. Finalmente
Al = |U| - |A| =24 = |U| =37

3.3. Simplificacion usando leyes de conjuntos

3.3.1 @ ‘B Primera manera:

(ANB)N(BNC) = (ANB)N(BUC) DM

= AN[BN (BUC) Asoc
= =ANB Absorcién
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Segunda manera:

(ANB)N(BNC) = (ANB) N (BUCQ
= [(ANB)NBJU/A

DM

N B) N C] Distr

= (ANB)U[ANB)NC Idemp
= =ANB Absorcién
332D
Ly
(1) BNAN[AU(BUC)U(ANC)] DM y DC
(20 BNAN[(BUC)U(AU(ANC))] Asoc
(3) BNAN[(BUC)UA] Abs
(4 BUAN[(BUA)UC] Asoc
() [(BUA)N(BUA)]U[(BUA)NC]  Dist
(6) [BU(ANA)|]U[(BUA)NC] Dist
(7) [BUQ]U[(BUA)NC] Inv
(8) BU[(BUA)NC] Ne
9 [BU(BUA)|N[BUC] Dist
(10) (BUA)N(BUC) Ide
(11) BU(ANC) Dist
2)
(ANB)U[AN(BNC)]U(ANC)
=AN[BU(BNC)UC]
=AN[BU(BUC)UC]
=ANU=A.
3)
(1) [(ANC)U(CNA)]N[AN(BN(CUB))] DMyDC
2 [AN(CUC)]N(ANB) Dist y Abs
B) (AnU)N(ANB) Inv
(4) AN(ANB) Ne
5) ANB Idem

187
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7)
Primera manera:

(1)

AAAA
91 = W N
- o <2 2 2 2L

—_~ o~
N

[QUPNQNRJ]U{PN[RNQNR]}
N

R)JU[(PNR)N(Q
P

(QUR)N( )U (PNR)]
(QUR)N[PN(QUR)]
PN{(QUR)N(QUR)]

PNQ
(1) (ANB)U[CU(BNC)JUA
2 (ANB)U(CUA)
(3 [(AnB)UAJUC
(4 AUC
(1) [(AUB)U(BUA)N(BUC)
) [(ANB)U(BNA)|N(BUC)
(3) [BN(AUA)]N(BUC)
(4) BN (BUC)
(5) (BNB)U(BNC)
)

—~~
&)

BNC

(AUB)NCUB

Segunda manera:

(AUB)NCUB

(AUB)NCNB DM
(AUB)NCNB DM

(AU B) N BNC DM, Conmutatividad, Asociatividad, Absorcién

BNC

DM

UR)] DM

Dist.
Dist.
Asoc.
Dist.

Inv. y Ne.

DM, DC y Asoc
Abs
Asoc

Abs

DM

DM

Dist.

Inv. y Ne.
Dist.

Inv. y Ne.

188
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3.4. Demostracion de afirmaciones

341
1) Sidxe(A-B)N (B-—A) = (xeAAxg€B)AN(xeBAx¢gA)

— (xe€AAXE€A) AN (x €BAx¢gB)
lo cual es una contradiccion.

2)  Eneste caso, la doble inclusién se puede probar con una equivalencia.
X€EA-B<=>xCANXxZB<=>xCcANXEB+=xcANB

3) Como es demostrar que un conjunto es subconjunto de otro, entonces comenzamos con un elemento
que pertenece al primero de ellos, y debemos llegar a la conclusién de que pertenece también al segundo.
Observe que como hay expresiones con producto cruz, entonces el elemento original debe ser un par
ordenado:

(x,y) € [(AxB)U(CxD)]

[(x,) € AxB] V [(x,y) € CxD]

(xe ANyeB)V (xeCAyeD)

(xe ANyeB)VxeClA[(xe ANy € B)VyeD]

(xe AVxeC A(yeBVxeC)|AN[(xe AVyeB) Alye BV ye D)
[(x e AVxeC]Al[lyeBVyeD) (simplificacion)
(x e AUC) A (y € BUD)
(x,y) € (AUC) x (BUD)

HHHH

4) Lo que tenemos es que demostrar la igualdad CN (B — A) = @, utilizando la premisa de que
x € C = x € AN B. Como hay que demostrar que CN (B — A) = @, entonces nos vamos a dar un
elemento en CN (B — A), y llegar a una contradiccion:

x € CN(B—-A)
—xeCAxeB-A
= (x € ANB) A (x € B—A) (premisa)
— (x€ AAx€EB) A(xe€BAx¢EA)
= (x € A) A (x ¢ A) (simplificacion)
= (x € A) A = (x € A) contradiccion

5)  Como hay un producto cruz, entonces nuestro elemento inicial debe ser un par ordenado. Comen-
zamos tomando un elemento que estd en cualquiera de los dos lados, y llegamos al conjunto del otro
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lado:

(x,y) € AxBNC
~—x€AAyeBNnC
< xe€ AN - (y € BNC)
< xeAN (yeBAye)
<—=xeAAN[-(yeB)V a(yel)
<x€eAAN(yeBVyel
< (x€e AANyeB)V (xe€ AANyeC)
< [(x,y) € AxB] V [(x,y) € Ax (]
<~ (x,y) € (AxB)U(AxC)

190

6) Eneste casola premisaesx €¢ AUB = x € CN D, pero al observar que debemos comenzar

con x € C,y que D no es parte del lado derecho de la implicacién, vamos a analizar la premisa:

x € AUB—x € CND
— - (x € AUB) Vx e CnND
= " (xe AVxeB)V(xeCAxeD)

— (x€AANXxEB)V (x€CAx¢cED)

= (x € AANx€B)V (x € C) (simplificaci6n)
— (x€C)V (x € AA x€B) (conmutatividad)
— (xe€C)—>(xe AAxeB) (ID)

Ahora que ya comenzamos de C, entonces:

xeC
= x € A A x €B (premisa)
— X €
— X €

— X €

(simplificacion)
V x € B (adjuncién)
UB

S N

7)  Como es una igualdad, vamos a comenzar del lado “més grande”:
x € (A—B)Nn(C—B)
< (x€ A—-B) N (x € C—B)
< (xe ANx¢B) N (x e CAx¢B)

—x€c€AANxecCANx¢€B A x¢B (asoc. yconm.)

< (xe€ AANxeC)Ax¢B (asoc. eidem.)
< x€(ANC) AN x¢B
<—x € (ANnC)—B
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8)  Vamos a analizar la segunda premisa:

CNB=0Q
= = (x € CNB)
= = [(x € C) A (x € B)]
= - (xeC)V (x € B)

Observe que de la primera premisax € C — x € Asellegaaque — (x € C) V x € A. Asi tenemos
que:

[m(x€eC)VxeB A[-(xe€C)V xeA
[ (x € C)] V (x € BAx € A) (distributividad)
= xe€C—xe (BNA)
—xe€C—xe€ (B-A)

9) Como es una igualdad, vamos a comenzar del lado “derecho”:

x € A—(BUCQ)
—sxcAAx¢(BUC)
—xeAANx¢EBANx¢EC
—=xcAANxéZBAxeC
<—xe€(A-B) AxeC
< xe€ (A-B)nC

10)  Debemos probar la inclusién, para ello:

x € A—(BUCQC)
= x € AANx¢ (BUQC)
—=xc AANx&€BANx¢EC
= x € A N x ¢ Bsimpl
= x € (A—B)
= x € (A—B) V C adic
—x € (A-B)UC

11)  Debemos probar la implicacién, para ello, tomando como hipétesis (A CC A B C D):
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(x,y) € (AxD)
=—=x€AANyeD
—=xec€CAy¢D
—xcCAyé¢B
—xecCAyeB
— (x,y) € CxB

12)  En este caso se debe probar una equivalencia; para ello,se probardn ambas implicaciones:

“ — ” Bajo la hipétesis A C B, se debe probar A N B = @. Haremos esto por contradiccién

ANB#@® — dx talque x € A Ax € B
—>six € A— x € B (hip6tesis)
—>x € B A x € B (contradiccién)
— ANB=0Q

“<=" Bajo la hipotesis A N B = &, hay que probar A C B:

x €A luegox¢ B puesANB=0Q
—x € AANXEB
ACB

13)  En este caso se deben probar dos inclusiones. Para la inclusién no trivial,

(x,y) e(AXxB)—(AxC) = (xe AANYyeEB) AN =n(xecAANye()
— (xeAANyeB) AN (x¢AVygQ)
— xcAANyeBAy¢C
= (x,y) € Ax (B-C).

La inclusioén reciproca se obtiene directamente de x € Ay y € B — C. Por lo tanto,
Ax(B—C)=(AxB)—(AxCQC).

14)  Debemos probar la implicacién, para ello, tomando como hipétesis (A € B A C C D), debemos
probar (AUC C BUD):

x € (AUC)
—xec€ AVxeC
=—=x€€BVxeD
—x € BUD
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15)  Como es demostrar que un conjunto es subconjunto de otro, entonces comenzamos con un ele-
mento que pertenece al primero de ellos, y debemos llegar a la conclusién de que pertenece también al
segundo. Observe que como hay expresiones con producto cruz, entonces el elemento original debe ser
un par ordenado:

(x,y) € [Ax (BNO)]

(x € A) A (y € BNC)

(xe A)AN(ye BAye(C)

(xe ANyeB)A(x e ANy e C) (AdjyAso.)
(x e AXB) A (x € AxC)

x € [([AxB)N(AxC)]

Ll

16)  Como es demostrar que un conjunto es subconjunto de otro, entonces comenzamos con un ele-
mento que pertenece al primero de ellos, y debemos llegar a la conclusién de que pertenece también al
segundo:

x € [(AUB) —C]
—x € [(AUB) —C(]
= (x € AUB) A (x¢C)

— (x€ AV xeB) A (xeC)
= (x € AUB) A (x € C)
= x € [(AUB)NC]

17) Seax € (A N B—B): entonces x ¢ B,esdecirx € B;yx € A N B,esdecirx ¢ (A N B), 0
seax ¢ Aox ¢ B(DM). Como x € B,latinica opciénes x ¢ A, es decir x € A.
18)  Asumiremos por contradiccién, que existe un elemento que pertenece al conjunto:

dx € [AUBUC)N(A—-C)]

x€ ANBVxeC)A(xe AN x¢gC) (Prop. complemento)
(xgANXx¢Z€B)VxeClANxeANxgC)

xgAVxeC) ANxgBVrxeClAN(xeAANxgC) (Dis)
xgAVxeC)ANxe ANXxZC)] AN (x¢gBV xeC) (Con.,Aso.yCon.)
xgAVxeC N (xgAVxeO]AN(x¢gBV xeC) (DM)
(xgAVxeC) AN a(xgAV x € C)] contradiccion

19)  Como es una igualdad, podemos probar ambas inclusiones en una sola equivalencia:
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x € [(A—B)U(B—A)]
<=(x € A-B) V (x € B—A)
—xeANXxEB)V (xeEBAxgEA)
—[xeANXxEB)VxeB AN[(xe ANx £B)V x £ A] (Dis)
<—xeAVXxeEB ANAMXEBVxEB)ANlx e AVxEA N(xgEBVx¢gA) (Dis)
<(x e AVxeB)A((xgBVx¢gA) (Inv.yNe)
<(x € AUB) A (x € BNA)
<x € [(AUB)—(BNA)|

20)  Vamos a analizar la segunda premisa:

DNE=®
— - (x € DNE)
— —[(x € D) A (x € E)]
— - (x € D)V —(x €E)
— (x¢ D) V (x ¢ E)

Analizando cada una de las hipétesis se tiene que:

(DC A-B) (EC ANB)
=—=x € (DCA-B) = x € (ECANB)
—xe€D—xe (A-B) —xecE—>x¢c (ANB)
—x¢D V xe (A-B) (ID) = x¢EVxe (ANB) (ID)
—x¢DV (x € AN x¢gB) —x¢EV (x € AAxcB)

Ydadoquex € A Ax € Byx € A AN x € Bno pueden ser simultdineamente verdaderas. En
cualquier caso debe cumplirse que al menos una de x ¢ D o x ¢ E sea verdadera. Por lo tanto se
demuestra la proposicion.

21)  Analizando la hipétesis se tiene que:

A C(BND)
— x € [AC (BND)]
= x¢A V x € (BND)] (Def. elID)
—x¢AV (x € BAx € D) (Def.elD)
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Continuando con la segunda premisa:

BC (AUCQ)
—x€B
— x¢B
— x ¢ A (Hipétesis)
= x €AV xcC (Adi)
= x € (AUQ)

22)  Analizando cada una de las hipétesis se tiene que:

1. (C gﬁB) 2. (BNA=0)
:>XE7(CQB) :}ﬁ[XE(BﬂA)]
—x¢CV xeB (ID — - [x € BAx € A]
—xeCVxeB —=x¢BV x¢gA (DM)

Retomando lo que debemos demostrar se tiene:

A € P(C)
— ACC
—x €A
— x ¢ B (Hipétesis 2)
= x € C (Hipotesis 1)

342@®
1) Tome A = {0}yB={1}. Asi P(AUB) =P({0}U{1}) = P({0,1}) = {®,{0},{1},{0,1}}. Por
otro lado, P(A) UP(B) = P({0}) UP({1}) = {2, {0}} U{D,{1}} = {®,{0},{1}}.

2)  Se puede tomar por ejemplo A = @y C = {0}. Asi, (A—B)UC = @U {0} = {0}, mientras que
A — (BUC) = @. Claramente, NO es cierto que {0} C @.

3) Como se trabaja con complemento, si se define un conjunto para A, se deberia entonces
definir un universo. Vamos a evitar definir el universo, pero vamos a suponer que es distinto de
vacio, yque x € U. Sea A = @y B = {x},ast: ANB = @N{x} = @ = U. Por otro lado,
ANB=0N{x} =UN U — {x}) =U — {x}. Claramente el primero no esta contenido en el segundo.

4)  Como se trabaja con condicional, definamos conjuntos que cumplen el antecedente pero falla la
tesis. Sea A = {1}, B={1}yC=Q, asi: AUB = {1}, AAC = {1}, pero B # C.
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5) Como se trabaja con condicional, definamos conjuntos que cumplen el antecedente pero falla la
tesis. Sea A = {4}, B={1}yD ={®,1,2},astt ANB=® C D,BND = {1}, pero A € D.

6)  Como se trabaja con condicional, definamos conjuntos que cumplen el antecedente pero falla la
tesis. Sea A = {1}, B={1,2} yC = {1,3},asi: ANB = ANC = {1}, pero claramente B # C.
343 Sea A = {1,2} por lo que A = @, asi se tiene:

* P(A) ={2}
* P(A)={2,{1},{2},{1,2}} = P(A) =0

Y claramente {@} # @

344D
Hipoétesis B = C por absorcién sust. 1.) en 2.)
1) AUB=C BCC — (apie) —
2) (AUC)NB=C xeB = xe€AUB
= x € C porl)
CCB
xeC = xe€(AUC)NBpor2)
= x€B
345

(a,b) € Ax (BUCQ) aeAANDbe (BUC)

ac ANMbeBVDbe(

(aec ANbeB)V(aeAANDeQ)
(a,b) € (AxB) V (a,b) € (AxC)
(

b
a,b) € (AxB)U(AxC)

AR

346D De (1), C = A U B. Sustituyendoen (2): (A U C) N B=(A U (AU B)) N B=
(A U B) N B = B (absorcién), y como esto es igual a C, se obtiene B = C. Sustituyendo B = C en (3):
(A N C) U C = C (absorcién), y esto es igual a A, asi A = C. Por lo tanto B=Cy A = C.

347D Six € M N D,entoncesx € M C A N Bimplicax ¢ B;perox € DC A N B
implica x € B - contradiccién. Por lo tanto no existe tal x, es decir M N D = &.
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3.4.8@‘3 Seax € B,esdecirx ¢ B.Six € A,comoA C B N Dsetendria x € B, contradiccién;
luegox ¢ A,esdecirx € AC A U C.

3.4.9@‘3 Seax € B—A,esdecirx € Byx ¢ A. Como x ¢ A, tampocox € A N B; por lo
tantox € A N B.

3410 ® Seax € D.ComoB N D=g y x € D, sesigue x ¢ B, es decir x € B. Por lo tanto
D C B.

3.4.11@‘3 Seax €¢ BN D,esdecirx ¢ B N D.Six € A,comoA C By A C D, se tendria

x € Byx € D,esdecirx € B N D, contradiccién. Luego x & A, es decir x € A.

3412&® (a) Contraejemplo: A = {1},B = &,C = {1}: (AAB) U C = {1} pero (A U
C)A(B U C) = {1}A{1} = @. (b) Se prueba por casos seguin x € C ono: six € C, ambos lados
equivalen a “x pertenece exactamente a uno de A, B”; si x ¢ C, ambos lados son falsos. Por lo tanto son
iguales para todo x.

3.4.13 @‘B Ambas opciones llevan a contradiccion: si M € M, por definicién de M (conjuntos
que NO se contienen a si mismos), M & M; si M ¢ M, entonces M cumple la propiedad definitoria,
por lo que M € M. Es la Paradoja de Russell: muestra que M no puede ser un conjunto bien definido
dentro de la teoria intuitiva de conjuntos.

344D Es una paradoja de autorreferencia andloga a la de Russell: la frase “el menor entero
positivo que no se puede definir con menos de quince palabras” tiene, ella misma, menos de quince
palabras, por lo que N quedaria definido asi, es decir N € A - contradiciendo que N € A. Muestra
que “definible con menos de quince palabras” no es una propiedad bien definida.

Soluciones del Capitulo 3
4.2. Operaciones con relaciones. Grafico y matriz de una relacion

121

1) Gr={(1,1),(1,4),(1,7),(41),(7,1)}
111 00 1 111
2) ST'ToR=MrOMg1= {10091 0 1]/=10 0 1
100 010 00 1
3) * Gs1,r = {(1,1),(1,4)(1,7),(4,7),(7,7)}

° Gﬁ = {(4-1 4)/ (4/ 7)/ (7/ 4)/ (7/ 7)}

Finalmente G 1, 7 = {(1,1),(1,4),(1,7)}

122

1)  eGr={(0,0),(02),(22),(40),(42),(44)(46),(62),(66)}
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* Gs={(0,0),(0,2),(0,4),(0,6),(2,0),(2,2),(2/4),(4,0),(42),(6,0)}

1 010 0 00O

0011
1111 (0001 0111
2) SoR =Mz OMg = © =
0010 0011 0011
0011 (0111 [0111

3) eGrus=1{(0,0),(0,2),(0,4),(0,6),(20),(22),(24),(4,0),(42),(44),(46),(6,0),(6,2),(6,6)}
* Grns ={(0,0),(0,2),(2,2),(4,0),(42)}

Finalmente:

G(rus)-(rns) = {(0,4),(0,6),(2,4), (4,4), (4,6), (6,0),(6,2),(6,6)}.

123

D Gsust ={(1,2),(1,3),(1,4),(21),(2,3),(24),(3,1),(3,2),(3,4),(41),(42),(43)}
Gr ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4), (4,2),(43)}

Finalmente:

Gsus1-r =1{(1,4),(41)}

0 00O 0110 1 011 0 00O
1000 1 010 0100 0010
2) Mp,sr = © - =
1100 1101 0010 1 000
1110 (0110 [1to0oo01 [0110
124D
1) * Gr=1{(34),(3,6),(43),(45),(46),(54),(56),(6,5),(6,6)}
* Gs=1{(33),(3,5),(45),(46),(53),(54),(56),(6,3),(6,6)}
01 01 1 010 1 011
1 011 0 011 1 111
2)  Primeramente se obtendra: Mg,z = © =
01 01 1 101 1 011
0011 (1001 |1 10 1]
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0100
00 0O
Ahora, necesitamos Mg 7w =
0100
0 0 1 0]
01 00 01 01 0100
0 00O 1 011 00 00
Finalmente, Mg,z ~» = A —
01 00 01 01 01 00
0 0 1 0] 0 0 1 1] 0 0 1 0]
125
1) * Gr=1{(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(2,5),(3,3),(53)}

* Gs=1{(1,1),(1,2),(1,3),(21),(22),(23),(31),(3,2)}
* Grios ={(1,2),(21),(31),(32),(33),(3,5),(51),(52),(53),(55)}

2)  Primero obtendremos la matriz M+ y la matriz M s

1 1 01 1 110
0 00O 1 110
M%: , Msz
1 1 01 1 1 0 0
1 1 0 1] 10 0 0 O]
1 010
_ 1 010
Finalmente (M) T
0 00O
000 0
126D
Ly * Gs-r =1{(4,6),(66)}
1 1 0 1 0 O 1 0 1
2)  Primeramente: Msor (1 1 0| ©@ |0 0 1/ =1[1 0 1

1 00 1 01 1 00
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Por lo tanto,

010
Mgmz=10 1 0
01 1

W
~"
[ ]

GROR = {(31 3)/ (3/4)/ (4/ 3)/ (414)1 (6/3)r (6/4->}
Gs1=1{(33),(6,4),(3,6),(66)}

o G(ROR)QS*1 = {(3/3)/ (6’4)}

427

1) * Gr=1{(22),(24),(26),(42),(44),(62)}

* Gs={(26),(42),(44),(46),(438),(6,6),(86)}

2)  Primero obtendremos la matriz las siguientes matrices

1110 0010
1100 1111
MR — , MS g
1000 0010
10 0 0 O] 0 0 1 0]
0100 1010
0100 1000
Mg—l = ’ M'R,S—l = ’ MR—S”
1111 0 00O
01 0 0] 0 0 0 0]
0010 0
1100 1
MR ns = ’ Finalmente MWU RS =
00 0O 1
0 0 0 0] 1
128
1)  De acuerdo a los datos anteriores tenemos:
100

Mz =10 1 0

0 01

200
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Ademas:
* Gr=1{(x0),(x,3), (1), (¥.3),(z2),(z3)}
* Gs={(x0),(y0),(20),(z1),(z2),(z3)}

2)  Dado que:

* Gr={(x0),(x3), 1), (¥3)(22),(23)}
* Gg={(x1),(x2),(x3), (1), (¥2) (¥3)}

Tenemos: Gp5 = {(x,3), (v, 1), (v,3)}

3) Dado que:
* Gp1 = 1(0,%),(3,%), (Ly), 3y),(2,2),(3,2)}
* Gs=1{(x0),(40),(z0),(21)(z2),(z3)}

Tenemos: Gg-1,5 = {(x,x), (y,x),(z,x),(2,¥), (z,z) }. Por lo que su matriz asociada corresponde a:

100
Mgp-1,6 =11 0 0
111

201

De manera alterna, puede obtener dicho resultado realizando las siguientes operaciones con matrices:

MsOMp- :MSQM%

O sea:
T
1000/ [1001
MsOMg1=11 0 0 0/®@f0 1 0 1| =
1111 0011
100
SMsOMra=11 0 0
111
129
1210®®

1)  Dado que:

100 0
100 0/©
111 1
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* Gr={(1,1),(1,2),(1,3),(1,5),(2,3),(2,5),(3,2),(3,3),(3,5),(51),(52),(53),(55)}
* Gs={(12),(1,3),(1,5),(2,1),(2,5),(32),(35),(51),(55)}

Tenemos: G s = {(1,1),(2,3),(3,3),(5,2),(5,3) }

Por lo tanto: Gz _sy1 = {(1,1),(3,2),(3,3),(2,5),(3,5)}

2)  Dado que:
* Gr={(11),(1,2),(1,3),(1,5),(2,3),(25),(32),(33),(3,5),(51),(52),(53),(55)}
* Gs=1{(1,2),(1,3),(1,5),(21),(2,5),(3,2),(3,5),(51),(55)}
* Gs={(1,1),(2,2),(2,3),(31),(53),(52),(53)}

Tenemos: G ns = {(1,2), (1,3)(1,5), (2,5), (3,2), (3,5), (5,1), (5,5)}

Por lo tanto: G(Rm&)oé ={(1,2),(1,3),(1,5),(2,2),(2,5),(3,2),(3,3),(3,5),(5,2),(5,5) }. Por lo que su
matriz asociada corresponde a:

0111
0101

M(RﬁS)og
0111

01 0 1]

De manera alterna, puede obtener dicho resultado realizando las siguientes operaciones con matrices:

MsOMprns =Mz0O (Mg A Myg)

O sea:
1 000 1 111 0111 1 000 0111
0110 0 011 1 001 0110 0 0 01
Mg@MRn‘g: ® AN = ®
1 010 0111 0101 1 010 01 01
0 1 1 0] [ [1 1 1 1] 1 0 0 1]] 0 1 1 0] 1 0 0 1]
0111
01 01
S MzOMpas =
0111
0 1 0 1]



https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 203

121®D Con A = {2,4,6,8}, como (b —a)?> € A solo puede darse si (b —a)?> = 4 (el tnico
cuadrado en A), es decir |b — a| = 2:

Gr ={(24),(42),(46),(6,4),(68),(86)}

Calculando S o R (con Gg = {(2,4),(4,6),(6,2),(6,6),(8,2)}) se obtiene
{(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,6),(8,2),(8,6)}; su complemento en A X A es
{(2,2),(2,4),(2,8),(4,8),(6,4),(6,8),(8,4),(8,8)}. Como R es simétrica, R~! = R. Uniendo
ambos conjuntos:

Gﬁ URrR-1— {(2'2)/ (2,4.), (21 8)/ (4-'2)/ (4/ 6)/ (4/ 8)/ (614)/ (6/ 8)/ (8/ 4)/ (8/ 6)/ (8/ 8)}

122G

Mg 1 2 3 4
1 1111
2 0101 = Gr={11),(12),(13),(1,4),(22),(24),31),(32),(53),(3,4),(42),(44)}
3 1111

4 0101

GS—1 = {(11 1)/ (4r 1)/ (3/ 2)/ (214)/ (3r4)}
Gr=1{(21),(23),(41),(43)}

StnNn R={41)}
01 1 00 1 01 1
1213 ConMp = [g 0 1| YMs = |1 1 ol: YMr vV Ms =111 1];@
10 0 101 101

0 01 1 1 1 011
Mr ANMs=|g o0 0/;BOMrOMs=11 0 1|/ Mgaz7=MzOMsa= |0 1 1|

1 00 0 01 111

1214D® Seaa € Dr — Dgs. Entonces 3b:aRb(puesa € Dg)y,comoa ¢ D s, en particular
- (a Sb) para ese mismo b. Luegoa (R — S) b, esdecira € Dg_g.

1215 Sibe (RN S)A] = Jae€ AtalqueaR N Sb, portanto aRb y aSbh, es
decir, b € R[A] N S[A]
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Soluciones del Capitulo 4

501
a) f(2,3)=2+3=5
b.)

c) f({3} x{3}) = f(3,3) =6

d.

e) f1({4}) =1{(31),(22),(1,3)}
£)

502
a) f(6,2)=3y f(3,1)=3
b.)
c.)

d) f ({1,2,5}) — {(3,3),(4,2), (6,3)} . Observe que -1 G) —0

503

a.) Ver el ejemplo 5.6

b) b e f(C)—f(D) b e f(C) Ab¢f(D)

dc € C talque f(c) =bA Ad € D talque f(d) =0
dc € C talque f(c)=b AVd e D, f(d) #b
dc € C—D talque f(c)=10

b e f(C—D)

IR

c.) Como C—D =C N D, aplicamos el resultado anterior: f(C) — f(D) C f(C—D) = f(C N D)

504 Para demostrar f~!(M) C f~!(N), basta con darnos un elemento que pertenezca
f~Y(M) y demostrar que dicho elemento también pertence a f ~!(N). Asi:

a € f Y (M) <= 3bec Mtalque f }(b) =a
Perocomob € M C N = b € N, por lo tanto se tiene:

b € Ntalque f'(b) =a <= a € f {(N)
Por lo tanto f~1(M) C f~1(N).
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5.2. Operaciones con funciones. Composicion e inversa

521D
(fog)(x) =x—vx—1, (gof)(x)=VaZ—x
522N St 1)

X
(fog)x) = (g0 f)x) = ==
523D : )
(fog)(x) = 75 +2 (o)) =73

524 f esbiyectivay (fog)(x) =(go f)(x)=x

525@ 0 (fog)(x) = — 12

Cx+2
526 @ Basta verificar f(g(w)) = w: con g(w) = %,
3(2w+1 w
PR (OES P = ki~ S
sw)=2 -2

Como los dominios y codominios de f y g coinciden correctamente (f : R — {2} - R— {3}, ¢g: R —
{3} — R — {2}), esto confirma que f es biyectivay g = f 1.

527 Primero calculamos la funcién inversa de h. Dado que & es una funcién polinomial, se
cumple que es biyectiva. Por lo que:

y=h(x) < y=3x—-4

— y+4=3x
4
y+4_

x+4

Por lo tanto, h~!(x) = . Asi tenemos:

(hfl ogoh)(x) =

15x — 4
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528 Primero calculamos la funcién inversa de f. Dado que f es una funcién polinomial, se
cumple que es biyectiva. Por lo que:

x
Por lo tanto, f~1(x) = \3/;. Asi tenemos:

(fTlogof)(x) =

= f1(2ax®+3)
_ 3/2ax343
B a
5290 Como g es biyectiva podemos calcular su inversa, asi:
=g(x) = y= a
y=2 YT 12
— y(x+2)=x
— yx+2y=x
— x(y—1)=-2y
-2
= x=_—7
y—1
2
— x=_J
1-y
1 2x )
Por lo tanto, g~ (x) = ——. Asi tenemos:

1—x
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(7 ofog)(x) = g (f(s(x))

X
1-— -1
<x+2 >
2x —2x —4
x+32c
Cx+42
—4
- x+2
2x +4 —x
x+2
-
x+4

5210

1)  Para probar que f es biyectiva, debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva. Asi:

e Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € [1, +o0])[f(a) = f(b) = a =b]. Asiseana,b €
[1, 400 ] se tiene:

fay=sn) — TH2-TE2
= V(a®+2) =a?(b? +2)
= b +2b? = a%b? + 242
= 2b? =24’
— a=1b

Por lo tanto, f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Se debe mostrar que (Vb € (1,3])(3a € [1, +oo]) [b = f(a)].

Asiseab € (1,3] se tiene:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 208

a? +2
b=f(a) = b= )
= ba’®=a>+2
= a*(b-1)=2
2
2 _
- a° = b—1
2
=44/ —
- a b—1
2 . o
Como sabemos que a € [1, 40|, tomamos a = o1 Asi se se cumple todas las imédgenes de

f tienen una preimagen, por lo que se concluye que f es sobreyectiva.

2)  Dado que f es biyectiva podemos calcular su inversa. Asf:

x2+2
]/:f(x) — = 2
= yx?=x2+2
— x(y-1)=2
2 2
= ="
y—1
— x== 2
y—1
2 3 2
Como sabemos que x € [1, 40|, tomamos x = 1 Por lo tanto f~*(x) = 1

5211
1)  Se debe mostrar que (Va,b € R) [g(a) = g(b) = a =1|. Asiseana,b € R se tiene:
g(a)=g(b) = f(a)+k=f(b)+k conalgink € Z
= fla) = f(b)
= a=D>b; pues f esinyectiva

Por lo tanto, g es inyectiva.

2) Seab € R. Como f es sobreyectiva, existe a € R tal que

f(a)=b—k.

Entonces
ga)=f(a)+k=(b—k)+k=0.
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Por lo tanto, g es sobreyectiva.

3) Dado que g es biyectiva podemos calcular su inversa. Asi:

y=g) = y=flx)+k
— y—k=f(x)
= fly—k=x
Por lo tanto, g~ (x) = f~1(x — k).

52128 para probar que f es biyectiva, debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva. Ast:

* Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € R— {—-2})[f(a) = f(b) = a =Db]. Asiseana,b €
R — {—2} se tiene:
2 2b

31+6 3b+6

2a(3b + 6) = 2b(3a + 6)

6ab + 12a = 6ab + 12b
12a = 12b

A

a=="b

Por lo tanto, f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Se debe mostrar que (Vb € R—- {g}) (Ja € R—{-2})[b = f(a)].

2
Asiseab € R — {} se tiene:

3
2a
b_f(a) — b_3a—|—6
= b(Ba+6)=2a
= 3ab+6b=2a
= a(3b—2)= -6
:> u—i
- 3h-2
— a=_°
- 2—-3b

2
Dadoqueb € R — {3 }, entonces se cumple 2 € R — {—2}, por lo tanto todas las imagenes de f

tienen una preimagen, asi concluimos que f es sobreyectiva.
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5213

1)  Se debe mostrar que (Va,b € R—{1}) [f(a) = f(b) = a =1]. Asiseana,b € R — {1} se tiene:

fla)=f) = 2E2_2HD
= (2a+3)(b—-1)=(2b+3)(a—1)
— 2ab—2a+3b—3=2ab—2b+3a—3
= —2a+3b=-2b+3a
= —5a=-5b
— a=0b

Por lo tanto, f es inyectiva.

2)  Para que f sea sobreyectiva, se debe cumplir que (Vb € R — {k})(3a € R—{1})[b = f(a)].

Asiseab € R — {k} se debe dar que:

2a+3
b= a—1
b(a—1)=2a+3

b= f(a)

ba—b=2a-+3

a(b—2) =3+b
L3+
b—2
Dado que a € R — {1}, entonces debe darse que b € R — {2}, por lo tanto k = 2.

el

5214 Dado que f es biyectiva podemos calcular su inversa. Asi:

y=f(x) < y=-2x>+5

— 2x>=5-y

5—y
<= 2:
YT
5—y
— 27
— X 5
5—y 1 5—x
Como sabemos que x € | — o0,0], tomamos x = — T.Porlotantof (x) =— 5

5215

1)  Para probar que f es biyectiva, debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva. Asi:
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* Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € R—{—3})[f(a) = f(b) => a =1D]. Asiseana,b €
R — {—3} se tiene:

3a—7 3b-7
9a4+6 9b+6
(3a—7)(9b+6) = (3b—7)(9a+6)

27ab + 18a — 63b — 42 = 27ab + 18b — 63a — 42
8la = 81b

AR

a=2"b

Por lo tanto, f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Se debe mostrar que (Vb € R— {;}) <3a € R— {—}) [b= f(a)].

1
Asiseab € R — {3} se tiene:

_ 3a—7
 9%+6
b(9a+6)=3a—-7

b= f(a)

9ab+6b=3a—-7

AR

a(9b —3) = —6b—7

L —6b—7
T 93

I

1 2
Dado que b € R — {3 }, entonces se cumplea € R — 37 Por lo tanto todas las imégenes de f

tienen una preimagen, asi concluimos que f es sobreyectiva.

2)  Primero determinemos f~!(x):

3x—7
— y(9x+6)=3x—-7
<~ xy+6y=3x—-7
_ —7-6y
= x= 5y =3
—7 —6x
= flx)=
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Ahora encontremos: (f o f)(x)

(fof)x) <= f(f(x))

it

3x—7
3 —
<9x+6>

— 3x—7
9<9x+6> +o
9x — 21 — 63x — 42
— 2795—693x++ 564x+36
9x+6
— —7 —6x
9x —3

) = (fo f(x)

5216 Como se pide que f sea lineal, se cumple que 3m,b € R tal que f(x) = mx + b. Asi
tenemos que:

(Fofof)() FF(F()))
f(f(mx +1b))
f(m(mx +b) +b)
f(m*x +bm +b)
m(m?x +bm +b) +b

lHHHHlﬂ

mix +bm%+bm+b

Dado que debe darse m3x 4+ bm? + bm + b = —8x + 5, se debe cumplir que:

5
2 - 2
bm=+bm+b = 5 b = 3

Asi la tinica funcién lineal que cumple (fo fo f)(x) = —8x+5es f = —2x + g

5217 Primero calculamos la funcién inversa de f. Dado que f es una funcion polinomial,
se cumple que es biyectiva. Por lo que:
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y=f(x) < y=3x-1
— y+1=3x
x+1

Por lo tanto, f~1(x) = 3 Asi tenemos:

(fTlogof)(x) =

y=f1g(f(x) <= y=

7 —3x

Por lo tanto, f~1(g(f(x))) = g

5.2.18 @ ‘B Primero se obtiene
(hogoh 1) (x) =2x —18.

Siy = 2x — 18, entonces x = (y + 18) /2. Por lo tanto,

o x+18
=

(hogoh ) (x)

1
5219 Primero, g (x) = . Ademads,

213
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Por lo tanto, 5
-1 X =
(g ohoh)(x)—4x_18.

Para el dominio se requiere x # 4y h(x) # 4, es decir,

2
x—4

9
=R—-44,-¢.
p-Rr- {43}

7é4z>x7ég.

52200  Como

2x — 3
-1
= — 1
g (x) x_1 4 x# 7
se tiene , 1
-1 o X =
(fog )(x) - 2;:13+2 - 4x_5'

Ademés debe cumplirse g~ (x) # —2, lo que equivale a x # 3. Por tanto,
5
Dfog1 =R — {1, 4} .

5221 Como (2,5) € Gy, se tiene f~1(5) = 2. Entonces

=5 — k4=5t-10 = #=14 = |k=_|

5220 @
1))
Para probar que f es biyectiva, debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva. Ast:

* Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € R)[f(a) = f(b)) = a=Db]. Asiseana,b € R se
tiene:

f(a)=f(b) = a+2=0p+2
= =0
— a=1b

Por lo tanto, f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Se debe mostrar que (Vb € R)(3a € R) [b = f(a)].

Asiseab € R se tiene:
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b=f(a) = b=a>+2
— b—-2=4°
— JVb—2=aqa

Dado que b € IR, entonces se cumple 2 € R, por lo tanto todas las imagenes de f tienen una
preimagen, asi concluimos que f es sobreyectiva.

2) Dado que f es biyectiva podemos calcular su inversa. Asf:

y=f(x) <= y=x>+2
= y-2=1x°
= Jy—-2=x

Por lo tanto, f~1(x) = v/x — 2.

2
5223 Iniciemos con f(x) = %, podemos notar que dicha funcién solamente tiene una

restriccion en x = —1, por lo que su dominio debe ser R — {—1}. Ahora para calcular su &mbito, basta
con calcular el dominio de su funcién inversa, asi:

_x+2
Cox+1

yx+1)=x+2

y=f(x)

yx+y=x+2

x(y—1)=2-y
x:72—]/

y—1

rreea

Por lo tanto, el ambito de f debe ser R — {1}.

Ahora como g es una funcién polindmica sin restricciones, su dominio y su dmbito seran R. Para calcular
su inversa tenermos:

y=8x) <= y=2x-1

— y+1=2x
y+1
P =
T
-1 y+1
Por lo tanto, g7 (x) = -

Finalmente para calcular (¢~! o f)(x) tenemos:
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8o N)x) = g (f(x)

s g1 (X2
J x+1

2

SR
<~ 5
— 2x+3
2x +2

5224
1)
Para probar que f es biyectiva, debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva. Ast:

e Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € | —o0,1]) [f(a) = f(b) = a=1|. Asiseana,b €
| —o0,1] se tiene:

fla)=f(b) = (@—-172+2=(b—1*+2
— (a—1)*=(b—1)?
= |a—1]=1|b—-1|
— —(a—1)=—(b—1) puesa,b €] —o0,1]
— a=b

Por lo tanto, f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Se debe mostrar que (Vb € [2, +o0])(Fa € | —o0,1]) [b = f(a)].

2)  fYx)=1-+/x—2parax € [2,+0oo[; se obtiene despejando x en y = (x — 1) + 2 y tomando la
raiz con signo negativo, pues x < 1.

5225

1)  Primeramente, es necesario determinar el dominio de la funcién.

* 7y ={(31),(3,2),(53),(41),(42),(43),(51),(52),(53),(6,1),(6,2),(6,3)}
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Observe que f(4,2) = f(6,3) = 2, por lo tanto, No es inyectiva
2) 9

3)
No es sobreyectiva, pues, por ejemplo, para y = 4.2, no existe (a,b) tal que f(a,b) = 4.2

4 C={G3),42),51)}
5 (42),(6,3),(31),(6,2)

5226

1) Tenemos que f P(B) — {0,1,2,3,4}, donde P(B) =
[@,{1}, {3}, {9}, {1,3}, 1,9}, {3,9},{1,3, 9}}

Como que f(X) = |X|, tenemos que:

f(@) = |2 =0. f{L3}) = {13} =2,

« f{1H) =1} =1 * f{1L9}) = {19} =2

* f{3H) =8} =1 * f{3,9}) = {39} =2
f9)) = {9} =1. f({1,3,9}) = |{1,3,9}] = 3.

Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.
Ademas f(P(B)) = {0,1,2,3} # {0,1,2,3,4}, por lo tanto f no es sobreyectiva.
2) Tenemosqueg: A x B — {3,4},donde A x B={(8,1),(8,3),(8,9)}, tenemos:

* g({(81)}) =4 » 5({(83)}) =4 e ¢({(8,9)}) =3

Note que g({(8,1)}) yag({(8,3)}) les corresponde una misma imagen (4), por lo tanto g no es inyectiva.

Ademas f(A x B) = {3,4}, como dicho conjunto es igual al codominio se verifica que g es sobreyectiva.

3)  Debemos buscar todas las preimégenes cuyo resultado sea 2, o sea todos los subconjuntos de P(B)
cuya cardinalidad es 2. Ast:

2 = {{1,3},{1,9}, {3,9}}

4)  Tenemos que ¢({(8,1)}) = 4. Luego debemos calcular g~1({4}), o sea debemos encontrar todos
los pares de (a,b) € A x Btal que a > b. En este caso s6lo cumple cuando se tiene el par (8,9), asi:

g g8 1}) =g ({4} = {(8,9)}
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5227@®

1)  Tenemos que:
* fO)=1 * f(2)
c f)=2 * fB3)

Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.

1. o f(4)=3.
2. o £(5) =4

2) Tomando como base las imagenes calculadas en el punto anterior, tenemos que el &mbito de f
corresponde a {1,2,3,4} # A, por lo tanto f no es sobreyectiva.

3) Tenemos:

* f(0)=3. * f(3) =6. * f(6) no existe, pues el 6 no
es elemento de A

Por lo tanto,f({0,3,6}) = {1,2}

4)  Tenemos:

e f(2)=1. * f(4)=3. * f(5) = 4 no existe, pues el
6 no es elemento de A

Por lo tanto,f({2,4,5}) = {1, 3,4}

5)  Para determinar f~1({3,5}) y f}(f({4})) debemos buscar todas las preiméagenes cuyo resultado
sea {3,5} y {4}. Tomando como base las imagenes calculadas en el punto (a), tenemos:

{3} =4
s =0
f{4h) =5
Asi tenemos:

FHBsHU(f({4)) = {45}

5228

1)  Debemos determinar el dominio de f
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* 72 ={(11),(1,2),(1,3),(21),(2,2),(23),(31),(3,2),(3,3)}

a.) f esinyectiva.

Tenemos que:

* f(L1)=2 * f(2,1)=1 . f(3,1) =2
e f(1,2) =3 e f(2,2) =2 e f(3,2) =1
e f(1,3) =4 e f(2,3) =5. e f(3,3)=2.

Note que a varias preimédgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.

b.) f essobreyectiva.

Tomando como base las imdgenes calculadas en el punto anterior, tenemos que el ambito de f
corresponde a {1,2,3,4,5} # B, por lo tanto f no es sobreyectiva.

2) Para determinar f~!({2,7}) debemos buscar todas las preimagenes cuyo resultado sea {2,7}.
Tomando como base las imagenes calculadas en el punto (a), tenemos:

fH{2h) =1{(11),(2,2),(3,3)}
{7y =02

3) 2N =12 ={(11),(22),(31),(33)}

5229

1)  Debemos determinar el dominio de f

@ Df=1{(21),(22),(23),(24),31),(32),(3,3),(3,4),(51),(52),(53),(54)}

a.) f esinyectiva.

Tenemos que:

* f(21) = * f(24)=4 * f(33)=6 * f(52) =
* f(22) = * f(31) = . ) =6. * f(53) =
¢ £(2,3) =4 ¢ £(3,2)=2. o £(51)=1. o £(54) =4

Note que a varias preimédgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.
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b.) f essobreyectiva.

Tomando como base las imdgenes calculadas en el punto anterior, tenemos que el ambito de f
corresponde a {1,2,3,4,6} # {1,2,3,4,5,6,7}, por lo tanto f no es sobreyectiva.

2) Paradeterminar f~1({1,3,5}), f1({7}), f(f"1({4})) debemos buscar todas las preiméagenes cuyo
resultado sea {1,3,5}, {y} y {4}. Tomando como base las imagenes calculadas en el punto (a), tenemos:

fH{L3,50) ={(21),(3,1),(51),(53)}
{7 =0
{4 =1{(2.2),(23),(24),(54)}

3) Calculemos primero C:

—{(24) (3,3),(5,1)}, luego, f(C) = {4,6,1}.
As, f7H(F(C) = {(21),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,3), (3,4),(51)}

4)  f(2,f(2,2) = f(2,4) =4

5,1)
(2,1

4

5230

1) Tenemos que f P(A) — {0,1,2,3,4}, donde P(A) =
[, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {ab, C}}

Como que f(B) = |B|, tenemos que:

* f(©@) =2 =0. * f({ab}) = {a, b} =2
f({a}) = Ha}[ = 1. f{a,c}) = [H{a,c}| =2.

* f{b}) = {b}[ =1 * f{bc}) =[{bc} =2

* f{e}) =Hei =1 * f{ab,c}) = Hab,c}|=3.

Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.

Ademas f(P(B)) ={0,1,2,3} # {0,1,2,3,4}, por lo tanto f no es sobreyectiva.

2)
a) f({{a} {a,b},{b}}) = {{1,3}
b.) Note que f~1({4}) = @, por lo tanto, f(@) = 0
c.) Note que f({b}) = 1, por lo tanto f~1(1) = {a,b,c}
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5231

1)  Primero vamos a calcular los gréficos de cada una de las funciones. Como:

fiPA) =By P(A) = (D {a} (b} e} {a, b} {a e}, {b,c), {a, b))
Se cumple:
?) = |2| =0. .
{a}) =Ha}| =1 .
{b}) = Kb} =1 .
{c}) =Hc} =1 .
Por lo que tenemos Gy = {(@,0), ({a}, 1), ({b},1), ({c},1), ({a,b},2), ({a,c},2), ({b,c},2), ({a,b,c},3)}.

También tenemos:

({a,b}) = [{a,b}| = 2
({a,c}) = Ha,c} = 2.
({b,c}) = [{b,c} = 2.
({a,b,c}) = [{a,b,c}| = 3.

f(@) f
* S f
* f
f f

* g(0)=1 e g(l)=2 * 8(2)=3. *g(3)=1 ° g(4)=2
Por lo que tenemos G, = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,1), (4,2)}. Finalmente tenemos que:

Geor = {(@,1),({a},2), ({0},2), ({c},2), ({a,b},3), ({a,¢},3), ({b, ¢}, 3), ({a,b,c}, 1)}

Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto g o f no es inyectiva.
Ademas el &mbito de g o f corresponde a {1,2,3} y como dicho conjunto es igual al codominio se verifica
que g o f es sobreyectiva.

2)  Debemos buscar todas las preimédgenes cuyo resultado sea 2 o 3, o sea todos los subconjuntos de
P(A) cuya cardinalidad es 2 0 3. Ast:

“1({2,3}) = {{a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}

3)  Debemos buscar todas las preimédgenes de g o f cuyo resultado sea 2 o 3. Tomando como base los
resultados obtenidos en la parte (a) tenemos:

(g0 /)7'({2,3}) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c}}

5232

1)  Tenemos que:
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Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.

2) Tomando como base las imagenes calculadas en el punto anterior, tenemos que el &mbito de f
corresponde a {1,2,3,4,5,6} # A, por lo tanto f no es sobreyectiva.

3) Tenemos:

* f(0)=3. > f(3) =6. e f(6) =3.

Por lo tanto,f({0,3,6}) = {3,6}

4)  Para determinar f~!({0}), debemos buscar todas las preiméagenes cuyo resultado sea 0. Tomando
como base las imagenes calculadas en el punto (a), tenemos:

f{oh) =0
Ahora, como f({6}) = 3 debemos determinar f ! ({3}) o sea, todas las preiméagenes cuyo resultado sea
3. Asi tenemos:

({3} = {06}

Por lo tanto, f~1({0}) U £~ (F({6})) = {0,6}

5.2.33 @ ‘B Tenemos:

g(f(x-y))
g(f(x) + f(y))
FUE) + W)

x+y propiedad de la funcién inversa

(8o f)(x-y)

el

5234 @
1)  Tenemos que f : P(A) — B,donde PP(A) = {@,{1},{3},{9},{1,3},{1,9},{3,9},{1,3,9} }. Por
lo que tenemos:
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Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.

Ademas f(P(A)) ={0,1,3,9} = B, por lo tanto f es sobreyectiva.

2)  Tenemos que C = {{1,3},{1,9},{3,9}}, pues son los subconjuntos de P(A) cuya cardinalidad
es 2. Asi se debe calcular f({{1,3},{1,9},{3,9}}), tomando como base las imagenes calculadas en el
punto (a), tenemos:

f(C) ={1,3}

3) Para determinar f~1({0,3}), debemos buscar todas las preimagenes cuyo resultado sea 0 o 3.
Tomando como base las imagenes calculadas en el punto (a), tenemos:

f1({0,3}) ={2,{3},{3,9}}

5235
1)  Tenemos que f : P(A) — B, donde P(A) = {@,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Por
lo que tenemos:

* f(@)=1]2]=0 * f{1,2}) =3.
« f{1}) =1 f({1,3}) = 4.
« f{2}) =2 * f({2,3}) =5.
« f({3}) = f({1,2,3}) =6.

Note que a varias preimdgenes les corresponde una misma imagen, por lo tanto f no es inyectiva.

Ademés f(P(A)) ={0,1,2,3,4,5,6} = B, por lo tanto f es sobreyectiva.

2)  Tenemos que C = {{2},{1,2},{2,3},{1,2,3}}, pues son los subconjuntos de P(A) que contienen
al elemento 2. Asi se debe calcular f({{2},{1,2},{2,3},{1,2,3}}), tomando como base las imdgenes
calculadas en el punto (a), tenemos:

f(C) ={2,3,5,6}

3) Para determinar f~1({0,3}), debemos buscar todas las preimagenes cuyo resultado sea 0 o 3.
Tomando como base las imagenes calculadas en el punto (a), tenemos:

“1({0,3}) = {2, {3}, {1,2}}

5236 Tenemos por hipétesis:

H1. go f: A — Cesinyectiva, osea, (Vai, b1 € A)[g(f(a)) =g(f(b1)) = a1 = by].

H2. f: A — Bessobreyectiva, osea, (Vb € B)(3ay € A) [br = f(a2)].
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Y se debe demostrar que g : B — C es inyectiva, osea, (Va,b € B)|[g(a) = g(b) = a = b]. Asisean

a,b € B se tiene:

gla)=g(b) = g(f(x))=g(f(y)) puesa,b € By f essobreyectiva
— Xx=1y puesgo fesinyectiva

Asi concluimos que g es inyectiva.

5237 Se sabe que (f o g)(x) = 35 —8x o0sea f(g(x)) = 35 — 8x, por lo que debe darse que
g(x) = f71(35 — 8x). Asf como f(x) = 8x® — 5y es biyectiva por ser una funcién polinémica, tenemos:

y=f(x) < y=8x*-5
<~ y+5=28x°

= VS
8
= y;r5 =
Por lo tanto, f~1(x) = §{ o ?3_ 5, asf:
g0 =135 - 8n) = | T
5238 Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € R)[g(a) = g(b) = a = b]. Asi sean

a,b € R se tiene:
g(a) =g(b) = 2f(5a)+3=2f(5b)+3
—>  f(5a) = f(5b)

— a=0b

Por lo tanto, g es inyectiva.

5.2.39 @ ‘b Verificacion:

a.) Inyectiva: f(x) = f(y) = srtl_dy+l

= 3xy+ty—x—-2=3xy+x—6y—2 — x=

x—2 y—2
y.
1 2y +1
b.) Sobreyectiva: Si y = 3;j_2 = x = yyj_3 , es decir, V y € R — {3} hay una preimagen
2 1
X = ﬂ, por lo tanto la funcién es sobreyectiva.

-3


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 225

2 1
c.) Como f es biyectiva, se tiene que f~!(x) = ;j_3 .

5.2.40@‘3 Se necesita x2 —1 > 0, es decir x> > 1, 0sea x < —1 0 x > 1. Dominio méximo:
|—o0, —1] U [1,+o0].

5241 Como f(x) = —x?+2x = 1— (x —1)?, f es estrictamente decreciente en [1,0]
(pues f'(x) = —2x +2 < 0 ahi), por lo que es inyectiva; y es sobreyectiva sobre su rango | — oo, 1]
pues decrece continuamente desde f(1) = 1 hasta —c. Despejando x eny = 1 — (x —1)?2 con x > 1:

Fx) =1+ vI—x

5242 Inyectividad: Observe que si a4,b € [—1,c0[ entonces

> +20—1=0+2b—1 = (a—b)(a+b+2)=0 = a=bob=-2—a.
Ahora, jpuede ocurrir la opcién b = —2 — a?. Veamos,

1<—-1 = —2—-a< -1 = b< —1perob > —1, entonces el caso b = —2 — a solo puede ocurrir si
b=-2—a=—1,esdecir,sia=b=—1.

Por lo tanto: Si a,b € [—1,00[ entonces a®> +2a —1 = b>+2b —1siysolosia = b.
El estudiante debe completar el ejercicio.

5243 No es inyectiva: f(3,1) =3 = f(6,2) con (3,1) # (6,2). Tampoco es sobreyectiva: el
dominio A X B es finito (12 pares) y no puede cubrir todo el intervalo continuo [1, 6].

5.2. Demostracion de afirmaciones.

5244 Por hipétesis sabemos que g o f es inyectiva y f es sobreyectiva, se debe probar que g
es inyectiva.

Asi, Va,b € B, sig(a) = g(b) entonces a = b. Como f es sobreyectiva, existen x y y en A tales que
f(x) =ay f(y) = b, por lo que tenemos:

$(F(x)) = 8(F¥))
(520 = (g0 )W)
X =y

0= f(x) = fy) = b

Frel

.. g esinyectiva

52458 Para probar que f es biyectiva, debemos probar que f es inyectiva y sobreyectiva. Asi:
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* Inyectividad: Se debe mostrar que (Va,b € C) [(g7 o f)(a) = (g7 o f)(b) = a =1b]. Asisean
a,b € C se tiene:

(g 1of)a)=(gof)(b) = g '(f(a)) =g '(f(b)), gesbiyectiva, g~" esinyectiva
—  f(a) = f(b)
— a=b

Por lo tanto, ¢! o f es inyectiva.

* Sobreyectividad: Se debe mostrar que (Vb € C)(3a € A) [b= (g o f)(a)].

5246 Sean a,b € A con f(a) = f(b). Entonces g(f(a)) = g(f(b)), es decir (g° f)(a) =

(g f)(b); como go f es inyectiva, a = b. Por lo tanto f es inyectiva.

5247 Seac € C. Como go f es sobreyectiva, 3 a € A tal que (3¢ f)(a) = ¢, es decir
¢(f(a)) =c.Conb = f(a) € B, se tiene g(b) = c. Por lo tanto g es sobreyectiva.

5248 Sea b € B; considere g(b) € C. Como go f es sobreyectiva, 3 a € A tal que
(g f)(a) = g(b), es decir g(f(a)) = g(b). Como g es inyectiva, f(a) = b. Por lo tanto f es sobreyectiva.

5249 Sean by,b, € B con g(by) = g(bz). Como f es sobreyectiva, 3 aj,ap € A con
f(a1) = b1, f(az) = by. Entonces (g f)(a1) = g(b1) = g(b2) = (g° f)(a2), y como g o f es inyectiva,
a1 = ap,de donde by = f(a1) = f(a2) = b,. Por lo tanto g es inyectiva.

Soluciones del Capitulo 5
6.0. Principo de Induccion

601D

1) * Se demuestra paran = 1:

iiz 2 1(1+1)(2-1+1)

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

", nn+1)2n+1)
Hi: ) i =
i=1 6

H.q.d: nEHjZ i (n+1)[n+1) 46— 1][2(n+1) +1]
i=1
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Simplificamos primero el lado derecho.

(n+1D)[(n+1)+1]2(n+1)+1]  (+1)[n+2][2n + 3]
6

(n+ 1)(n6+ 2)(2n +3)
6

Dado que ya estd factorizado, no hace falta expandir el producto. Ahora trabajamos con el lado
izquierdo. Para esto separando el ultimo término de la suma. Llegamos hasta 7, y el Gltimo término
corresponde a sustituir la i por n + 1.

n+1 n
Y 2=) i+ (n+1)?
i=1 i=1
H.l. n(n + 1)6(2n +1) +(n+1)
(n(2n+1)

+n+)]

=(n+1) g

_ (n+1) 'n(2n+1)6—i—6(n+1)]

[2n2 6 6
~ (1) n +n6+ n+ ]

[2n% +7n+6

neD) '(n+2)(2n+3)]

(n+1)(n+2)(2n +3)
6

2) * Se demuestra para n = 1. Note que del lado izquierdo, si n = 1, observamos que el tltimo término
es 2/31, que es justamente el primero. Asf del lado izquierdo tenemos solamente un término:

22,1 _ 242
3 31 3 3
* Se asume que la proposicién es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:
2 2 2 1
HIL: = 4+-+-- 4+ —=1——, > 1.
3 + 9 +o 4+ 3 s M2
2 2 2 2 ? 1
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Trabajando con el lado izquierdo, se tiene:

2 2 2,2 HL, 1 2
39 T e T T g T et
B 1 2
- 37_311—&-1
3-2
=l-357
1
:1_W
3) * Se demuestra paran = 1.
? 12 (1+1)? v 4
B=-—T7 1% -
1 T

* Se asume que la proposicién es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

H.l. 13+23+33+...+n3:”(”j)_
32 (n+1)?[(n+1) +1]2

Had: 13+254+3 4. +n3+(n+1) 1

Simplificamos primero el lado derecho:

(n+12[(n+1)+1  (n+1)*(n+2)?
4 4

Ahora trabajamos con el lado izquierdo, para esto primero sacamos (1 + 1)? a factor comun. Ello sim-
plificara los célculos.

H.l. n*(n+ 1)
P42 43+ 4’ +(n+1)7° = (4)+(n+1)3

= (n+1)* [T+(n+1)]

2+4(n+1

_(n+ 12" +4(n+1)
4

N2 +4n+4

=(n+1) :

Falta entonces averiguar el valor de la suma:
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1+ 8 + 27 +"'+1382é
23 33 n3
Asi, sin® = 13824 = n = /13824 = 24. Por lo que aplicamos de férmula con dicho valor, asf
tenemos: Es decir:
242 (24 + 1)

14+2°4+3% ... 4243 = 1

= 90000.

4) * Se demuestra para n = 1. Observemos que el tltimo término del lado izquierdo corresponderia a

2 1-1)-2-1+1) = 1.3 quees justamente el primero. Asf:

1?2 1 1/
£ S L

W=

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

HI: 4ty ! =
1.3 3-5 2n—1)2n+1) 2n+1

11 1 1 2 n+l
Had —— 4. ? .
G Tt s s T T i) TR R ) £ 1] 2+ D 1

Del lado derecho se tiene que: ntl _ nrl

2n+1)+1  2n+3’

Para el lado izquierdo necesitamos expandir el producto del numerador porque hay una suma afuera
del producto.

1 1 1
350 Y i@t TRk ) 1R+ 1) + 1]
HI. n 1
T 2ut1 (it 2) —1[(2n+2) 1 1]

n 1
Tl @it ) 2nt3)

1,
1-3 3

n(2n+3)+1 2n? +3n+1

(2n+1)2n+3) (2n+1)(2n+3)

_ (n+1)2u+1) n+1
T (2u+1(2n+3)  2n+3

1 1 1
Ahora debemos calcular el valor de la suma: 13 + 3.5 + 3997 POr lo que ocupamos saber el
valor de n para aplicar la férmula, valor que encontramos analizando el altimo término de la suma:

1 - 1 . 2 _
@_(2n_1)(2n+1) = (2n—-1)(2n+1) =399 — 4n 1=2399

— 4n? =400 = > =100 — n =10
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Ast:
1-3 3-5 39 1-3 35 (2-10-1)(2-10+1)
_ 10 10
S 2-10+1 21
5) * Se demuestra para n = 1. Observamos que para n = 1, el dltimo término del lado izquierdo

1

d =
correspon ea(4'1_3)(4-1+1) 15

, que es justamente el primer término, por lo que para

comprobrar si la desigualdad se cumple para n = 1, solo se debe utilizar un término del lado

izquierdo:

1?2 1 :111
1-5 4-1+1 5 5

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi

tenemos:
HI: -ty ! ==
157509 @n—3)@dn+1) 4dn+1
11 1 1 2 n+1
Had: — 4+ - £ .
G Tt s e T T W@y ) T B D) 3B D+l dnt1) 41
n+1 _ n+1

Simplificamos primero el lado derecho:

4dn+1)+1 4n+5

Ahora el lado izquierdo:

1 1 1
590 Y @)@ Bt ) —3Bn 1) + 1]
H:.I. n n 1

dn+1 [4n+4-3|[4n+4+1]
. n 1
"1 (4n +1)(4n +5)

n(4n+5) +1 4n* +5n+1

1,
-5 5

—_

(4n+1)(4n+5) (4n+1)(4n+5)
_ (n4+1)4n+1]  n+1
" (u+T)(4n+5)  4n+5

Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con {5 aunque no asi

lo que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos
al otro lado los términos que no corresponden:
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1 4y 1 " 1 Ly 1 100
1-5 13-17 17-21 397-401  4-100+ 1
—— ~—_————
4n—3=13 4n—3=397
— n=4 = n=100
4 4
4-4+1 17
. 1 n 1 n 1 _1lo0 4 _ 96
17-21 ~ 21-25 397-401 401 17 6817
6) * Se demuestra para n = 1. Observamos que para n = 1, el dltimo término del lado izquierdo

corresponde a 1-3 = 3, que es justamente el primer término, por lo que para comprobrar si la
desigualdad se cumple para n = 1, solo se debe utilizar un término del lado izquierdo:

?21-2.
£ 69:>3é3

3

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hi: 1-342-44-+n(n+2)= n(n+1)6(2n+7).

H.q.d: 1'3+2'4+'"+n(n+2)+(n+1)(n+3)l (n+1)(n422)(2n+9)

Simplificamos el lado izquierdo:

1-3+24+---4+nn+2)+(n+1)(n+3)

U2 D)y (1) +3)
Cn(n+1)(2n+7) +6(n+1)(n +3)
2n+76)+6(n+3)
(n+1)(nn;2)(2ﬂ-6k9)

e

Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con 1 - 3, aunque no asf lo
que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos al
otro lado los términos que no corresponden:
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1-3+---4150-152 +151-152 + --- +201-203 = 201201 - 409 = 2767703
N’ e 6
n=150 n=201
150 - 151 - 307
———=1158925

6

= 151-153 +152-154---+201-203 = 2767703 — 1158925 = 1608778

7) * Se demuestra para n = 1. Observamos que para n = 1, el altimo término del lado izquierdo
4 . . . .
corresponde a 0 + 51 = 5o quees justamente el primer término, por lo que para comprobrar si

la desigualdad se cumple para n = 1, solo se debe utilizar un término del lado izquierdo:

24 ? 5 1 24 24

5 555

IR

* Se asume que la proposicién es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi

tenemos:

4 4 4 4 1

) 4 4 4 4 4 3 1
H.q.d: @4—?4_?4_..._#57_#@_5_5”“.

Simplificamos el lado izquierdo:

4 4 4 4 4
5 Ts TRt T e TEe
H.I. 1 4
= 5_5n+5n+1
1

_5_5n+1

. .. . 4
Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con 507 aunque no asi lo

que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos al
otro lado los términos que no corresponden:
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4 4 4 4
50 +--+ 59 +W +---+ 530 5 530
~— ~—
n=9 n=30
N——
4
5
4 4 4 4 41 4 4
— ot T T e T P T 5w
8) * Se demuestra para n = 2. Observamos que para n = 2, el altimo término del lado izquierdo

corresponde a 1-3 = 3, que es justamente el primer término, por lo que para comprobrar si la
desigualdad se cumple para n = 2, solo se debe utilizar un término del lado izquierdo:

?22.1.
32219 5/
6
¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:
—-1)(2
H.L: 1'3+2'4+~--+(n—1)(n—|—1):n(n )6(”4‘5).
1)n(2n+7
Had: 1:342-4+--+m—1)(n+1)+nn+2)= (n+ )n6( n+ ).

Simplificamos el lado izquierdo:

1-3+24+---+(n—1)(n+1)+n(n+2)

H:.I. n(n— 1)6(2n +5) +a(n+2)
n(n—1)(2n +5) + 6n(n +2)
(n—l)(Zni5)+6n(n+2)
(n+1)n(2n+7)6
6

Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con 1 - 3, aunque no asi
lo que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos
al otro lado los términos que no corresponden:
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1-34+---4 99-101 +100-102 + --- + 147 -149 = 148147301 = 1091426

N—— SN——~— 6
n—1=99 n—1=147
= n=100 = n=148

100 - 99 - 205

————————=338250

6
= 100-102 + - - - + 147 - 149 = 1091426 — 338250 = 753176
9) * Se demuestra para n = 2. Observamos que para n = 2, el dltimo término del lado izquierdo corre-

sponde a 2 - 5, que es justamente el segundo término, por lo que para comprobrar si la igualdad se
deben utilizar dos término del lado izquierdo:

?
1.4+2.5£2(2+1%(2+5)

14 % 14

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

n(n+1)(n+5)

Hil: 1.-442.54+---4n-(n+3)= 3

1
Had: 144254 +n-(n+3)+(n+1)- (n+1+3) = "+ )(”“;1)(”“”).

Simplificamos primero el lado derecho:
(m+1)(n+1+1)(n+1+5) (n+1)(n+2)(n+6)

3 3 ’
Ahora el lado izquierdo:

1-4+2-5+---+n-n+3)+(n+1)- (n+1+3)

Ha. ”(”+13)(”+5) +(n+1)- (n+4)
_n(n+1)(n+5)+3(n+1)- (n+4)
(n+1) (n(n+5)?i|—3(”+4))
(1) (n2+§n+3”+12)

_ (n+1)(n;2:;(n+6)
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Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con 1 - 4, aunque no asf lo
que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos al
otro lado los términos que no corresponden:

~30(30+1)(30+5)
1-442-54---4+11-14412-15+---+ 990 = 3
n=11 n24+31n=990
11(11+1)(11+5) e
3 -
= 12-15+13-16+---+990 = 10850 — 13 = 10837
10) * Se demuestra para n = 1. Observamos que para n = 1, el dltimo término del lado izquierdo

corresponde a 1 -5, que es justamente el primer término, por lo que para comprobrar si la igualdad
se debe utilizar s6lo un término del lado izquierdo:

21(1+1)(2:1+13)
6

1-5

L

5=5

* Se asume que la proposicién es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

(n +1)(2n +13)
6

Hi: 1:542-6+4-+n(n+4)="

(n+1)(n+1+1)(2(n+1) +13)
- .

Had: 1:542-64---4+nn+4)+m+1)(n+1+4)=

Simplificamos primero el lado derecho:

(n+1)(n+14+1)2n+1)+13) (n+1)(n+2)(2n+15)

6 6

Ahora el lado izquierdo:

1-542-6+---+nn+4)+(n+1)(n+1+4)

H.I. n(n+1)(2n+13)

+(n+1)(n+5)
(n+1)(n(2n+13) +6(n+5))
6

(n+1) (2n? + 13n + 6n + 30)
6

_ (n+1)(n+2)(2n +15)
6
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Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con 1 - 5, aunque no asf lo
que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos al
otro lado los términos que no corresponden:

35(35+1)(2 - 35 + 13)

1-54+2-6+---4+10-14 +10-14+---+ 1365 =

6
n=10 n?+4n=1365
= n=35
10(10+1)(2-10+13)
. =
= 10-14+11-15+---+ 1365 = 17430 — 605 = 16825
11) * Se demuestra para n = 1. Observamos que para n = 1, el altimo término del lado izquierdo

corresponde a 2, que es justamente el segundo término, por lo que para comprobrar si la igualdad
se deben utilizar dos términos del lado izquierdo:

7
1+2=211_1
<3

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: 1424224 ... 4020 —ontl 1
Had: 1424224 ... 4214 ontl —pntldl _q

Al trabajar con dicha igualdad obtenemos:

1+2+22_|_+2n_|_2n+1

H:| 21’l+1 14+ 2n+1

=211 41) -1
—_ 271+1 .21
—_ 2n+l+1 -1

Para determinar la suma solicitada, se debe observar que la férmula comienza con 1, aunque no asi lo
que nos piden calcular. Vamos a comenzar entonces desde el primer término, pero después pasamos al
otro lado los términos que no corresponden:
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1+24+4+8+---+ 32768 =251 _1 =65535
S~ S~

3 2"=32768
— n=15

=  4+8+--- 432768 = 65535 — 3 = 65532

602 ®

1)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 42! 4 372 = 13k.

* Se demuestra para n = 1, 3k tal que 4?"+1 + 372 = 13k:

21+1 | 2142 _ 43 . 23 _ 91 — 12.
4 +37=4"+3"=91=13 Z

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: Vn=12,...,3k € Z tal que 42"*! + 3"*2 = 13k. Se necesita despejar, para después, uno
de los dos términos de la izquierda, por ejemplo

42n+l =13k — 3n+2

H.g.d: 3K tal que 42(P+1+1 4 3(p+1)+2 — 13¢/.,

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 13k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de induccién. Asi tenemos:

42(n+1)+1 +3(n+1)+2
— 42n+2+1 + 3n+3
— 42 . 421’l+1 + 311+3

" 16(13k — 372 4 303

13- (16k) — 16 - 3" 2 4 3" +3
13- (16k) +3""2(—16 + 3)
13- (

3- (16k — 3"12)
k/

2)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 32"+1 4+ 2"+2 = 7k
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* Se demuestra para n = 1, 3k tal que 3" 1 + 272 = 7k:

2141 | 7142 _ a3 | 73 _ax _ .
3 427 =34+2"=35=7 i

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: Vn=12,...,3kec Ztalque 32+l 4 gnt2 — 7 Despejamos uno de los dos términos:

32n+1 — 7k _ 21’[+2

H.q.d: 3K tal que 32"+ D+ 4 2(n1)+2 — 7/,

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 7k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de induccion. Asi tenemos:

32(n+1)+1 +2(ﬂ+1)+2
— 32n+2+1 + on+3
— 32 . 3271+1 + 271+3

HZI 9. (7k o 2n+2) _’_271-"-3
:7_9k_9'21’l+2+21’l+3
=79k +2"2(2-9)

=7 (9% —2""2)
k/

3)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 32" + 72" + 6 = 8k.

* Se demuestra paran = 1, 3k tal que 32n L 72n 4 6 = 8k:

Pyl 6=324+72+6=8- 8
k

* Se asume que la proposicién es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hil: Vn=1,2,...,3ke Ztalque 32 472 6 = 8k. Despejamos uno de los dos términos:

3 =8k — 7% — 6

H.g.d: 3K tal que 32"+ 4 7201+1) 1 6 — 8k/:


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 239

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 8k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de induccion. Asi tenemos:

32(n+1) _|_72(71+1) 16
— 321’l+2 + 72H+2 +6
— 32 . 3271 + 7271+2 + 6

g, (8k — 72" —6) + 7% 1 6

=8-9k—9.-7%" —544+ 72 16
=89k +72"(7*> —9) — 48
=89k 440 72" — 48
=8 (9% +5-7*"—6)

1

4)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 10" ! +12-4"+2 — 4 = ok.

* Se demuestra para n = 0, Ik tal que 10" +12.4"2 — 4 = 9k:
10971 +12-49"2 -4 =10+12-16 —4 =198 =9 22
k

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: Vn =0,1,..., 3k € Z tal que 10""! 4+ 12-4"t2 — 4 = 9k . Despejamos uno de los dos
términos:

10" =9k —12-4"2 + 4
H.q.d: 3K tal que 10" T1+1 4 12. 40 1)+2 _ 4 = o/,

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 9k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de induccion. Asi tenemos:

10(n+1)+1 + 12. 4(H+1)+2 —4

—10-10"1 +12.4("+2) .4 4

"o ok — 12472 1 4] 112402 4 g
=9.10k — 120 - 412 440 + 48 - 4"+% _ 4
=9.10k —72-4"2 _ 36

=9 (10k — 8-4""2 — 4)

k/
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5)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 32" + 72" + 6 = 8k.

* Se demuestra paran = 1, Ik tal que 32" + 72" + 6 = 8k:

Flp72l 4 6=321724+6=8- 8
k

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: Vn=1,2,...,3k € Ztal que 3*" + 7% + 6 = 8k . Despejamos uno de los dos términos:

3 =8k —7*" —6

H.g.d: 3K tal que 32"+ 4 720141) 1 6 — 8k/:

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 8k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de inducciéon. Asi tenemos:

32(n+1) _|_72(71+1) 16
— 3211-1—2 + 727’l+2 +6
— 32 . 32?1 + 721’l+2 + 6

g, (8k — 7% — 6) + 722 1+ 6
=8-9k—9.-7" —54 + 772 1 6
=89k +7°"(7* —9) — 48
=89k +40-7°" — 48
=8 (9% +5-7%"—6)

1

6) Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 4***! 4 31"+1 — 5 = 15k.

¢ Se demuestra para n = 0, 3k tal que 42"+ + 31"+ — 5 = 15k:

4041 4 31041 _5=-30=5. 6
k

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:
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Hl: Vn=0,1,...,3k € Ztalque 42+l 4 3qntl 5 — 15k Despejamos uno de los dos términos:
31" = 15k — 42"+1 1 5

H.g.d: 3K tal que 42(+1)+1 4 31(n+1)+1 _ 5 — 15¢/,

Vamos a buscar k" tal que esta expresion sea igual a 15k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de induccién. Asi tenemos:

42(n+1)+1 + 31(m+)+1 _ g

— 42143 4 31142 _ 5

— 42 . 42n+1 +31 .31n+1 _5

Ul 6. g2 31 [15k — 4211 4 5] 5
=16-42"*1 43115k — 31 -4*"*1 1155 -5
= —15-4*""1 1 15.31k + 150

=15 (—4*"1 431k +10)
kl

7)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 10" + 3 - 4"+2 45 = 9.

* Se demuestra para n = 0, Ik tal que 10" + 3 -4"+2 + 5 = 9k:

10°+3-4%245=54=9. 6
k

* Se asume que la proposicién es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: Vn=0,1,...,3k € Ztalque 10" +3- 42 4 5 = 9f . Despejamos uno de los dos términos:
10" =9k —3-4""2 5

H.a.d: 3K tal que 100"+1) 4 3. 401142 4 5 = o/,

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 9k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de induccién. Asi tenemos:

101’l+1 _}_3.47’1-"-3_’_5
=10-10"+3-4-4"2 1 5

Rl 10 [9k —3-4"T2 —5] +12-4""2 45
=9.10k—30-4""2 —50+12-4""2 +5
=9.10k —18-4""2 — 45
=9.(10k —2-4""2 —5)

k/
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8)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 72" + 16n — 1 = 64k.

* Se demuestra para n = 1, Ik tal que 72" + 16n — 1 = 64k:

721 116-1—-1=64=64- 1
k

* Se asume que la proposicion es cierta para 1 y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: Vn=1,2,...,3ke Ztalque 72" 4 16n — 1 = 64k . Despejamos uno de los dos términos:

7% = 64k +1 — 16n
H..d: 3K tal que 72"V +-16(n +1) — 1 = 64k":

Vamos a buscar k’ tal que esta expresion sea igual a 64k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de inducciéon. Asi tenemos:

72040 L 16(n+1) — 1
=72 4 16n+16 —1
=772 4+ 16n+16—1

U 64k +1—16n) 49 + 161 + 15

— 6449 -k +49 — 784n + 16n + 15
= 64 - 49k — 7681 + 64
— 6449 -k — 64121 + 64
—64-(49 - k—12n+1)

p

9)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 22" + 151 — 1 = 9.

* Se demuestra para n = 2, 3k tal que 2" + 151 — 1 = 9k:

221415.1-1=18=9- 2
k

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:
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Hl: Vn=223...,3k € Ztal que 22" 4 15n — 1 = 9k. Despejamos uno de los dos términos:

22" — 9k — 151 + 1

H..d: 3K tal que 22**1) +-15(n +1) — 1 = 9K":

Vamos a buscar k' tal que esta expresion sea igual a 9k’. Usamos k' para diferenciarla de la k de la
hipétesis de inducciéon. Asi tenemos:

22041 L 15(n4+1) — 1
=222 L 155 +15—1
=22".22 4+ 15n+ 14

B ok — 150 11) - 4+ 150 + 14

=9-4-k—60n+4+15n+14
=9-4-k—45n+18

=9.4-k—5n+2)
[
k/

10)  Esequivalente demostrar que existe k € Z tal que 3*"+1 + 2"*1 = 5k. Paran =1,
3*4+22=85=5-17.
Supongamos 3%"! 4 271 = 5k, de modo que 3*"*! = 5k — 2"*1. Entonces

33(H+1)+1 + 2n+2 — 27 33n+1 + 221’l+1
= 27(5k — 2"*1) 42271
= 135k — 252" 1
= 5(27k —52"1).

Por lo tanto, la expresién es divisible por 5.

11)  Es equivalente demostrar que existe k € Z tal que 11”2 + 122"+1 = 133k. Paran = 0,
117 +12 = 121 + 12 = 133.

Supongamos 1172 4 122"*1 = 133k. Entonces

117+3 4122"+3 = 11(133k — 122"1) 4- 144 122"+
=133 (11k + 122"+1) .

Por lo tanto, la expresion es divisible por 133.

603
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1
1) * Se demuestra que es cierto para n = 2. En este caso el primer término es 251 3 mientras que
1
el ultimo término es 55 = T Ademés, el denominador va aumentando de uno en uno, por lo
que se tiene que:
1,1 ; 13 _ 7 /13
3 4 24 12~ 24
¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:
i o4 o 1.1
on+1 n+2 2n ~ 24
1 1 1 13
H.q.d: +ot

— >
i+ 1) +1  (n+1)+2 2(n+1) 24
Para poder usar la hipétesis de induccion, necesitamos sumar (y restar) el término 1/(n + 1). Ademads
los puntos suspensivos esconden un par de términos, que necesitamos que queden explicitos.

Asi, se tiene que:

1 1 1

CE SRR TS e A CESY

1 1 1

B TS R T

B 1 1 1 1 1 1 1

_n—i—l+n+2+n—|—3+.“+%+2n+1+2n+2_n—i—l

H>.|. E " 1 n 1 B 1
24 2n+1 2n+2 n+1

Ahora nos falta asegurarnos que los tres dltimos términos no dan un ntiimero negativo, para que toda la

expresion sea mayor a ﬂ:

1 1 1

2n—|—1+2n+2_n+1

Cn+2)(n+1)+2n+1)(n+1)— 2n+1)(2n+2)
(n+1)2n+1)(2n+2)
2 +4An 424204+ 3n+1— (4n* 4 6n+2)
N (n+1)(2n+1)(2n+2)
n+1

S D@t Den+2) <70

Entoncesiﬁ-i%- +;>E+€>E
n+2 n+3 2n+2° 24 24
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2) ¢ Se demuestra que es cierto para n = 2:
24 ? v
TSP+ =4 <0
¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:
it
HI: - < P+24- +nd
1)*?
H.q.d: (nz) <B4+ 1+ (n+1)>%
1
11
Expandiendo el lado izquierdo (por ejemplo, usando el tridngulo de Pascal): 121 Tenemos:
1331
14641
n+1)* nt+dndt+6n®+4n+1  nt 3n? 1
(17 _ =+ +—+n+7
4 4 4 2 4

Y trabajando con el lado derecho:

P+ 4+ +(n+1)°
H.l. n* 3 2
> T +n°+ 3n° + in + 1
n

1
>3

3) * Se demuestra que es cierto paran = 1:

131+1:>1é§
1 2 2

¢ Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: 1+=+4+—-+--- <
—|—2+3—|- + - <

1 1 1
— + 1L
n

N

)
11 11 ?2n+1
Had: 14+-+=+--+— <

adi T+5 42+ o+ g <

Para probar lo anterior, se prueba primero las proposiciones:

+1
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(DS S R AL SRS
2 3 n n+l7— 2 n+1
n 1 n+1
n - <
2 s+ oy < 5+

Observe que la proposicién I se obtiene inmediatamente de la hipétesis de induccién.

Probemos la proposicién 11 Y trabajando con el lado derecho:

n 1 n+1

Py — <

2+ +n+1_ 2
n(n+1)+2<n+1
2(n+1) — 2

— 4+ n+2<n*+2n+1

—1<n

+1

Utilizando transitividad , en la sproposiciones I y 11, se obtiene lo que se deseaba demostrar.
4) * Se demuestra que es cierto para n = 4:

? v/
3* <5 = 81 < 120

* Se asume que la proposicion es cierta para n y se debe demostrar que es verdadera para n + 1. Asi
tenemos:

Hl: 3" < (n+1).

?
H.a.d: 3" < (n+2)!

Expandiendo el lado derecho tenemos:

(42)l = (n+2)(n+ 1)1 = (14 2)3"

Basta verificar que se cumple

(n+2)3" > 3"*1 o cual es verdadero para n > 4.

6.04DH

a.) Cierto para n = 4 pues 2* < 4!

b.) Como 2" < n! entonces 2"-2<n!-2<nl(n+1)=(n+1)! pues n+1>2.

Por tanto 2! < (n+1)!
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605D Base n = 4: 29 < 162. Paso inductivo: (n+1)2+3(n+1)+1 = n?2+5n+5 <
3n?+9n+3 =3(n*+3n+1) <3-2-3" =2-3""! (usando la hipétesis inductiva y que n? + 51 +5 <
3n? +9n 43 <= 2n% +4n — 2 > 0, cierto paran > 4).

6.06®

a.) Cierto para n =4 pues 43 < 3"

2 2>4 3>4n=3 31+ 1
b.) Como n >4 — n> — n°>4 — n’>4n n+n>3n+

n>3 = nd®>3n?

Entonces, 3n° = n3 +n3 +n® > n® +3n2 +3n+1= (n+1)>

Como n® < 3" = 3n® < 3", portanto (n+1)% < 3"+!

607D

a.) Cierto para n =1 pues 52+6 =31-1.
b.) Supongamos 5"*! + 62"~! = 31k. Entonces
512 1 g2+l — (31 — 627~1)5 4 36 621
= 155k + 316"
=31 (5k+6"71).

Por lo tanto se cumple para n + 1.

608D ® Trabajando médulo 3: 12 =0, 7=1, 4 =1 (mod 3), por lo que 12" — 7" —4" —1 =
0-1-1—-1=-3=0 (mod 3) paratodon > 1. (Por induccién: basen =1dal12 -7 —4—1 = 0; paso
inductivo, 1271 — 77+l —4n+l 1 = 12(12" — 7" — 4" — 1) +5-7" 4+ 8 -4" + 11, y ambos sumandos son
multiplos de 3.)

Soluciones del Capitulo 6
7.2. Relaciones de recurrencia

721 ®

1)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

|
(o)
—~

|
—_
~—

I
(o)

112:5(11—6(10:5-
a3:5a2—6a1:5-
a4:5a3—6a2:5-

as = b5ag —6az =5

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:
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x> =5x—6
X*—5x+6=0
(x—3)(x—2)=0

== x=3, x=2

Entonces: a, = A-3" + B-2". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:

A + B = -1
3A + 2B = 0
cuya soluciénes A =2y B = —3, es decir, a,, = 2-3" —3-2".

Comprobando obtenemos que as = 2 -3° — 3 - 2% = 390.
2)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de Us:

Us=—Up+8U; + 12Uy = —46+ 8- (—2) + 12 (3) = —26
Ug=—Us+8Uy+12U; = —(—26) + 8- (46) + 12 (—2) = 370
Us = —Uy+8Us+ 12U, = —370+ 8- (—26) + 12 - (46) = —26

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

¥ =—x?2+8x+12
¥4+x2—8x—-12=0
(x=3)(x+2)*=0

— x=3,x=-2

——

2 veces

Entonces: U, = A-3"+B-(—2)"+ C-n-(—2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = 3
3A — 2B - 2C = =2
9A + 4B + 8C = 46

cuya solucibones A =2,B =1y C = 3,esdecir, U, =2-3"+ (=2)"+3-n- (=2)".

Comprobando obtenemos que Us = 2-3° + (—=2)° +3-.5. (—2)° = —26.

3) Utilizando la férmula obtenemos el valor de Us:
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Us=U+U —UYUy=04+1—-6=-5
Uy=U;+U,— U =-54+40—-1=-6
Uy+ Us—Uy=—-64+-5-0=-11

c
&
|

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

WP=x4x-1
P2 —x+1=0
(x+1)(x—1)2=0

— x=-1,x=1
N——

2 veces

Entonces: U, =A-(—1)"+B-1"+4C-n-1". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:

A + B + = 6
~-A + B + C =1
A + B + 2C =0

cuyasolucibones A =1, B =5y C = —3,es decir, U, = (-1)" +5-1" =3 -n- 1"

Comprobando obtenemos que Us = (—=1)° +5-1°-3.5-.1° = —11.
4)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

ay = —4ay —4ag = —4 - (

asz = —4(12—4(11 = —4'(

ag = —4az —4a, = —4- (—48) —4- (20) =112
(

as = —4ag —daz = —4- (112) —4- (—48) = —256

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

X2 = —4x —4
x> +4x+4=0
(x+2)2=0

== x=-2
H/_/

2 veces
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Entonces: a, = A-(—2)"+ B-n-(—2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:
A = 3
—2A — 2B = -8
n

cuya soluciébn es A =3y B =1, esdecir, a, =3 - (=2)"+n- (=2)".

Comprobando obtenemos que as = 3 - (—2)° +5- (—2)° = —256.

5)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a, =a1+6ay=-13+6-4=11

a3 = a,+6a; =11+6-—-13 = —67
a4 = az+6a, = —67+6-11= -1
as =aq4+6a3=—-14+6-—67 = —403

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

> =x+6

X2 —x—6=0
(x—3)(x+2) =0
- x=3,x=-2

Entonces: a, = A-(3)" + B - (—2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:

A + B = 4
3A - 2B = -13

cuya solucibnes A = —1y B =5, es decir, a, = —1- (3)" +5- (—2)".

Comprobando obtenemos que as = —1- (3)° +5- (—2)° = —403.

6) Utilizando la férmula obtenemos el valor de Us:

az=ar+a1—ag=12+1-6=7
ag=az+a,—a1=7+12—1=18
as=ag+as—a,=18+7—-12=13

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:
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C=x4+x-1
= —x4+1=0
(x —1)*(x+1) =0

= x:—l,@

2 veces

Entonces: a, = A-(—1)"+B-(1)"+C-n-(1)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = 6
A + B + C = 1
A + B + 2C = 12
cuya solucibones A =4, B =2y C = 3,esdecir,a, =4 - (—1)"+2-(1)"+3-n- (1)".

Comprobando obtenemos que as = 4 - (—1)>+2-(1)>+3-5-(1)° = 13.

7)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de Us:

az = 4ap +16a; —64ap =4-112+16-20—-64-3 =576
ay = 4az +16a; — 64a1 =4-576 +16-112 — 64 - 20 = 2816
as = 4ay +16az — 64a, =4 -2816 4+ 16 -576 — 64 - 112 = 13312

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

x> = 4x% 4+ 16x — 64
x3—4x? —16x+64 =0
(x+4)(x—4)2=0

eSS x:—4,x\:/_§

2 veces

Entonces: a, = A-(—4)"+B-(4)" +C-n-(4)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = 3
—4A + 4B + 4C = 20

16A + 16B + 32C = 112
cuya solucibones A =0, B =3y C =2,esdecir,a, =3-(4)" +2-n-(4)".

Comprobando obtenemos que as = 3 - (4)° +2-5- (4)° = 13312.
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8)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a3 = 2a3 +5a1 — 6ag =2 (—2) +5-10 —6- (—1) = 52
u4:2u3—|—5a2—6a1:2-52+5-(—2)—6-10:34
as =2a4+5a3 —6a; =2-34+5-52—6-(—2) =340

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

3 —2x2 —5x+6=0
(x=3)(x—1)(x+2)=0
N x:3,x:1,x:—2

Entonces: a, = A-3"+ B-1"+ C - (—2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:

A + B + C = -1
3A + B — 2C = 10
9A + B + 4C = =2

cuyasolucibones A =1,B =1y C = —3,es decir, a, =3"+1—-3- (-2)".

Comprobando obtenemos que as = 3> +1 — 3 - (—2)> = 340.

9) Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a3:2a2+4a1—8a0:2-24+4-(—6)—8-8:—40
Ay =2a3+4a; —8ay =2 (—40) +4-24—8-(—6) = 64
as =2a4+4az —8a; =2-64+4- (—40) —8-24 = —224

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacion caracteristica:

x> —2x> —4x4+8=0
(x —2)*(x+2) =0

— x=2,x=-2

2 veces

Entonces: a, = A-2"+B-n-2"+C-(—2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:

A + C = 8
2A + 2B — 2C = —6
4A + 8B + 4C = 24
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cuya solucibones A =3,B= —1yC =5,esdecir,a, =3-2" —n-2" +5- (=2)".

Comprobando obtenemos que a5 = 3-2° —5-2° +5. (=2)° = —224.

10)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a3 = —3a,—3a1—ap=-3-4—3- ( 4)-2=
114:—3{13—3112—111:—3'( 2) -4 — ( 4)
as — —3614 — 3{13 — az = -3 ( 2) ( 2) 4 =

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

X432 +3x+1=0
(x+1)°=0
= x=-1
——

3 veces

Entonces: a, = A-(=1)"+B-n-(=1)"+C-n?-(—=1)". Sustituyendo en los valores iniciales, se
obtiene el sistema:

A = 2
~A — B — C = -4
A 4+ 2B + 4C = 4

cuya soluciénes A =2,B=3yC = —1,esdecir,a, =2 (=1)"+3-n-(=1)" —n?- (=1)".

Comprobando obtenemos que as =2+ (—1)>+3-5-(—1)°> —5%. (=1)°> =8,

11)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

az = 8{12 — 166!1 =8- (—16) —16-4 = -192
ag = 8az — 16a; = 8- (—192) — 16 - (—16) = —1280
as = 8ay — 16a3 = 8- (—1280) — 16 - (—192) = —7168

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

x> —8x+16=0

(x—4)2=0
— x=4
——

2 veces


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/). 254

Entonces: a, = A-4"+ B-n-4". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el sistema:

4A + 4B = 4
16A + 32B = -16
cuya soluciones A =3y B = —2, es decit, a, =3-4" —2-n-4"

Comprobando obtenemos que as = 3-4° —2-5- 4% = —7168.

12)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

ag = —6az —12a, —8a; = —6-(—48) —12-12—-8-(—4) =176
as = —6ag —12a3 —8a, = —6-176 — 12 - (—48) — 8 -12 = —576

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

P +6x2+12x+8=0
(x+2)°=0
== x=-2

~——
3 veces

Entonces: a, = A-(=2)"+B-n-(=2)"+C-n?-(=2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se
obtiene el sistema:

—2A — 2B - 2C = -4
4A + 8B + 16C = 12
8A + 24B + 72C = -—48

cuya soluciénes A =3, B= -2y C =1, esdecir,a, =3 (=2)" —2-n-(=2)" +n%- (=2)".
Comprobando obtenemos que as = 3+ (—2)° —2-5- (—2)° +5%. (=2)°> = —576.

13)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a3 =2a;+4a1 —8ag=2-(—16)+4-(—4) —8-(4) = —80
ag =2a3+4a; —8a; =2-(—80)+4-(—16) — 8- (—4) = —192
as = 2a4 +4a3 —8a, = 2 - (—192) +4. (_80) 8. (—16) — 576

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

¥ —2x2—4x+8=0
(x+2)(x—2)*>=0

- x=2 x=-2
SN N——

2 veces 1vez
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Entonces: a, = A-(—2)"+B-(2)"+C-n-(2)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = 4
—2A + 2B + 2C = -4
4A + 4B + 8C = -16

cuya solucibones A =1, B =3y C = —4, esdecir, a, = (—=2)"+3-(2)" —4-n- (2)".
Comprobando obtenemos que as = (—2)° +3-(2)> —4-5-(2)° = —576.

14)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

as = a; +33a1 + 63ag = 6+ 33 - (3) + 63 (4) = 357
Ay = az +33as + 63a; = 357 + 33 - (6) + 63 - (3) = 744
as = ag + 33a3 + 63a; = 744 + 33 - (357) + 63 - (6) = 12903

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacién caracteristica:

¥ —x*—33x—63=0

(x=7)(x+3)*=0
- x=-3 x=7
N —r N~

2 veces 1vez

Entonces: a, = A-(7)"+B-(—3)"+C-n-(—3)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = 4
7A° + =3B + -3C = 3
49A + 9B + 18C = 6

3 17 3 17
cuya solucién es A = = B = =Y C = —3, es decir, a, = 5 (7)" + 5 (=3)"+—=3-n-(=3)".
3 5, 17 5 5
Comprobando obtenemos que as = = (7)° + 5 (=3)°+ —3-5-(—3)> = 12903.

15)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a3 = —4ay +3a; +18ag = —4-2+3-(=3) + 18- (=1) = —35
Ay = —4az +3ay +18ay = —4- (—35) +3-(2) + 18- (—3) = 92
as = —4ag+3az +18a = —4- (92) +3- (—35) + 18- (2) = —437

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacion caracteristica:
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¥ +4x* —33x —63=0
(x=7)(x+3)*=0
— x=-3 x=7

—_———
2 veces 1vez

Entonces: a, = A-(7)"+B-(—3)"+C-n-(—3)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = 4
7A° + 3B + -3C = 3
49A + 9B + 18C = 6

y C = —3, es decir, a,, = % (7)) + % (=3)"+=3-n-(=3)".

17

3
luciénes A = >, B = —
cuya solucion es 5 5

17

5-(—@5+—35-@3f:<u%&

Comprobando obtenemos que as =

Ul W

16)  Utilizando la férmula obtenemos el valor de as:

a3 =5a; —3a1 —9a9p=5-39—-3-(-3)—-9-(—1) =213
s = 5a3 —3a, —9a; = 5-213 — 3 (39) — 9 - (—3) = 975
as = 5a3 — 3a3 — 9a; = 5-975 — 3 (213) — 9 - (39) = 3885

Para obtener la férmula explicitica, escribimos y resolvemos la ecuacion caracteristica:

x> =522 4+3x4+9=0
(x+1)(x—3)*=0

— -1

X = 3 X =
N~ N—_——
2 veces 1vez

Entonces: a, = A-(—1)"+B-(3)" +C-n-(3)". Sustituyendo en los valores iniciales, se obtiene el
sistema:

A + B = -1
-A 4+ 3B + 3C = -3
A + 9B + 18C = 39

cuyasolucibones A =3,B = —4yC =4, esdecir,a, =3 (—1)"+—4-(3)"+4-n-(3)".

Comprobando obtenemos que 3 - (—1)° + —4- (3)> +4-5- (3)°> = 3885.

722
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1)  Se forma la ecuacién caracteristica:

(x+3)2=0
4+6x+9=0

de donde se obtiene la ecuacién recursiva:
U,=-6U,1-9U, >

Usando la ecuacién original se obtiene Uy =2y U; = 9.

2)  Se forma la ecuacién caracteristica
(x =3)(x —1)? = x® =522 + 7x — 3.

Por lo tanto,
Un — 5U7’l*1 — 7UVl—2 + 3Un_3.

Los valores iniciales son
Uy =4, U, =9, U, = 22.

3) Se forma la ecuacién caracteristica, note que la constante sola debe estar multiplicada por 1",
ademas la solucién asociada al término —2" corresponde a 2 y NO a -2, pues no hay parentésis que
indiquen lo contrario:

(x—1)(x—=2)2=0
3 —5x2+8x—4=0

de donde se obtiene la ecuacion recursiva:
U,=5U,1-8U, >+4U, 3

Usando la ecuacién original se obtiene Uy = =3, U = =2y Up, = 2.

4) Se forma la ecuacion caracteristica, note que la constante sola debe estar multiplicada por 1%,
ademds la solucién asociada al término —2" corresponde a 2 y la asociada al término (—2)" corresponde
a—2:

(x—1)(x—2)(x+2)=0
x> —4x+4=0

de donde se obtiene la ecuacién recursiva:

ap = ay_1+4a, > —4a, 3
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Usando la ecuacion original se obtiene ag = 5, a1 = 1y a, = 5.

5)  Se forma la ecuacién caracteristica
(x —4)%(x —1)% = x* — 102> + 33x> — 40x + 16.

Por lo tanto,
a, = 10a,_1 — 33a,_» +40a,_3 — 16a,,_4.

Usando la férmula original se obtiene a; = 18, a; = 51, a3 = 132y a4 = 261.
6) Se forma la ecuacién caracteristica, note que la constante sola debe estar multiplicada por 1":

(x=3)%(x—1)=0
x> —7x>4+15x—9 =0

de donde se obtiene la ecuacién recursiva:
a, =7a,_1—15a,_»+9a,_3

Usando la ecuacién original se obtiene a1 = 9, a; = 30y a3 = 111.

7)  Se forma la ecuaci6n caracteristica, dado que hay un término 1 - 5"*1, el factor n quiere decir que
debe haber otro término con 5", por lo que tenemos:

(x —=5)*(x—=3) =0
3 —13x>+55x — 75 =0

de donde se obtiene la ecuacién recursiva:
a, = 13a,,_1 —55a,_» +75a,_;

Usando la ecuacién original se obtiene ag = 1, a1 = 53 y a2 = 509.

8)  Se forma la ecuacion caracteristica, note que la constante sola debe estar multiplicada por 1":

(x—2)%(x—1)=0
¥ —5x*+8x—4=0

de donde se obtiene la ecuacion recursiva:

ay, =5a,_1—8a,_»+4a, 3
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Usando la ecuacion original se obtiene a, = 22, az = 58 y a4 = 146.

9)  Se forma la ecuacion caracteristica, note que la constante sola debe estar multiplicada por 1":

(x+1)%(x—1) =0
Bt —x—1=0

de donde se obtiene la ecuacion recursiva:
a, = —ay—1+ay—2+a,_3

Usando la ecuacion original se obtiene a1 = —6, a, = -3y az = —4.

10)  Se forma la ecuacion caracteristica:

(x+1)%(x —2) =0
¥—3x—2=0

Observe que falta el término de x2, por lo que no aparece el término con a,_;. Asi se obtiene la ecuacién
recursiva:
ay, =3a,_2+2a,_3

Usando la ecuacién original se obtiene a, = —6, az = —4y ag = —22.

11)  Se forma la ecuacion caracteristica, note que la constante sola debe estar multiplicada por 1":

(x+2)%(x—1) =0
x> 4+3x>—4=0

Observe que falta el término de x, por lo que no aparece el término con a,_». Asi se obtiene la ecuacién
recursiva:
ap = —3ay—1+4a,-3

Usando la ecuacién original se obtiene a1 = —1, a = —23y az = 69.

12)  Se forma la ecuacion caracteristica, note que tanto la constante como la n deben de estar multipli-
cadas por 1":

(x—1)*(x=3) =0
¥ —5x2+7x—3=0
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de donde se obtiene la ecuacién recursiva:
an = 5an—l - 7an—2 + 3an—3

Usando la ecuacion original se obtiene a, = —6, az = —25y a4 = —80.

13)  Se forma la ecuacion caracteristica
(x =5)(x —1)(x —3) = x> — 9x® +23x — 15.

De donde
a, =9a,_1—23a,_»+ 15a,,_3.

Usando la ecuacion original se obtiene a1 = —7, a = —21y a3 = —123.

14)  Observe que: a, =3+2n+3""' =q, =3+2n+3-3"
Se forma la ecuacién caracteristica, note que la constante debe de estar multiplicadas por 1":

(x—1)%(x—-3)=0
x> —5x>4+7x—=3=0

de donde se obtiene la ecuacion recursiva:
ay =5a,_1—7ay,_»+3a,_3

Usando la ecuacién original se obtiene a; = 14, az = 36 y a4 = 90.

15)  Se forma la ecuacién caracteristica, note que la constante debe de estar multiplicadas por 1":

(x—2)(x—1)(x—3)=0
¥ —6x>4+1lx—6=0

de donde se obtiene la ecuacion recursiva:
a, =6a, 1—1la,_»+ 6a,_3

Usando la ecuacién original se obtiene a9 = 2, a1 = 5y a, = 15.

16) La ecuacién caracteristica es
(x4+2)(x —2)(x —1) =2 — x> —4x + 4.

Por lo tanto,
ap = ayp—1+4a,—2 —4a, 3.

Los valores iniciales son ag = 3, a1 = —1y a, = 3.
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17)  Como
a, =3+2-2"—3n2",

la ecuacioén caracteristica es
(x —2)%(x —1) = x® — 54> + 8x — 4.

Por lo tanto,
a, =b5a,_1—8a,_-»+ 4a,_;.

Los valores iniciales son ag = 5, a1 = 1y a; = —13.

723@® 4, =343.77 4 (—1)"

4 1 7
724 ® N A I U
ay 15( )+ 103 +6

7.2.5 @‘B La ecuacién caracteristica es
(t44)(t—2)% = t* — 25 — 121> + 40t — 32 = 0.

Entonces
a, =2a,_1+12a,,_» —40a,,_3 + 32a,_4,

con
ag =4, a; = —4, a, = 48, az = —64.

7268 4, = (4—2n)3" +5"

Soluciones del Capitulo 7
8.2. EstructurasAlgebraicas

821N ComoHesun subgrupo se cumple que la operacién * es cerrada en H, y como H cumple
la propiedad de los inversos, de debe dar que:

alxaxb € H
—> exb € H, coneelelementoneutro deH

— b € H
Por lo tanto b € H.

8228 Vamos a analizar cada una de las propiedades de una estructura algebraica: asociativi-
dad, conmutatividad, elemento neutro e inversos.

* Asociatividad: Sean A, B, C € P(E) debe cumplir que (A * B) x C = A % (B x C). Tenemos:

(AxB)*C=A*(BxC) = (AUB)UC=AU(BUC)

Lo cual es cierto por leyes de conjuntos. Por lo tanto (P (E), x) es asociativa.
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e Conmutatividad: Sean A, B € P(E) debe cumplir que A * B = B * C. Tenemos:

AxB=BxC — AUB=BUA

Lo cual es cierto por leyes de conjuntos. Por lo tanto (P (E), x) es conmutativa.

 Elemento neutro: Sean A, B € P(E) debe cumplir que A x B = A. Tenemos:

AxB=AUB=A
Lo cual es cierto si y s6lo si B = @. Por lo tanto (P(E), ) tiene elemento neutro (dado que la

operacion x es conmutativa se omite la demostracion de B x A).

e Inversos: Sean A, B € P(E) y ¢ el elemento neutro de (P(E), x) (en este caso se tiene que ¢ = Q),
debe cumplir que A x B = &. Tenemos:

AxB=¢ = AUB=0

Lo cual es cierto siy s6losi A = @y B = @. Dado que A y B son dos conjuntos cualesquiera no
necesariamente vacios se concluye que (P(E), ) no cumple la propiedad de los inversos.

Por lo tanto se concluye que (P(E), *) es un monoide conmutativo.

823N La operacion es asociativa y conmutativa porque la interseccién de conjuntos lo es. El

elemento neutro es E, pues
AxE=ANE = A.

Para que B sea inverso de A debe cumplirse
AxB=ANB=E.

Como A,B C E, esto ocurre solamente cuando A = B = E. Por tanto, no todos los elementos tienen
inverso. En consecuencia, (P(E), x) es un monoide conmutativo, pero no es un grupo.

1 . . .
8.2.4 @‘B El elemento neutro es ¢ = 5 Un elemento a es involutivo si

axa=e¢ — 5a% =

al| —
N
Q1

Por lo tanto, los elementos involutivos son

a==x—=|
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825N Como (G, *) es un grupo, se cumple que posee elementos inversos. Asi:

2 2 1 1

bxcxx**a=cxxxa — bixckxx**xaxa ' =cxx*xaxa

— brcxx’,e=cHxxe
= bxcxx2=cxx
= bxcxxxx=c*x
— brxckxxx+xx 1 =crxxx 1
= bxcxxxe=cxe
— bxcxx=c
= b lxbxcxx=b"lxc
= excxx="b"lxc
— cxx=0b"lxc
= clxcxx=cl*xb1xc
= exx=c txblxc
= x=clxblxc

Porlo tanto el valorde x = ¢ 1 x b~ 1 xc.

8.2. Grupos

82.6®® Para determinar si un grupo es abeliano debemos mostrar que es asociativo, conmuta-

tivo, tiene elemento neutro e inversos.

e Asociatividad: Sean (a,b), (¢,d), (¢, f) € R L R*, tenemos que demostrar que:
[(a,0) L (c,d)] L (e f) = (a,) L[(c,d) L (e f)]

Asi tenemos:

[(a,b) L (c,d)] L (e f (a,0) L [(c,d) L (e, f)]
(a+c+5,3bd) L (e, (a,b) L (c+e+5,3df)
(a+c+5+e+533bd)f) (a+c+e+5+5,3b(3df))
(a+c+e+10,90df) (a+c+e+10,90df)

)
)

Por lo tanto, (R L. R™, 1) es asociativa.


https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/

Solucién de los ejercicios (https://tecdigital.tec.ac.cr/servicios/revistamatematica/).
e Conmutatividad: Sean (a,b), (c,d) € R L R", tenemos que demostrar que:

(a,b) L (c,d) = (c,d) L (a,b)

Asi tenemos:

(a,b) L (c,d) (c,d) L (ab)
(a+c+5,3bd) (c+a+5,3db)
(a+c+5,3bd) (a+c+5,3bd)

Por lo tanto, (R L. R*, 1 )es conmutativa.

 Elemento neutro: Sean (4,b), (e1,¢2) € R L RT, tenemos que demostrar que:
(e1,€2) L (a,b) = (a,b) L (e1,e2) = (a,b)

Dado que la operacién es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

(er,e2) L (a,b) = (ab)

(1 +a+5,3eb) = (ab)
e1+a+5=a AN 3eb=0>
1

e1 = —5 N €y = g

1
Por lo tanto, (R L R, L) tiene elemento neutro y este corresponde a <—5, 3> .

 Elemento inverso: Sea (a,b) € R L R, tenemos que demostrar que:

(1) L (00) = (@) L (i) = (=55

Dado que la operacién es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:
. 1
(a,b) L (i, i) = <—5,3>
) ) 1
(a+i1+5,3bip) = <—5, 3>
) . 1
a—|—11—|—5:—5 A 3b1225

ih=-10—a AN = —

1
Por lo tanto, (R L RT, 1) tiene inversos y este corresponde a (—10 —a, %> .

264
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Por lo tanto, hemos demostrado que (R L R*, L) es un grupo abeliano.

827 Para determinar si un grupo es abeliano debemos mostrar que es asociativo, conmuta-
tivo, tiene elemento neutro e inversos.

* Asociatividad: Sean 4,b, c € R*, tenemos que demostrar que:
(aeb)ec=ax (b®c)

Asi tenemos:

(a@b)®c a®(b®c)
7ab® ¢ a® 7bc
7(7ab)c 7a(7bc)

49abc 49abc
Por lo tanto, (R*, ®) es asociativa.

e Conmutatividad: Sean a,b € IR*, tenemos que demostrar que:

aQb=b®a
Asi tenemos:
aQb bxa
7ab 7ba
7ab 7ab

Por lo tanto, (IR*, ®)es conmutativa.

* Elemento neutro: Sean g, e € IR*, tenemos que demostrar que:

expa=a®kXe=a

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

e®XRa = a
7ea = a
, 1

7

1
Por lo tanto, (R*, ®) tiene elemento neutro y este corresponde a 7
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¢ Elemento inverso: Sea 4,1 € IR, tenemos que demostrar que:

. . 1
z®a—a®1—§

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

i®a = 1
7

1

7i = =
ia :
;o1
T 49q

1
Por lo tanto, (IR*, ®) tiene inversos y este corresponde a —.
y p 494

Por lo tanto, hemos demostrado que (R*, ®) es un grupo abeliano.

Ahora vamos a calcular2 ® 3 ® 51

2@3®51 = 7(2)3)®57!
1

= 42@@

- 7(42) <215>
6
5

266

1 1
828  Elneutroese = —3Y elinversodeaesa! = e Se obtiene (2®3) ® (1® (5/2)71) =
36
T

829

a.) La operacion es cerrada.
b.) Es asociativa y conmutativa.
c.) Elneutroes (4,1/2).

d.) Elinverso de (a,b) es

(a,b)’1 = <8—u,41b) .
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(2,-1)2® [(0;) ® (1,—1)—1] = (—1,—?) .

8210 Elneutroese = —3yelinversodeaesa ! = —6 —a. Se obtiene (5® 37 1)2 @ [73 @
2@ (-3)] = —24.

Ademas,

8211 Usando el isomorfismo (x) = 1+ x hacia (R*,-), el neutroese = 0 y el inverso de a
-1 —a

esda 1—|—[1

El valor de la expresion es —1555201.

8212 Es cerrada y asociativa (se heredan de la suma/producto usuales), y conmutativa; el
neutro es (0,6). No es grupo pues, por ejemplo, x = —1 no tiene inverso en la primera coordenada; por
eso es solo monoide conmutativo.

8213 Elneutroese = 1/5 yal= 21@' Se obtiene [372® 13] ® 4% = %

8214 H El neutro es (;,2) y (a,b)"1 = (1 4 — b). Se obtiene <_87148' 15).

9a’

8215

a.) Calcule la férmula de (a,b) !

Elemento inverso: Sea (4,b) € R* x R, tenemos que demostrar que:
. .. 1
(i1,12) ® (a,b) = (a,b) @ (i1,ip) = (2,1>

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

(a,b) ® (i1,12) = (;, 1)

1
(2a-i1,b+i—1) = (211>
. 1 .
2a-11:§ AN b+ir—1=1
1
1 = — h =2 —b
11 4a A [¥)

1
Por lo tanto, (R* x R, ®) tiene inversos y este corresponde a <4a’ 2— b) .

b.) Calcule [(1,5)% ® (—2,3)] 2.

Tenemos:
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[(1,5)°®(-2,3)] 7 = [(1,5)®(L5)®(1,5)®(-23)]?
= {15 (L5}® (15 @ (-23)7?
= [(29) ® (1,5) ® (-2,3)] 2
= [(413) ® (-2,3)] 2
= (—16,15)2
= [(—16,15)"1]

(617‘—13)

1
- (z-7)

8216 Para determinar si un grupo es abeliano debemos mostrar que es asociativo,
conmutativo, tiene elemento neutro e inversos.

(1,5
(

* Asociatividad: Sean a,b, c € R*, tenemos que demostrar que:
[aRb)®@c=a® bR c]

Asi tenemos:
[a@b®c a®[b®c]
6ab ® ¢ a ® 6bc
6-6ab-c 6a - 6bc

36abc 36abc

Por lo tanto, es asociativa.

¢ Conmutatividad: Sean 4,b € IR*, tenemos que demostrar que:

aIQb=0bRa
Asi tenemos:
a®b bRa
6ab  6ba

6ab 6ab
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Por lo tanto, es conmutativa.

* Elemento neutro: Sean 4,e € IR* 4, tenemos que demostrar que:

eRxRa=aQQe=aua

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

exkxa = a
bea = a
. o1

6

1
Por lo tanto, existe elemento neutro y este corresponde a 6

* Elemento inverso: Sea a € R*, tenemos que demostrar que:
L ® a®i !
i®a= = -

6

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

axRi = =

6ai = =

) 1
Por lo tanto, existe inverso y este corresponde ai = 360"

Por lo tanto, hemos demostrado que es un grupo abeliano.

8217 Para determinar si un grupo es abeliano debemos mostrar que es asociativo,
conmutativo, tiene elemento neutro e inversos.

* Asociatividad: Sean 4,b, ¢ € R, tenemos que demostrar que:

[axb]*xc=ax[bxc]

Asi tenemos:
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[axb]*c a*[b*c]

(a+b+5)xc ax(b+c+5)

(a+b+5) +c+5 a+(b+c+5)+5

a+b+c+10 a+b+c+10

Por lo tanto, es asociativa.

e Conmutatividad: Sean 4,b € R, tenemos que demostrar que:

axb=bxa

Asi tenemos:

axb bxa

a+b+5 b+a+5

a+b+5 a+b+5

Por lo tanto, es conmutativa.

¢ Elemento neutro: Sean g,e € R*+, tenemos que demostrar que:

exa=axe=4a

Dado que la operacién es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

exa = a
et+a+5 = a
e = -5

Por lo tanto, existe elemento neutro y este corresponde a —5.

¢ Elemento inverso: Sea a € IR, tenemos que demostrar que:

ixa=a%i= —b

Dado que la operacién es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:
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axi = -5
a+i+5 = -5
i = —10—a
Por lo tanto, existe inverso y este correspondeai = —10 — a.

Por lo tanto, hemos demostrado que es un grupo abeliano.

8218

a.) el elemento neutro;

Sean (R x R*, ®), tenemos que demostrar que:
(e1,2) ® (a,b) = (a,b) ® (e1,€2) = (a,b)

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

(e1,e2) ® (a,b) = (a,b)

(g +a—1,2e0b) = (a,b)
e1t+ta—1=a A 2eb=0»

1

e = 1 VAN €y = E

1
Por lo tanto, (R x R*, ®) tiene elemento neutro y este corresponde a <1, 2) .

b.) la férmula del inverso de (a,b), es decir (a,b) ™! = (i1, i3).
Elemento inverso: Sea (a,b) € (R x R*, ®), tenemos que demostrar que:
. . 1
(i1,12) ® (a,b) = (a,b) ® (i1,i2) = (1, 2)

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:
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. 1
(a/ b) ® (11/ 12) == (1/ 2)
. ) 1
(a41i—1,2biy) = <1, 2)
. . 1
a+ip—1=1 A 2b12:§

h=2—a N Ihp=—

1
Por lo tanto, (R x R*, ®) tiene inversos y este corresponde a (2 —a, ) .

8219 Para determinar si un grupo es abeliano debemos mostrar que es asociativo,
conmutativo, tiene elemento neutro e inversos.

* Asociatividad: Sean 4,b, c € R, tenemos que demostrar que:

[axblxc=ax*[bx*c]

Asi tenemos:

[axb]*c ax[bxc]
(a+b—%)*c a*(b—kc—%)
1 1 1 1
(a+b—§)+c—§ a+(b+c—§)—§
a+b+c—1 a+b+c—1

Por lo tanto, es asociativa.

e Conmutatividad: Sean 4,b € R, tenemos que demostrar que:

axb=bxa
Asi tenemos:
axb bxa
1 1
b—= b - =
a—+ 5 +a >
1

1
a+b—§ a+b—§
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Por lo tanto, es conmutativa.
* Elemento neutro: Sean 4,¢ € R*+, tenemos que demostrar que:

ekxa=a%xe=a

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

exa = a
e+a—1 = a
2
e = L

2

1
Por lo tanto, existe elemento neutro y este corresponde a 5

¢ Elemento inverso: Sea a € IR, tenemos que demostrar que:

i a=a%i= =
2

Dado que la operacién es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

. 1
axi = —
a—+i L 1
2 2

1 = 1—a

Por lo tanto, existe inverso y este correspondeai =1 —a.

Por lo tanto, hemos demostrado que es un grupo abeliano.

8220 = Se asume que (G, ) es grupo abeliano y debenos probar que (a x b)? = a? x b2,
para todos a,b € G.

(a*b)?> = (axb)x(axb)
= axbxaxb

= axaxbxb por ser abeliano

= a% x b2
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<= Es necesario mostrar que a * b = b x a, para todos a,b € G.
Por hipétesis (a * b)? = a® x b?, es decir, (a*b) * (a*xb) = (axbxaxb) = axaxbxby por ser grupo,
existen a~!y b~!. Luego

alx(axbxaxb)xb™! = alx(axaxbxb)xb!

(atxa)x(bxa)x(bxb"1) = (alxa)x(axb)x(bxb"1)

(bxa) = (axD)

8221 ®

1)  Para determinar si un grupo es abeliano debemos mostrar que es asociativo, conmutativo, tiene
elemento neutro e inversos.

e Asociatividad: Sean (a,b), (c,d), (e, f) € R x R*, tenemos que demostrar que:
[(a,b)® (c,d)]® (e, f) = (a,b) ® [(c,d) ® (e, f)]

Asi tenemos:
[(a,b) @ (c,d)]® (e, f)  (a,b)®[(c,d)® (e f)]

<a+c—3+e—3,bif> <a+c+e—3—3,lzlf>

<a+c+e—6,ﬁf) <a+c+e—6,lﬁf>

Por lo tanto, (R x R*, ®) es asociativa.

e Conmutatividad: Sean (a,b), (c,d) € R x R*, tenemos que demostrar que:

(a,b) ® (c,d) = (c,d) ® (a,b)

Asi tenemos:
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(a,b) ® (c,d) (c,d)® (a,b)

bd db
<a+C—3,2> <C+1—3,2>
bd bd
<a+c—3,2> <a+c—3,2)

Por lo tanto, (R x R*, ®) es conmutativa.

 Elemento neutro: Sean (4, b), (e1,e2) € R x R*+, tenemos que demostrar que:
(e1,e2) ® (a,b) = (a,b) ® (e1,€2) = (a,b)

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

(e1,e2) ® (a,b) = (ab)
(g +a—3,eb/2) = (a,b)
e1t+a—3=a A @:b
2
e1 =23 AN ep=2

Por lo tanto, (R x R*, ®) tiene elemento neutro y este corresponde a (3,2).

e Elemento inverso: Sea (a,b) € R x R*, tenemos que demostrar que:
(il,iz) ® (a,b) = (11, b) ® (il, iz) = (3,2)

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

(a,b)® (ir,in) = (3,2)
(a+i1 —3,b;2> = (3,2)
a+i1—3=3 VAN b212:2
. ) 4
h1=6—a A 12—5

4
Por lo tanto, (R x R*, ®) tiene inversos y este corresponde a (6 —a, b) .

Por lo tanto, hemos demostrado que (R x R*, ®) es un grupo abeliano.

2)  Tenemos:
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52) 2@ [37)®(52)7" = [52 ' e[B37e’52) ]

= (1,22 ®[(3,7) ®(1,2)] "
= (1,2)®(1,2) ® (1,7)7!

_ (—1,2) ® <5‘;>

-

4
3)  No es grupo abeliano, pues como el inverso es <6 —a, b> , debe cumplirse que b # 0, por lo tanto

el grupo debe ser (R x R*, ®)

8222 La operacién es asociativa y conmutativa. El neutro es 0, pues a L 0 = a. El inverso

de a es —a, ya que
al (—a)=+/a®—a3=0.

Por lo tanto, (IR, L) es un grupo abeliano.
Para calcular 572 | 23, observemos que bajo la correspondencia ¢(a) = a° la operacién | corresponde
a la suma. Asi,

p(572)=-2-5=-250, (2% =3.2°=24.

Entonces

572 | 25 = /-226|

8223 Dado que (G, *) es un grupo, s6lo falta demostrar que (G, ) es conmutativa.

Sea x,y € G, se cumple que dn,m € Z, tal que x = a" y y = a™. Asi tenemos:

xxy = a'xa"
= aln4m)

= alm+n)

Por lo tanto (G, ) es un grupo abeliano.

8224 Vamos a analizar cada una de las propiedades de una estructura algebraica: asocia-
tividad, conmutatividad, elemento neutro e inversos.
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* Asociatividad: Sean a,b, c € IN, tenemos que demostrar que:

(axb)xc=ax(bxc)

Asi tenemos:

(axb)xc ax(bxc)
(a+b+ab)xc ax (b+c+bc)
a+b+ab+c+ (a+b+ab)c a+b+c+bc+a(b+c+be)
a+b+ab+c+ac+bc+abc a+b+c+ bc+ ab+ ac+ abe
a+b+c+ab+ac+bc+abc a+b+c+ bc+ ab+ ac+ abe
a+b+c+ab+ac+bc+abc a+b+c+ab+ ac+ be+ abe
Por lo tanto, (IN, *) es asociativa.

¢ Conmutatividad: Sean a,b € IN, tenemos que demostrar que:

axb=>bxa

Asi tenemos:

axb bxa
a+b+ab b+a+ba
a+b+ab a+b+ab
Por lo tanto, (IN, *) es conmutativa.

¢ Elemento neutro: Sean g,e¢ € IN, tenemos que demostrar que:

exa=a*xe=4a

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

exa = a
et+atea = a
e(l+a) = 0

e =0

Por lo tanto, (IN, *) tiene elemento neutro y este corresponde a 0.
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* Elemento inverso: Sea 4,i € IN, tenemos que demostrar que:
ixa=axi=20

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

i*a = 0
i+a+tia = 0
i(l1+a) = —a

; . —a

 1+4a

—a
1+

Sin embargo, note que p ¢ IN, por lo tanto (N, *) no tiene inversos.

De acuerdo a las propiedades que cumple (IN, *) se dice que es un monoide conmutativo.

8225

1) Seana,e € (R, tenemos que demostrar que:
exa=axe=a

Dado que la operacion es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

exa = a
ea

5 = a
e = 2

Por lo tanto el elemento neutro de (R™, %) corresponde a: 2.

2) Seaa,i € N, tenemos que demostrar que:
ixa=axi=2
Dado que la operacién es conmutativa sélo se calculard un lado, asi tenemos:

i*xa =
ia

2

i =

I
QIR NN

4
Por lo tanto el elemento inverso de (R™, %) corresponde a: p

3) Tenemos:
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7
2 9 417!
= —k [ = % =
3 (2 7
2 [9]°!
= — %k | =
3 |7
2 28
= — %k —
3 9
B 28
- 27
a a b b 2ab  2ab
8226®H Claramente la operacién es cerrada pues o = nos da
a a b b 2ab 2ab
una matriz con sus entradas iguales y no nulas.
-1
1/2 1/2 a a 1/4a 1/4a
Elneutroes e = . Inversos: = .
1/2 1/2 a a 1/4a 1/4a
Claramente es producto es conmutativo en G
8227
1)
* Elemento neutro: corresponde a c.
* Elementosinversos:a ! =b, bl =g, cl=cml=0ntl=nyo!=m

2)  Siessubgrupo por que c es nuetro y a la vez inverso de él mismo.
3)  Siessubgrupo.

8228

Ly

* Elemento neutro: corresponde a e = 1.

e Elementos inversos: se tiene que (1)1 =1, Q)1 =6 (3)'=4 @) '=3 (G)'1=9,
6) =2, (7)1=8, 8)1=7 (9 1=5 (10)"!=10.
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Observe que el orden de Z3 es 6. Los subgrupos son:

2)  Tenemos:
3) Tenemos:
[(
4)
e Orden 1: {i}.
e Orden 2: {1,6}.
e Orden 3: {i,2,4}.
¢ Orden 6: Z;.
82290
© i 2 3 4
i 12 3 4
5 2 4 6 1
D' 336355
4 4153
5 531 6
6 6 5 4 3

—e e  Ule

e

Ne We e Ule O\e

—e

280
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2)

* Elemento neutro: corresponde ae = 1.

* Elementos inversos: se tiene que MH1=1, @1=4 B@1=5 @@'1=3 (B)'=3
(6)" =6.

4)  Observe que el orden de Z; es 6. Del Teorema de Lagrange se sabe que el orden del subgrupo
puede ser 1,2, 3 0 6. Ademads note que cada uno de los subgrupos debe contener al elemento neutro (1)
y a los inversos de cada elemento, ademads de ser cerrado; por eso los subgrupos son:

e Orden 1: {i}
e Orden 2: {i,6}
e Orden 3: {i,i, ZL, 5,9}

e Orden 6: Z;

8230 ®

¢ Elemento neutro: ¢ = ().

¢ Elementos inversos:

¢ Subgrupos:

— Orden 1: {0}.

- Orden 2: {0,4}.

— Orden 4: {0,2,4,6}
— Orden 8: Zg.
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8232 ®

1)  Neutro es ¢, ahora ya puede calcular los inversos. Por ejemplo t~1 = e

2) (m2x7)?=i=sy (a*t*1)1000:dlooo:dz*d2*...*d_2/:c*c*...*c:c
—_————
500 veces

8233

1)  Los subgrupos son {e}, {e,a}, {e,b}, {e,c} (de orden 2, pues a*> = b?> = ¢* = ¢), {e,d, f} (ciclico
de orden 3, pues d> = f y d°> = ¢), y D mismo.

2) Comoa®=ayf2=fsetienea®xf2=axf=c luego (a®>xf2)"! = ¢! = cy finalmente
cxb=f.

8234 Bglie )P =9

8235 Con 3 como raiz primitiva médulo 17, el subgrupo de orden 4 es H = (3%) =
{1,4,13,16} (mod 17).

8236®

1)  No, no es asociativa: (c*c¢) xd = d*d = b, mientras que c * (cxd) =cxb=c,yb # c.

2)  Sies conmutativa, pues la tabla es simétrica respecto a la diagonal.

3)  Siposee neutro: es b, pues la fila y la columna de b reproducen exactamente los encabezados.
4)  No, pues a no tiene inverso: a x x = a para todo x € E, por lo que nunca se obtiene el neutro b.

8237 ®

1)  Dado que (A, L) es asociativo, s6lo hay que demostrar la conmutatividad, existencia del elemento
neutro e inversos.

¢ Conmutatividad: Se cumple pues la tabla es simétrica.
* Elemento neutro: corresponde a «.

e Elementos inversos: se tienequea ! =a, Bl =6, el=A, 6°1=8 A1l=¢ wl=w.
q y

2)  Tenemos

(e LB T L (A10)] 7 = [(@alo)?LALALALS]

[
= [ 'L(BLALO)]
[
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3) Tenemos:

* Elementos absorbentes: no hay.
¢ Elementos idempotentes: solamente «.

¢ Elementos involutivos: &« v w.

4) Dado que el orden del grupo es 6 el teorema de Lagrange nos dice que los tnicos posibles
subgrupos son de orden 1, 2, 3 0 6. Ademads note que cada uno de los subgrupos debe contener al
elemento neutro («) y a los inversos de cada elemento, ademas de ser cerrado; por eso los subgrupos son:

Orden 1: {a}

Orden 2: {«a, w}

Orden 3: {u,,0}

Orden 6: {u,B,¢,0,A, w}

8238 ®

1)  Dado que (A, *) es grupo, sélo faltaria ser conmutativo para ser grupo abeliano, pero (A4, *) no lo
esdado que 5% 6 =3y 6 x5 =2, donde claramente 5 * 6 # 6 * 5.

2) Dado que (A, *) es grupo, tiene elemento neutro y este corresponde a 1. Asi tenemos que los
inversos de cada elementoson: 171 =1,271=3,3 1 =2 y 371=2,4"1=4 51=5 y 6-1 =6.

3) Dado que |A| = 6, los posibles 6rdenes de subgrupos son 1,2,3 y 6. Usando la tabla (con 1 como
neutro,2 1 =3,3"1=2 y 4,5, 6 involutivos), los subgrupos son:

e Orden 1: {1}.
e Orden 2: {1,4}, {1,5} y {1,6}.
e Orden 3: {1,2,3}.

e Orden 6: {1,2,3,4,5,6}.
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8.2.39@‘3 No. Aunque es cerrada, asociativa y conmutativa, no existe neutro: tendria que ser
mayor o igual que todo elemento de IN, lo cual es imposible pues IN no esta acotado superiormente.

8240 Si, es grupo abeliano: el neutro es & (pues XAQ = X), y cada X es su propio inverso,
pues XAX = &.

8241 Si. Es el producto directo de G; y Gy: la cerradura y asociatividad se heredan compo-
nente a componente, el neutro es (e, e2) y (a,b) "1 = (a=1,b71).

8242 ® Si, es grupo (de hecho isomorfo a (Z4, +)): el neutroes d, y al=p bl=g c1l=
c, dl=d.

8243 En ambas tablas cada fila y columna es una permutacién de los elementos (sin repeti-
ciones), lo que garantiza cerradura e inversos; la asociatividad la hereda la suma/producto médulo 7; el
neutro es 0 en (Zs,+) y 1 en (Z3, -); ambas tablas son simétricas, por lo que son grupos abelianos.

8244 Z: = (1,3} contablal-1=1,1-3=3,3-1=23, 3-3 =1 (méd 4). Si es grupo,
isomorfo a (Z, +), con neutro 1y 37! = 3.

8245 Con neutro 0, los inversos son 07! =0, 171 =3, 271 =2, 371 = 1 (méd 4).

8246 La operacion es asociativa, pero no conmutativa (pues x xy =y # x =y * x si x # y).
No posee neutro bilateral: cualquier elemento acttia como neutro por la izquierda, pero ninguno lo es
por la derecha.

8247 El neutro es 1 (es decir p = 1, g = 0); usando la identidad (p + gv/2)(p — qv/2) =
p? — 2% # 0 (pues /2 ¢ Q por el item a) se obtiene el inverso indicado.

8.3. Subgrupos

831N (Zs,+) tiene orden 5 (primo), asi que sus tnicos subgrupos son los triviales: {0} y Zs.
(Z%, -) tiene orden 4, con subgrupos {1}, {1,4}, Z: (pues 4> = 16 = 1, es el tinico elemento de orden 2).

832N
a.) Neutroes d
b) al=bbl=acl=cd'=d

c.) Los subgrupos triviales son {d} y A. Ahora hay que investigar los subconjuntos de dos elementos
(pues su orden debe dividir al orden de A). El tinico que tiene una subtabla cerrada es {d,c} (el
ejercicio pide hacer las subtablas de 1so subconjuntos de orden 2)

833D

a.) Orden1: {1}.

b.) Orden 2: {1,4},{1,5},{1,6}.
c) Orden3: {1,2,3}.
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d.) Ordené6: {1,2,3,4,5,6}.

834@®  Elneutrode (R*XR,®) es (;, —5) y(c,d)~t = <9lc’ —10 — d). Si (x,5k), (y,5f) € H,

entonces (x,5k) ® (y,5j) 7! = (;y, 5(k—j— 1)> € Hpues k —j—1 € Z; por el criterio de subgrupos,
(H,®) < (R*xXR, ®).

k1 7

835N Sean x,y € H con x = Zor Y y 1= R Entonces

1 5k1 72 5k1 —ko 5k

xX-y _%'572:77”177”2:777;1EHConk:kl—kz,m:ml_mZEZ

836N six=mk y y = mkj estin en mZ, entonces x —y = m(k; —ky) € mZ puesk; —k; € Z;
por el criterio de subgrupos, mZ < (Z,+).

837N 3m.37F=3"k ¢ Hpuesm —k € Z.

8.3.8@‘3 Observe que e € Hy y e € Hy, entonces ¢ € H; M Hy. El o la estudiante debe
terminar la prueba.

839 No. Aunque 0 € IN y la suma de naturales es cerrada, IN no contiene los inversos
aditivos (los negativos) de sus elementos no nulos, por lo que IN no es subgrupo de (Z, +).

8310 D Sean x,y € H(a), es decir xa = ax y ya = ay. Entonces (xy 1)a = x(y~la) =
x(ay™') = (xa)y™! = (ax)y~! = a(xy~1), asi que xy~! € H(a); por el criterio de subgrupos, H(a) < G.

83.11®® Sean a",a™ € H. Entonces a" x (a™)~! = a"™™ € Hpuesn —m € Z; por el criterio
de subgrupos, H < G (es el subgrupo ciclico generado por a).

8312 Sean x,y € H, es decir x> = y> = e. Como G es abeliano, (xy~1)? = x?>(y1)? =
x2(y*) ! =e-e=e,asique xy~! € H; por el criterio de subgrupos, H < G.

8313 Sean x?,y> € H. Como G es abeliano, x?(y?) ™! = x?(y~1)? = (xy~!)? € H; por el
criterio de subgrupos, H < G.

8.3.14@‘3 La idea es observar quesi 1 € Hy y k € Hy pero k € Hi y h & Hy, entonces
hk ¢ Hi U Hy ;por qué?

8315 Por ejemplo, en (Z, +), el subconjunto A = IN es cerrado bajo la suma, pero no es
subgrupo pues no contiene los inversos (negativos) de sus elementos no nulos.

8316 (R*,-) es grupo abeliano (neutro 1, inverso 1/x). Sin embargo H = {x > 1} no es
subgrupo: por ejemplo2 € Hpero2~! =1/2 ¢ H.

8317 Q* es cerrado bajo el producto y bajo inversos (si x = p/q € Q* entonces x~! =

q/p € QF),y contiene al neutro 1; por el criterio de subgrupos, Q* < (R*, ).

1
83.18®® 3" —3mk ¢ H
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